ARTIGOS

EVOLUGAO DOS CONCEITOS DE
FUNGAO E DE INTEGRAL

Geraldo Xvila
1. Introdugan

Muita gente tem a impressao de que a Matem3atica & estadatica;
de que os conceitos, uma vez formuladas, se cristalizam como coisas
comdietes‘e acabadas, que permanecem ent3dao imutaveis; de que os re-
sultados, uma vez obtidos, se somam uns aos outros na acumulacdo de
um corpo de conhecimento que nao tem outra dinamica interna que a
do crescimento por adigao de unidades novas.

A realidade, entretanto, & bem outra. Tanto ao matematico
engajado numa area de pesquisas e que estd a par dos problemas e
das descobertas mais recentes em seu campo de trabalho, guanto a0
estudiosp que analisa a evolugdo histBrica da Matematica, a eles &
dado observar a vigorosa dindmica do progresso, os erros e acertos
nos processos de descoberta, a interdependéncia dos resultados que
va0 surgindo, tornande impossivel mesmo divisar fronteiras defini
das de separacgdo entre as virias discipliinas matematicas. No mais
das vezes o0s conceitos se formam e evoluem de maneira lenta e gra
dual, num processo que se subordina 3s necessidades do corpo cientd
fico em suas varias etapas de desenvolvimento.

0s conceitos de funcio e de integral exemplificam muito bem
0 que vimos dizendo. E um acompanhamento de seu desenvaelvimento por
cérca de século e meio, como nos propomos fazer aqui, expde, com
muita clareza, a dinamica e a vitalidade da evolugdo da Andalise Ma
tematica nesse perJodo.

2. 0 Teorema Fundamental

A nocio de integral de uma fungdo como irea foi introduzida
no século XVII. 0 Teorema Fundamental do Calculo, que relaciona a
integral com a derivada, foi um resultade decisivo para que 0s métodos
infinitesimais que ent3o surgiam pudessem se organizar em discipli
na autonoma — o Calculo Diferential e Integral.
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Numa de suas versces o Teorema Fundamental-afirma gque

£
Fla) = J o) ae

g uma primitiva de f, isto 8, F'(z) = f{x). Outra versido equiva
lente desse teorema afirma que se ¢ & uma primitiva qualquer da
fungdo f£, entio

G(r) - G(a)

It

b

J FlE)des
a

ou ainda, como f(z) = ¢'{x),

G(p) - Gla)

b
J G'(%)de. (1)

Evidentemente, tudo isso & valido no pressuposto de que
fle) e G'(x) sejam fungbes continuas no intervalo [z, b]. Mas,
no seéculo XVII, quando o Caiculo ainda se encontrava em estigio em
brionario, ndo havia uma preocupagdo explicita com a nogho de conti
nuidade, mesmo porque o conceito de fungdo era também muito restri
to. Por fungio se entendia uma correspondéncia entre variaveis, sem
pre dada por formulas ou expressdes analiticas, como

y = 3% - 7z + i, ¥y = xvze + 1, etc.

E a nogao de cortinuidade s0 comecaria a aparecer no século XVIII.

3. 0 Calculo no Seculo XVIII

Leonhard Euler (1707-1783) € a grande figura da Matem3tica
e da Fisica TeGrica em sua €poca. Em meados do século ele publicou
livros que estabeleceram padroes definitivos no Calculo e exerceram
profunda influncia por seguramente um século. No segunde volume de
uma dessas obras — "Introduction in Analysin Infinitorum", de 1848 -
ele distingue entre fungdes continuas e descontinuas. Por continua
ele entende uma fun¢do dada por uma Unica expressio analitica, como

¥ = sen x, ¥y =x + 1 ou ¥y = log =x.

E descontTnua & a fungdo dada por varias expressoes analiticas, po
rém cujo grafico & uma curva uUnica, sem interrupg¢des. Um exemplo &

a fungdo definida por
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by
AN
€ se x <1 e
|
¥y = |
1 se z < 1 !
“—' ' |
X
cujo grafico estd ilustradeo na Fig. 1. Fig. 1

Segundo Euler, esta fungdo tem uma des
continuidade em & = 1. Como se v& isto ndo corresponde ao que ho
je entendemos por descontinuidade.

Todas as idéfas do Calculo, envolvendo fungde, integral, de
rivada, continuidade, séries, convergéncia, etc., foram se desenvol
vendo gradativamente, @ medida que o Cilculo e outras disciplinas
da Andlise ganhavam corpo. Bastante intenso durante todo o seculo
XVIII, esse desenvalvimento se traduziu na descoberta e sistemati
zagao de novoes métodos e tecnicas, alargando consideravelmente as
fronteiras desses varios dominios cientificos. Mas, nesse mesmo pe
riodo, nada de significative ocorreu na zrea de fundamentos, uma
tarefa que estava reservada ao seculo XIX.

Aquele conceito de integral do século XVII, embora ainda va
ge e carente de uma fundamentacde satisfatdria, serviu muito bem a
todo o desenvolvimento de que falamos acima, passando por uma pri
meira revisdo somente em 1821 por obra de Augustin Louis Cauchy (1789-
-1857). Mas, para que possamos bem entender toda a evolugae do con
ceito, devemos primeiro introduzir um dos problemas que se revelou
¢ mais fertil em tode o desenvolvimento da Andalise no seculo XIX e

gue consiste em expressar uma dada fungdo em s@rie de senos e co-
-Senos.

4. A Corda Vibrante

0 problema surgiu em meados do s&culo XVIII, em conexao <com
o estudo das vibragdes transversais de uma corda flexivel e estica
da, como uma corda de violino. Supondo que a corda coincida com
o eixo dos = em sua posigac de repouse, seja u = u(x, %) o desvio
de seu ponto de abcissa x no instante ¢ (Fig. 2). Entdo a fungao
u{x, *) satisfaz a equagdo diferencial parcial
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! u - -0, N (2)

Fig. 2

onde e =vYT%/p, T & a tens3o na corda e p B a densidade linear de
massa (veja [5], pag. 130 ou [15], pag. %).
0 primeiro estudo significativo sobre o fencmeno das vibra

goes de uma corda & devido a Jean Tle Rond d'Alembert (1717-1783)
que pudlicou, em 1747, um trabalho brilhante sobre o assunto, Ele
A obteve, em particular, a solugao geral da equacdo (2) na forma

u= flw+ et} + g{x -~ ct):

oande f e g sdo fungdes arbitrarias (veja [15], pag. 8). Imediata
mente a seguir, Euler tambem se interessou pelo problema, publican
do sua propria versdo. Seguiu-se, entao, entre os dois eminentes ma
tematicos, uma pelémica sobre o tipo de fungfes que pediam ser admi
tidas para o perfil inicial da corda {veja [J0], cap. 1, sobretudo
pags. 4 e 5), D'Alembert insistia em que tais funcdes so podiam ser
aquelas dadas por uma unica expressio analitica, como os po]inﬁmios;
as fungdes trigonométricas, a funcdo exponencial, a fungdo logarit-
mica, etc. Isto decorria da maneira de ver a derivada e a integral
como operadores que transformavam as fungles (expressoes analiti
cas) umas nas outras segundo um formalismo algébrico bem determina
do. Como consequéncia, era preciso restringir as fung¢des para que
os operadores pudessem sempre ser aplicados {veja [10J, pg. 5).
Para Euler niao havia por gque ser tdo restritive. Ele insis-

tia em admitir fungbes mais gerais, cujos graficos podiam até  pos
] suir pontos angulosos {como no exemplo da Fig. 1). Este ponto de vis
ta representava uma visdo mais geométrica e, segundo ele, mais apro
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priada ac problema fisico. Ainda segundo Euler, a inclusao dessas
fungdes mais gerais trazia a vantacem de abrir novos horizontes &
Analise {(veja [10], pag. 6).

Antes de fazermos maiores comentarios sobre essa polemica,
devemos introduzir em cena um outro personagem, que trazia tambem
uma nova maneira de ver a solugdo do problema da corda vibrante.

A eq. (2) tem solucdo

t
u = sen f%§ - ¢os nﬂf . (3)

onde = B um inteiro qualquer {basta considerar = positivo, ja que
n negativo implica apenas uma troca de sinal na fungdo). 0O grafi-
co dessa solugado, para cada ¢ fixo, & uma senoide de periodo
A, = 2%/n (comprimento de onda). Em particular, guando ¥ = 0, ob
temos, como perfil inicial da corda, ¢ Qrifico de ¥ = sen E%f. Por
outro lado, para cada « fixo, o periodo de = como fungdo de %
& 7, =2%ne ea frequencia correspondente (numere de "ciclos” por
unidade de tempo no ponto x) @& v, = nef2i.

Em 1753 Daniel Bernoulli (1700-1782) interpretou o movimento
da corda vibrante como superpasigdo de vibragOes harmonicas do  ti
pe (3). Adotando um ponto de vista bastante fisico, ele observou que
a corda pode vibrar de uma infinidade de maneiras diferentes, e qual
quer vibracdo seria uma superposigac apropriada dessa infinidade de
vibragoes do tipo {3), cada uma com uma frequéncia particular Vs
gue & um multiplo inteiro » da frequéncia fundamental v, = of22,
Dessa maneira, Bernoulli admite, come solugdes de (2), seéries infi
nitas da forma

u(z, ) = E nIE nmet ] (4)

n=}

Mais do que isso, ele afirma que essa série representa a exXpressao
mais geral do movimento da corda (com extremos fixos, satisfazendo
a condigdo inicial wug(@, 0) = 0), Isso equivalia a afirmar que,
dado o perfil inicial f(=) = u(x, 0), seria possivel determinar os

coeficientes &, de maneira que, fazendo t =0 em (4),

nme

flz) = Zl a, sen “p=. (5)
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Tal afirmagdo provou-se muito estranha na gpoca. Como seria
possivel —~ diria Euler — que uma fungdo arbitracia F pudesse se
expressar em termos de fungGes tdo particulares como sen(nwa/g) ?
0 desenvolvimento (5}, segundo Euler, exigia que f fosse, no mi
nimo, uma fungao Tmpar e periddica de periodo 2%, j3 que a série
da direita & uma fungdo com essas propriedades (veja [10], pags. 9
e 10}.

A razao principal dessas diividas todas, e a dificuldade que
encontravam os matematicos da epoca em resolvé-las, residia na pro
pria imprecisao dos conceitos e procedimentos que eles usavam, sém
que isso lhes fosse evidente. N3o sG o conceito corrente de fungdo
era ainda restrito e impreciso, como nio existia uma fundamentagio
adequada das nogGes de 1imite, derivada e integral, ou uma teoria
de convergéncia de séries. Portanto, nao havia como esclarecer as
questdes postas por Bernoulli, responder 3s objegfes de Euler: ou
mostrar que as restricbes exigidas por D'Alembert eram desnecessd
rias.

Joseph-lLouis Lagrange (1736-1813), que disputa com Euler a
primazia de maior matematico do s&culo XVIII, também escreveu  so
bre a corda vibrante e obteve a solucdo da eq. (2) na forma de uma
série mais geral que aquela obtida por Bernoulli. Ele esteve, pois,
muito perto dessa questdao referente ao desenvolvimento de uma dada
fungdo em série trigonom&trica (veja [10], pags. 15 e 16). Mas o
problema permaneceu dormente por seguramente meio século, até que
entrasse em cena outro eminente matematico, que foi Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830).

5, Fourier e a propagacgao do calor

Fourier foi uma personalidade notavel pela sua capacidade de
se realizar como um cientista do mais alto quilate, ao mesmo tempo
em que exercia obsorventes fungdes administrativas (veja [10], pag.
25). Em particular, foi secret@rio do Instituto do Egito, cargo em
que descobriu e encaminhou o jovem Champollion, que se tornaria fa
meso pela decifracdo dos hierdglifos.

Como cientista, Fourier se notabilizou pelos estudos que fez
sobre propagacao do calor, sempre motivado por uma variedade de
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probiemas concretos, que se situam nos dominios da Geofisica, Ocea
nografia e Meteorologia. Seus trabalhos comegaram é\vir a publico em
1807, culminando, em 1822, com ¢ aparecimento-de sey famoso livro,
La theondie analytique de fa chafeur (publicado em inglés, com anota
goes, pela Dover [6]. Uma selegdo de passagens desse livro, com co
mentirios, encontra-se em [2], pags. 130 e seguintes).

A propagagdo do calor numa barra uni-dimensional @ governa
da pela equacdo

- 1
wy = Ko

onde wu(x, t) & a temperatura no ponto de abscissa x no instante
t. e k & um parametro fTsico, chamade condutividade térmica, que
caracteriza o material da barra. Vamos considerar uma barra situada
no segmento -% < x < &. Sua temperatura wu{=x, ¢} fica completa
mente determinada pelo conhecimento da temperatura inicial,

ulz, 0) = f(=), (6}

e pelas temperaturas das extremidades, wu(-%, t) e (& ). 0 lei
tor encontraria detalhes desse problema em Tivros, como [5] e [15].
0 importante a observar aqui & que, quando impomos a condigao (6) a
solucao obtida por separagdo de variaveis, obtemos

a @

Flz) = 7; + ET [an cos 2% + b sen E%E). {7)
. n= :

onde a,, a_ e b, sdo coeficientes a determinar,

Dad: a fungdo f, @& sempre possivel achar esses coeficien-
tes de modo a satisfazer a relacao (7)?

_Como vimos, essa questdo surgira, embora ainda numa situacdo
bem restrita, com Daniel Bernoulli em 1753, Mas foi com Fourier que
ela se tornou realmente presente no mundo matematico. Ele a propos
pela primeira vez em seu trabalho de 1807, submetido ao Instituto
de Franga. (A propdsito, esse trabalho & o tema central de um livro
de Grattan-Guinness [9]. Veja também [10], pags. 19 e 20,) Lagran-
ge, um dos examinadores desse trabalho, fez-lhe fortes objegoes,
nao aceitando, de maneira alguma, a possibilidade do desenvolvimen
to (7). Embora Fourier tenha pretendido haver provado essa possibi
1idade, seus argumentos nao foram convincentes, pela utiiizagdo de
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procedimentos formais cuja justificagdo rigorosa gra de todo impos
sTvel na @poca.

6. Cauchy e a definicao da integral

Alem de Fourier, outro importante matematico da Bpoca, que
se ocupou do desenvolvimento (7), foi Cauchy, mas sua demonstragdo
da possibilidade desse desenvolvimento tamb8m deixava muito a dese
jar. Cauchy, entre outras coisas, dey a definicdo de integratl que
canhecemes hoje em termos de somas parecidas com as chamadas "somas
‘de Riemann", Considerando fungdes definidas num intervalo a b
ele faz uma partigao desse intervalo,

A =Ty € Ty < &y € 20n < T, = b,

e considera a soma ‘associada
¥
g = n.—?] f(:r:i_] ) (wi-wi-T )-

A integral de S entre os extremos ¢ e p &, por definigcio, o 1i
mite dessas somas 5 quando o maximo comprimento dos sub-intervalos
[£;.7» ;] tende a zero (veja [10], pag. 61; ou [2], piags. 8 a 11).

Cabe observar aqui que essa definigao de Cauchy representa
um momento importante no desenvolvimento da Andlise. A integral ha
via sido introduzida no seéculo XVII em termos da idéia geomdtrica de
Etea, numa €poca em que a tradigac grega era ainda muito forte e o
rigor matemdtico residia na Geometria. Mas esse conceito de area tam
bem carecia de uma fundamentacdo satisfatbria. Agora, no inicio do
seculo XIX, a definigdo da integral por Cauchy ndo fazia qualquer
apele a nogcdo de drea; ao contrario, ela se baseava somente na ideia
de nlmeros, bem no espirito de um movimento que culminaria, no fi
nal do século, com os trabalheos de Weierstrass, Dedekind {1831-1916)
e Cantor, naquilo que seria chamado a a&itﬁetiza¢&c da Anzlise. A
propria nogdo de drea seria definida rigorosamente em termos da in
tegral, portanto fundamentada mos numeros.

Cauchy definiu a integral e procedeu a demonstrar varias de
suas propriedades, como a de due toda fungao continua num fntervg
To [z, B] & integrdvel. Embora ele ja estivesse de posse do  con
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ceito moderno de continuidade e se empenhasse no rigor do racioci
nio, muitas de suas demonstracoes ficaram incompletas, pois quando
efe cuidou dessas coisas, de 1820 a 1830, ainda nao se conhecia a
distingdo entre continuidade e continuidade uniforme, ou entre cof
vergéncia e convergéncia uniforme. Sabemos hoje que na demonstracac
da integrabilidade de uma fungao continua num intervalo fechado [
essencial a continuidade uniforme {[147, pag. 252), mas no tempo de
Cauchy 1ss0 era uma sutileza que dificilmente podia ser percebida.

7. Origem do conceito moderno de fungao

0 mesmo Cauchy acreditava que a soma de uma série de fungoes
continuas era sempre uma fungdo continua. Niels H. Abel (1802-1829),
em 1826, mostrou que isso era falso, utilizando como contra exemplo
a serie

flay = I (1) senne (8)

n:
(veja [11], pdg. 21). De fato, todos os termos dessa seérie sac fun
¢oes continuas para x qualguer, mas sua soma (veja [5], pag. 25}

e a funcao dada por

f(x}=% se - < x < x
fl-w) = f{n) = 03 (9)

#lz) = Flwt2m) para todo x.

t+a/2

-3n

-n/?41

Fig. 3
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Ora, esta fungao, cujo grafico estd ilustrado na Fig. 3, apresenta
descontinuidades nos pontos = = (2k+1)7, %k inteiro. '

Como ja dissemos, no inicio do Cilculo as funcgdes eram enca
radas como expressfes analiticas. Dentre estas, as mais simples sdo
0s polinomios, que t&m nas séries de pot&ncias sua generalizagdo na
tural. Talvez seja por isso mesmo que j& em meados do século XVII
0s matematicos descobriram meios de representar funcoes mais compli
cadas por s@ries de poténcias. Exemplo disso sio as sBries

1
-5

T%E = 1 « x4+ a7 - &7 F ...

Teax+ a2+ 2%+ ...,

2

Tog(l+x) = = - ""T + £ 2

3T
esta Ultima obtida por Isaac Newton {1642-1727) por volta de 1665,
integrando a série precedente termo a termo (veja DZ], pag. 354).
A segunda dessas s€ries, por sua vez, & obtida da primeira por subs
tituicdo de &« por -=x. SEries desse tipo eram vistas como  exten
soes nraturais dos polindmios e os matemiticos nem sempre percebiam
a diferenca essencial entre uma coisa e outra. Tanto assim que ope
ravam sobre as séries como se elas fossem simples polindmios, sem
o menor escrupulo. Somavam s&ries, multiplicavam, integravam e deri
vavam termo a termo. Tudo dava certo porque estavam Tidando com s@
ries de poténcias e, como Weierstrass mostraria na segunda metade
do sBculo XIX, tais s€ries representam funcgdes analiticas e admitem
todas essas operagdes. ' ) o

Ora, o mesmo nio & verdade para as séries de fungfes, em ge
ral, Por exemplo, se pudessemos derivar a serie (8) termo a termo,
pelc menos nos pontos x # (2k+1)7m, obterJamos o resultado

o
7= 11" cos na. (10)
n=1

Mas isto & absurdo, pois tal série nd3o converge em nenhum ponto =,
como procedemos a demonstrar (veja [7], pag. 32). Se a s@rie conver
gisse terjamos

1im cos ne = 0. . . (11}
70
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Em consequéncia, terJamos tambem N
1im cos 2nz = : {(12)
¥

{basta substituir » per 27 em (11)). Mas

sen’az= 1 - cosiux

sen®nz = 4 (T - cos 2nx).

Isso implica, em vista de (11) e (12), que

Tim sennz = 1 e 1im sen®nz = o

S

o . Yoo 2
evidentemente uma contradigdo. 3
Essas peculiaridades do comportamento das séries de funcoes %

que nao sao series de poténcias foram um fator importante no senti
do de fazer surgir um modo mais geral e preciso de concebeir funcgdes.
R medida que aumentava a quantidade e a variedade de fungdes a dis
posicio do matematico, ficava cada vez mais evidente que a maneira
antiga de encarar fungCes era nao somente muito restrita e  insufi
ciente, mas carente de significado preciso. Consideremos, por exem-
plo, a fungdo definida em (8) e (9). Se aceitamos que a série {8}
€ uma legitima expressdo analTtica, ent3o a funcio que ele define @

ate continua 2 maneira de Euler; mas, se a consideramos dada por
(9), trata-se de uma funcdo pior que descontinua, pela mesma concep
¢do euleriana... Outro exempio — este dado por Cauchy (veja [10],

pdg. 51) — & a funcdo

o

_ 2 x
Fflz) = T JO Thant dt .

Seria uma funcdo continua, jia que & dada por uma Unica formula ou
expressao analitica. No entanto, com a mudanga de variavel t= m|sf,

8 facil ver que -
ds

sy s B e
isto g,
x se z >0,
f(ﬂ:):

- se & 20
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e agora, sendo dada por duas expressoes analiticas, Ff € uma fungdo
descontinua 3 maneira de Euler!

0 fato & que, na dBcada de 1820 a 1830, o conceite moderno
de fungdo, como correspondencia entre variaveis, nio resultando ne
cessarjamente de uma fOrmula ou expressio analitica, ja havia ama
durecido na mente de muitos matemiticos e Peter Lejeune Dirichlet
(1805-1857) foi um deles.

8. A contribuigao de Pirichlet

Yamos retomar o probiema do desenvolvimento {7}, consideran
do % =7, j3 que o caso de uma fungdo definida num intervalo qual
quer se reduz facilmente a essa situagdo. Entao a série (7) assume
a forma ©

flz) = 5+ L (a,c05 nx + b sen nx). (13)
n=1 n

No pressuposto de gue pessamos integrar esta serie termo ]
termo, ou as seéries dela obtidas multiplicando seus termos por
cos kx e sen kx, obtemos os coeficientes

m
a, = % j_ﬂ Flt)cos nsds, = = 0,1,2, ..
e (14)
_1 " -
b, == J_ﬂ F{¢)sen ntdt, = =1,2,3 ...
{veja, p. ex., [15], piags. 16 a 18). Esses sac os chamados coefd

edentes de Foundien da fungdo F. Com esses coeficientes a serie
{13) & chamada a sendie de Foundier da fungdo fF.

E claro que esse procedimentc & puramente formal e nada pro
va, pois nem sempre podemos integrar uma seérie termo a termo, um
fato que so ficou bem conhecido depois de 1870, como veremos mais
tarde.

Dirichlet foi o primeiro a dar uma demonstragdo rigorosa do
desenvolvimento de uma fungdo em seérie de Fourier. Na sua juventu
de ele esteve am Paris, onde teve conhecimento do problema em seus
contatos com o proprie Fourier. Sua demonstragido resultou num memo
ravel trabalho de 1829 [4], que se tornou um marco importante no de
senvolvimento da An3lise no seculo XIX.
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Para dar uma idéia dessa demenstragdo, vamos substituir
(14) na soma parcial Sﬁ(m) da serie (13). Obtemos

+
Sm(m) (ancos nx bnsen na)

TRt

a
1]
=2
N

1

"
| —

T N
J f(t)[% + Y (cos mscos nt + sen nxsen nt)}dt
- n=1

" ¥
% J_“f(t)[%.+ Y cos n(m-t)]dt.

n=1

Como

2R [raf

{(veja [5}, pags. 54-55), resulta que

dt .

1 (7 sen{y§N + %)(m-t)
sple) = [ se) -
¥ T 2 sen &2%

2

Para calcular o limite desta integral com ¥ -+ «, Dirichlet
primeiro a decompoe em duas outras, de -m a x e de x a . Na
primeira ele faz a mudanga de variavel ¢ = xz-2uz e na segunda a mu

danga ¢ = x+2u, obtendo

sen u sen u

2 m-x)/2
sﬂ@:j?mw ﬁﬁ@ﬂﬁfmqm@+J(ww Sen(2eN)¥ o 9y du. (15)
0

Em seguida, Dirichlet procede a demonstrar que, quando ¥ + <, a pri
meira dessas integrais converge para fFf{xz~)/2 e a segunda para
flzt+t)/2, de sorte que

1in sye) = 3 [fles) + Flo0)].

Evidentemente, se # for continua no ponto =z, entao
Fle=) = flat) = Flz} e

Tim Sm(m) = fl=).

N
0 ingrediente principal da demonstracao de Dirichlet reside
na seguinte observagdo: @ medida que u varia nos intervales de fin
tegragdo que aparecem em {15), a fungao sen(2¥+1)u oscila entre
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valores positivos e negativos, tanto mais depressa quante maior for
N. Em consequencia, cada uma dessas integrais pode ser escrita o
me soma de parcelas alternadamente positivas e negativas, que ten
dem a se cancelar mutuamente. Sobram apenas as contribuigdes prove
nientes de uma vizinhanga arbitrariamente pequena de « = 0, donde
resultam  f{z-} e F(z+).

A soma de parcelas alternadamente positivas e negativas, a
que nos referimos, vai incorporande mais e mais térmos 3 medida que
# cresce. E interessante observar que foi do estudo dessas somas
por Dirichlet que resultou o conhecido critério de convergéncia das
séries alternadas E(-])nan, onde a sequencia (4,) tende decres
centemente a zero. Alias, mais tarde Riemann iria observar que 0
sucesso de Dirichlet na demonstracgdo da convergéncia da serie de
Fourier resultou de sua capacidade em distinguir entre dois tipos
de séries, que hoje chamamos de absclZutamente convergentes e de
condicionalmente convergentes. Riemann, em seu trabalho de 1854 D?]
{veja a tradugéo inglesa em [2]; pag. 20) explica como Dirichlet
proveu que & sempre possivel rearranjar os termos de uma sarie con
dicionaimente convergente de forma a se obter uma série  convergin
do para qualquer numero dado de antemdo., Sua explicagdo & tde clara
e tao simples que julgamos por bem reproduzi-la em nosso Tivro “Cal
culo 2" {em sua pag. 76), praticamente com as mesmas palavras de
Riemann.

Em sua demonstragdo da convergéncia da série de Fourier, Di
richlet supde gue a fungdo F tenha no maximo um nimere finito de
descontinuidades (do tipo salto) no intervale [-w, ©] e também um-
numero finito de maximos e de minimos. Isto lhe permitiy considerar
as integrais que aparecem em (15} como somas de integrais em  sub-
-intervalos onde f fosse continua e sempre crescente ou decrescen
te. Tal procedimento se conformava com a teoria da integral desen
volvida por Cauchy, que havia estabelecido (embora de maneira incom
pleta} a integrabilidade de fungoes continuas em intervalos  fecha
dos, e definido a integral no caso em que a funcao fosse seccional
mente continua como soma das integrais em sub-intervalos de  conti
nuidade da fungdo. No final de seu trabalho Dirichlet afirma (erra-
damente, como ficaria provade mais tarde) gue sua demonstra¢50 po
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dia ser estendida ao caso em que f tivesse um nﬁmeng infinito de
pontos de descontinuidade. Seria necessario, seqgindo Dirichlet, que
em qualquer sub-intervalo [a, 8] de [-m, 7] fosse sempre possi
vel encontrar um sub-intervalo [a, 8] < [a, b] onde s fosse contl
nua. (Em l1inguagem moderna, isso equivale a dizer que o conjunto dos
pontos de descontinuidade de f, embora infinito, ndoc e denso em
lugar algum.) E ele conclui seu trabalho dando exemple de uma fun
¢do gque nao satisfaz essa condigao. Basta considerar, diz ele, a
funcdo ¢(x) que & igual a uma constante ¢ quando = @ racional
e igual a uma outra constante 4 quando =z & irracional. Finaimen
te ele conclui dizendo que um tratamento adequade do caso mais ge
ral exige uma exposigio detalhada dos principios fundamentais da
analise infinitesimal, que ele pretendia fazer num trabalho futuro.
Esse trabalho nunca foi escrito. Na verdade, o que faltava
a Dirichlet na época — "principios fundamentais da analise infinite
simal" — era uma teoria dos niimeros reais, que sb seria desenvolvi
da cérca de quarenta anos mais tarde, por Dedekind, Weierstrass e
Cantor. 0 proximo grande avanco na teoria da integracdao e das sE
ries de Fourier seria dado em 1854 por um dos mais brilhantes mate
maticos do século, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866}.

9. A contribuicdo de Riemann

Riemann obteve seu doutorado em 1851, na Universidade de
Gottingen, com uma tese sobre as fungBes de variaveis complexas (ve
ja [1]. pag. 495). Ainda sem emprégo, ele comegou a se preparar
para a chamada "Habilitagao", que lhe daria o direito de ministrar
aulas na Universidade como “"Privatdozent". Isto ndio era ainda uma
posigao remunerada, mas carreava prestigio e era um passo importan
te para conseguir tal posic¢aoc. Para se "habilitar" Riemann tinha de
submeter uma tese e sua intencdo foi a de elaborar um trabalhe so
bre as series trigonométricas.

Nessa &poca, Dirichlet era um matematico maduro, com quase
40 anos, famoso professor em Berlim. Fm 1852 ele esteve em GOttingen,
quando Riemann pode discutir seus planos com quem, em sua juventu-
de, havia dado not3vel contribuigdo ao problema. Segunde E. T. Bell
{veja [1], pag. 496), Dirichlet sentiu-se cativado pelo génio e mo
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destia de Riemann., Em carta a seu pai, Riemann escreveu: "na manhd
seguinte (ao jantar do dia anterior), Dirichlet esteve comigo por
duas horas. Ele deu-me as notas de que eu necessitava para minha
dissertacdo. Se nao fTosse isso, eu teria de gastar muitas horas de
trabalhosa pesquisa na biblioteca. Ele também leu minhas  prdprias
anotagoes e mostrou-se muito amigo — uma coisa que eu nunca pedia
esperar, considerando a grande distancia que nos separa. Espero que
ele se lembre de mim mais tarde".

Antes desse encontro em GSttingen, Riemann j3 havia estado
em Berlim, onde assistiu aulas de Dirichlet sdbre teoria dos nime
res, integrais e eauagOes diferenciais pareiais. Para ele, Dirichlet
era o maior matematico vivo depois de Gauss. [ evidente que seu in
teresse pelas series trigonométricas foi grandemente influenciado
por Dirichlet.

0 trabalho de Riemann sobre as series trigonometricas 7]
deve ter sido concluido em 1854, quando ele submeieu-se ao exame
final de Habilitacao. A primeira parte desse trabaThe @ um histori
co do problema, de d-Alembert a Dirichlet (veja [2], pag. 16 e se
guintes). Ele observa que as fungdes que escapam 3 analise de Diri
c¢hlet ndo ocorrem na Natureza, mas por duas razdes ele considera
importante tratar o caso de fungoes mais gerais. Primeiro porque,
segundo o propric Dirichlet "esse assunto estd intimamente ligado
aos principios do c3lculo infinitesimal e pode ajudar a trazer maior
clareza e precisdo a esses principios”. Em segundo lugar, porque
"a aplicagao das series de Fourier nio est3d limitada a investiga
coes fisicas; elas estao sendo aplicadas com sucesso num dominio
da Matematica Pura, a Teoria dos Nimeros, e neste dominioc  parecem
ser importantes aquelas fungdes cuja representabilidade por séries
trigonometricas ndo foi investigada por Dirichlet".

Portanto, o ponto de partida de Riemann foi a questao deixa
da por Dirichlet: em que condigdes uma certa fungdo & integravel?
De fato, em suas investigagoes, Dirichlet supunha que as fung¢des
fossem continuas — por partes, & verdade — apenas para poder inte
gra-las. E nisso 8le utilizava, evidentemente, a definicio que Cau-
chy dera da integral. Riemann percebeu, logo de infcio,a insuficien
cia dessa teoria da integral e comegou suas investigagoes com uma
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b
pergunta: "em primeiroc. lugar, ¢ que se entende por\j Flz)dz?" Dai
a
gle procede a definir a integral e a caracterizar as funcoes inte
graveis. Seja 7 uma fungdo definida num intervalo I = [a, b] e sg
Jja P o=z ax s...,x, Uuma partigao desse intervalo, tal que

a® &, <z < <z, = b
Sejam £,5 &5 --.» &, pontos tais que .1 < Ei < . e formemos
a "soma de Riemann"
S5(£>P) = £(£,)8, * F(E,)8, + ... + F(E )b, (16)

onde A, =x. - PRE Segundc Rijemann, f & integravel se £55as
somas tém um certo limite quando a maxima amplitude dos intervalos

I, = [ki~1’ x.] tende a zero, independentemente da maneira como os
£; sdo escolhidos. Por definicdo, esse limite & a integral de f
ne intervalo [a, 5], designada pelo simbolo . fla)dz. Se el

designa a noama da partigdo P (maxima amplitude dos . intervalos
I;), entdo b
J Fflz)dx = Vim S{f, P).
a |2|+0

Riemann enunciou dois criterios de integrabilidade. 0 pri-
meiro desses criterios, que ele nem demonstra, mas considera um fa
to evidente, & 0 seguinte:

Criterio Ry - A funefo f & Lntegravel se o somente se
Limo fw, b, +w,A, + ... + mnan) =0, - (17}

onde w; designa a oscilagdo de f no intervalo T, (veja [14],
pags. 249 e 265).

Apdos enunciar este critério, Riemann demonstra que ele & equi
valente a outro criteric, que chamaremos &, e gue pode ser assim

enunciado:

Criterio Ry. A jungdo f e integraveld se e somenie se, da
dos arbitrandiamente € > 0 o 0 > @, 2 possivel achar & > 0 Ztal
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que para toda partigao P com |P| < 8 a soma s dos comprimentos

dos intervalos I., onde w, > O, & menon que ¢

: , A8to e s < g,

Para provar que R ——>R,, notamos que

os < mlAl Tw A+ L.t A

Por R,, @ possivel achar & > 0 tal que, sendo |P| < &, esta Ul
tima sema B menor que og; loge, s < £,

Provemos tambem que R, —> r . Para isto, dados ¢ e o dg
terminamos & satisfazendo 2,. Seja w a oscilagdo da fungao 'y
em fa, b]. Entdo,

wod+ WA, + ...t w, b < ws a(b-a) < we + o(b-a),

donde segue (17}, tendo em vista que & e o S&0 prescritos arbitra
riamente.

A importancia do segundo critério de integrabilidade de Rie
mann reside no exemplo que ele deu de uma fungdo integravel, porém
com uma infinidade de pontos de descontinuidade:; mais do que isso,
uma fungdo cujos pontos de descontinuidade formam um conjunto denso
na reta, isto &, um conjunto com infinitos elementos em qualquer in
tervalo limitado, ndp deixando, todavia, de ser integravel! Com es
se exemplo fica evidente que Riemann foi muito alem de Cauchy em
sua concepcao da integral.

Para explicar o exemplo de Riemann, seja m(x) 0 inteiro
mais proximo a « se © # n/2 e (x) a fungdo dada por

x - m(x) se wx # n/2,
(z) =

0 se =z = n/2,
cujo grafico esta ilustrado na Fig. 4. A fungio de Riemann & dada
pela serie

Fle) = (@) + L824 (mm) -3 {mg), (18)
m=1

3 P 7 "o "
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Para bem entender ¢ que Riemann conseguiu com esse exemplo,
devemos analisar primeiro os graficos de (2zx}, (3z). (4=}, etc.
Todos esses graficos sdo andlogos ao grafico de ({=z}, porem com
inclinagoes 2, 3, 4, etc., portanto com pontos de descontinuidade
cada vez menos espagados. Assim, {nx) tem descontinuidade nos pon
tos m; tais que nmz seja a metade de um inteirc Tmpar, isto @,

xz = (2k+1)/2 . Para evitar repeticOes na sequéncia xz, excluimos

aqueles elementos para o0s quais 2k+1 e 2n tenham fator comum
maior que 1. Logo, os pontos de descontinuidade de (»x) sao da
dos por

2k + 1 . :
@y = Fope—-, 2k + 1 e n primos entre si. (19)

E facil ver que os pontos dessa sequéncia formam um conjunto denseo:
basta considerar oS casos em que x & primo e notar que o espagamen

to entre mz e m2+1 8 1/n. Isto permite verificar facilmente
que qualquer intervalo limitado contem infinitos elementos da se

quencia. :
Para verificarmos quando xz e descontinuidade de {mxz) for
mamos o produto mmz, que pode ser escrito na forma

n _ 2k+]
may = =

Y
s

Como 2k+1 & primo com n, esse produto serd metade de um numero
impar se e somente se m/n for um inteiro impar, isto e,

mo= (24 + 1)n, i=10,1,2,... (20)

Vamos agora calcular o Timite em (18) com =« + x2+. Faremos
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isso calculando o limite de cada termo na s@rie (18), o que & 17ci
to em séries que convergem uniformemente {veja [147, pig. 297). Quan
do m n3o for da forma (20) o limite sera {mmZ} e quando m=(2;j+1)%n
teremos (observe que agora (mmz) = 0)

T
N N SN V7 S B
2 2 2 . P
m+mz+ n m m 2(24+1)} n

Em consequencia,

Vim fe) = ey - ] — b
(=) = fl=g) 2n23_20(2j+”2

-'L'-)'mn
k+

- . - . - 2 .
Como a soma desta ultima serie e 7°/8, obtemos, finalmente,

n 2
fl=g) -

lim  £{=) "
k(]

:C-sz-p

De modo inteiramente anialogo calculamos o limite 3@ esquerda,
obtendo

2!

Tin  fle) = flal) + -
' 1

x+mz_ n

~ 3 - 2
de sorte gue o salto da funcao £ no ponto x; e T /8Bn:

_11_ {21)

Flah-) - Flap) = Iy
8n

Fica assim estabelecido que o conjunto dos pontos de descon
tinuidade da fungdo f & enumerdvel e denso, pois ela & continua em
todos os demais pontos {(Riemann ndo viu necessidade de demonstrar
esta Ultima propriedade; ela & consequéncia da convergéncia unifor
me da serie (18) e da continuidade dos termos desta serie {veja ﬁ4j,
pag. 298)).

Para demonstrar a integrabilidade da fungdc fF em qualquer
intervalo limitado, podemos novamente invocar a convergencia unifor
me da série que a define {veja [14], p3yg. 300), mas Riemann ndo dis
punha desse recurso e utilizou seu criterie R,. Observemos que,
em vista de (19) e (21}, em qualquer intervalo limitado s0 existe

- P 1 -
um numero finito de pontes w; onde o salto da fungde Ff & superior
a o, Isto permite verificar as hipoteses do criterio R, Togo
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F ® integravel. 0 leitor pode fazer essa verificagdao utilizando-se
da segunda parte da demonstragdo do Teorema 19 na pag. 272 de f1e47].

10. Consequéncias do trabalho de Riemann

Embora escrito em 1854, ¢ trabalho de Riemann sobre séries
trigonométricas so foi publicado em 1867 por Dedekind. E ele teve
enorme influencia no desenvolvimento posterior da Analise Matemati
ca, pelas muitas questdes que Tevantou. De um lado, seu exemplo {18)
exibe uma fungdo bastante geral e irregular, pelas suas descontinui
dades e pelo fate de ser ainda integravel. Seu criterio estimy
Tou a introducdo das ideias de contetido e medida de conjuntos, com
vistas a uma formulagao mais adequada do proprioc critario ({veja [14],
pEg. 267 e seguintes, especialmente o Teorema 20 da pag. 273).

De outro lado, Riemann foi o primeiro a dar exemplos de  sg
ries trigonométricas que ndo s3o séries de Fourier (veja [7], pags.
22 e 30). Com isto ficava claro'que nem sempre era possivel inte
grar uma serie termo a termo; sendo, como vimes na Se¢. 8, toda se
rie trigonométrica seria de Fourier. Essa descoberta de Riemann fez
surgir o importante problema referente a unicidade da série trigono
metrica de uma dada fungdo. De fato, se nem toda série trigonométri
ca & de Fourier, era de se suspeitar que uma certa funcgao pudesse
ter mais de uma serie trigenometrica.

0 conceito de convergencia uniforme de uma série parece ter
-se originado com Abel em 1826, quando ele deu o exemplo (8) para
mostrar que uma serie de fungdes continuas pede ndo ser  continua.
Ele mostrou que pafa certas series a continuidade da soma era con
sequéncia da continuidade dos ﬁErios termos. Essas series que ele
considerava eram uniformemente convergentes, mas isto ndo foi devi
damente reconhecido na epoca. Philipp Seidel (1821-1896) e George
Stokes (1819-1903) foram cutros dois matematicos que, em 1850 e
1848, respectivamente, lidaram com idefas proximas de convergéncia
uniforme, porem tambem sem o devido reconhecimento desse conceito
{(veja [01}, pag. 22).

Karl Weierstrass (1815-1897) foi quem reconheceu, desde 1841,
a grande importancia da convergEncia uniforme. Weierstrass foi pro
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fessor de 29 grau ate 1856, quando se tornou professor na Universi
dade de Berlim (veja sua biografia em [1]). Como Weierstrass podco
publicava, muitos de seus resultados demoraram a ter divulgagdo. Foi
o que accenteceu com o conceito de convergéncia uniforme e suas con
sequencias, que so tiveram conhecimento amplo depois que Heinrich
Heine (1821-1881) publicou um trabalho sobre as series trigonometri
cas em 1870, no qual &@le enfatiza a impartancia da convergéncia uni
forme para a 1ntegrag§o termo a termo e formula o problema da unici
dade da serie trigonométrica. Heine era professor da Universidade
de Halle e, ao que tudo indica, teria se familiarizade com as ideias
de Weierstrass atraves de Georg Cantor (1845-1918), que iniciou sua
carrgira de professor em Halle em 1869, apos terminar, em 1867, seu
doutorado em Berlim, onde se encontrava Weierstrass.

Como Heine observou, a serie trigonométrica de uma fungdo con
tinua, com um nimerc finito de maximes e minimos, converge  unifor
memente, logo & de Fourier e & unica. Portanto, so faria sentido in
vestigar o problema da unicidade no caso em que a fungac f sob es
tudo apresentasse certas irregularidades de comportamento. Em conse

[

quencia, Heine faz hipoteses de que a serie trigonométrica de
50 convirja uniformemente em certos sub-intervale de [-m, 7] e teg
nha apenas um nimero finito de pontosAde descontinuidade. Logo a
seguir Cantor tambem se jnteressa por esse problema de unicidade,
escrevendo uma serie de cinco artigos, entre 1870 e 1872, nos quais
ele traz sua contribui¢do a essas investigacgoes. Procurando remover
a hipotese de gue os pontos de descontinuidade de f formem um con
junto finito, ele considera conjuntos infinitos de pontos da reta
cada vez mais gerais. Foi assim que Cantor foi levado a desenvolver
a Teoria dos Conjuntos e dos numeros transfinitos (veja (117, pag.

24 e [3]).

11. A integral de Lebesgue

Nao podemos, nos exiguos limites de um artigo como este, dar
um apanhado completo da evolugdo da integral depois de Riemann, por
isso remetemos ¢ leitor aos excelentes Tivros de Hawkins [11] e Pe
sin [16]. 0O fato & que o trabalho de Riemann estimulou muito o de
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senvolvimento da teoria das fungdes reais e foram muitas as tentati
vas de generalizdr o conceito de integral. Vamos nos Timitar agui
a breves comentarios, com observagcbes finais sobre a integral de
Lebesgue.

No infcio do século XIX a ideia de fungdo era ainda tdo res
trita que se pensava que toda fungdo continua Tosse derivavel. Alias,
esse pensamente esteve na mente de muitos matemdaticos durante 0s
primeiros setenta anos do seculo, até que, depois de 1870, o exem -
plo de Weierstrass {veja [19], p3g. 6) e varios outros mostraram
que existem fungOes continuas sem derivadas em ponto algum.

Essa visao restrita do conceito de funcdo estia presente na
maneira tambem muito restrita de conceber a integral segundo Cau.
chy. De fato, ao definir a integral, Cauchy tinha em vista as fun
¢des continuas ou seccionalmente continuas. Riemann vai muito alem,
concebendo como integriveis funcles possuindo descontuidades num
conjunto denso, como a fungdo (18}. Com ela podemos construir a fun

gao z
t
F(zx) = J { lELl.dt,
Q0 m=1 m
que &, evidentemente, continua para tode =, porem nic derivavel
noes pontos @ = xﬁ, embora derivavel nos demais pontos =, com

F'lz) = ] 1m2)
m=1 n

Em particular, exemplos de fungdes como essa fungao {18) de Riemann
invalidam o proprio Teorema Fundamental do C3lculo: dada uma funcdo
{integravel) f, nem sempre & verdade que )

£ Jaf(t)dt = flz).

Mais tarde, com a integral de Lebesque, isto seria verdadeiro para
todo = fora de um conjunto de medida nula”. E o conjunto de pon

*
Diz-se que um conjunto de pontos da reta e de medida nula se, dado € > 0, po
de-se cobrir o conjunto como uma famiTia finita ou enumeravel de 1ntervalos cu
Ja soma total dos respectivos comprimentos seja inferior a e.
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# - - . -
tos o7 sendo enumeravel, & de medida nula. Para se provar isto,
basta cobrir o primeiro ponto com um segmento de comprimento menor
. 2
que €/2, o segundo com um segmento de comprimento menor que &/2%
e assim por diante. A soma desses comprimentos 2 inferior a

3 € = _
2+2'7'—3-+...—E.

2 2

0 aparecimento de fungSes cada vez mais gerais ia ocorrendo
naturalmente e ao mesmo tempo exiginde ¢ desenvolvimento de concei
tos e processos mais adequados ao seu tratamento, como 0s concedtos
de convergencia uniforme, medida de conjuntos e generalizacao do
conceito da integral. Em 1884 Gaston Darboux (1842-1917) estabele
ceu rigorosamente a integrabilidade da soma de uma série uniforme
mente convergente de fungdes integraveis e a possibilidade da inte
gragao termo a termo (veja [17], pdag. 27). Como contra-exemplo, ele
exibiu a série XZ:T u,(2), onde

z
nix? -(n+l) 2 ®

u (z) = -2n xe + 2n(n+l)xe ,

n

2
T

cuja soma, come & facil ver, 8 -2xe ™ ., Ela nio converge uniforme
mente em intervalos do tipo [0, z] e ndo pode ser integrada termo
a termo. De fato, @ facil ver que

x _tz
J (-2te Ydt = e -1,
0

o Q0 =] 2 2 2 2
z } Hn(t)dt - z [e—n x e-(n+1) « ] - eux )
n=170 n=l

Mas sera gque, além de suficiente, a convergéncia uniforme se
ria condigdo necessaria para a integrabilidade termo a termo? A res
posta & negativa, como podemos constatar por contra-exemplos. Assim,
g facil verificar {e o leitor deve fazé-l1o') que a serie

(n+])® _ na ] -

n=i 1+(n+1)2-a:2 1 + ne 1 + nx

pede ser integrada termo a termo no intervale 0 <z < 1, embora a
convergéncia nac seja uniforme nesse intervalo.
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0 famoso Teorema da Convergincda Dominada de Lebesgue (veja
(18], p. 38) da uma condigdo suficiente para a integrabilidade ter
mo a termo que e mais fraca gue a convergéncia uniforme da  seérie.
Foi pela importidncia pratica de resultades como esse que a integral
de Lebesgue se revelou da maior importancia como um recursc a mais
no crescente arsenal da Analise Matematica.

Henri Lebesgue (1875-1941) obteve seu doutorado em 1902 com
uma tese sobre a nova teoria da integral. Posteriormente ele escrg
veu um 1ivro expondo suas ideias, o qual foi reeditado em 1926 {ref.
D3]). Ha varias maneiras de considerar a integral de Lebesgue de
uma dada fungdo 7. A que vamos utilizar aqui e talvez a que melhor
se preste @ indicar como esse novo conceito abarca um conjunto mais
amplo que o conjunto das fungfes integraveis a Riemann. Comecemos
por observar que a definigdo de integral segundo Riemann procede de
divisdes do deminio da fungio, a partir das quais sdo formadas  as
somas de Riemann (16). A integrabilidade da fun¢do, como se ve por
qualquer dos criterios R, e R, depende do modo como ela varia em
cada intervalo ai. _

A integral de Lebesgue procede exatamente em diregao oposta:
dividimos o contrademinio da func@o, ndo o seu dominio. Digamos que

£ seja definida em [a, 2], e que f{[a, B]) e [e, d]}. Fazemos
entdo uma partigdo @ = {y,» y,» +.+» ¥,} deste Ultimo intervalo,
tal que

¢ =Y, <Y < ... <y = d.

Sejam n. n,, ..., n, Ppontos tais que y. y < o Ty, © conside

remos & soma

n
s(f» @) = 1 mpem(og)s (22)

-'L:
onde 0, = f_l{[y£_1, yi)} e m(oi) € um numerc que mede o "tama

nho" do conjunto Oi e que & chamado a medida de Oi' Por exempio,
se 0. for apenas um intervalo, m(Oi) & o comprimento desse inter
vato; quando Oi 8 uma reunido finita (Fig. 5) ou enumeravel de in
tervalos disjuntos, m(Oi} e a soma finita ou infinita dos compri
mentos desses intervales. Mas ha situa¢bes mais complexas, como exem
plifica a fungdo de Dirichlet:
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0 s x e racional ™
fl=} =

se x € irracional

d

Tomando como dominio dessa fungdo um intervale [@, 2], vemos que
ful{[O, 1/2)} & o conjunto dos nuUmeros racionais no 1nterva10[ﬁ,b]
e f—l{[1, 2)} & o conjunto dos numeros irracionais no mesmo inter
vale [a4, 1. Ora, nenhum desses dois coenjuntes € intervalo ou unido
de intervalos.

0 importante a observar aqui & que a no¢ao de medida de con
junto pode ser estendida a muitos conjuntos de pontos da reta — mas
nio a todos! — de maneira a manter certas prnpriedades'dos compri
mentos de intervalos, como a aditividade.

Quando uma fungao f tem a propriedade de que f':(I) e um
conjunto mensurdvel para todo intervalo I, entdo diz-se que f & uma
juncdo mensuravel. E para essas fungdes que se define a integral
de Lebesque, como o limite das somas (22) quandoe a norma da parti
cdo @ tende a zero. Demonstra-se que toda funcdo com dominio 11
mitado que seja wensuravel e limitada & integravel e Lebesgue; e
que toda fungdo integrdvel a Riemann & tambEm integravel a Lebesgue
e as duas integrais coincidem; mas nao vice-versa. Por exemplo, a
fungdo de Dirichlet & integravel a Lebesgue, mas ndo a Riemann.
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0 leitor deve notar que a integral d. Lebesgue & mais geral
que & de Riemann pela propria maneira de defini-la: ao dividirmos
o contradominio da fungdo e considerarmos os conjuntos 0;, estamos
em melhores condi¢des de "dominar” as irregularidades da fungdo
do que no procedimente de Riemann.

12. 0 Teorema Fundamental do Calculo

Ja fizemos mencdao ao fato de que a integral de Lebesgue nao
foi inventada pelo simples capricho de generalizar, mas por exigen
cias do desenvoivimento da teoria das funcdes. Do mesmo modo que
Riemann desenvolveu sua teoria da integral, motivado pelo estudo das
series trigonométricas, de igual modo as primeiras aplicacdes que
Lebesgue fez de seus estudos sobre integracdc ocorreram no dominijo
das séries trigonométricas. 0 leitor poderd se informar sobre estas
¢ outras aplicacoes da integral de Lebesgue no livro de Hawkins {ve
Ja [11], cap. 6}. Vamos nos contentar aqui com um comentirio final
sobre o Teorema Fundamental do Calculo, que foi o tema inicial des
te artigo. Assim, propositadamente terminamos nosso trabalho com o
mesmo tema com que o iniciamos.

Primeiro vamos dar um exemplo de fungao definida no inter-
valo [0, 1], continua, ndo decrescente e nio constante, e cuja de
rivada seja zero quase sempre, vale dizer, exceto nos pontos de um
conjunto de medida nula. (Esse exemplo se encontra em [8], pag. 96.
A propdosito, esta referencia e uma excelente fonte de contra-exem
plos, muito Util para quem estuda e ensina Analise.) Para construir-
mos esse exemplo necessitamos do chamado conjunto de Canter referen
te ao intervalo I = [0, 1], o qual & obtido da seguinte maneira:
dividimos o intervalo I em trés intervalos iguais, suprimimos o do
meio (aberto) e ficames com ¢s intervales I,, e I,,; a seguir di-
vidimos cada um destes em tres intervalos iguais, suprimimos os do
meic (abertos) e ficamos com os intervalos I,,,..., I,,; & assim
por diante (Fig. 6). 0 conjunto de Cantor & constituido dos pontos
nao suprimidos.
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Note-se que suprimimos um intervalo de comprimento 1/3, dois
! . 3
de comprimento 1/3 , quatro de comprimento 1/3°, etc., de sorte
que a "medida" do conjunto de pontos suprimidos @
2

1e 22 4 .
3 3% 3?

Em consegueéncia, o conjunto de Cantor tem medida nula, pois o inter
valo I tambem tem medida unitaria.

A fungde de Cantor, que desejamos construir, e definida as
sim:  f{z) = 1/2 no primeiro intervalo suprimido; flz) = 1/4 em
Ii1s Flx) = 3/4 em I,,; e assim por diante (veja os detalhes em
(8], pag. 96). 0 grafico dessa fungao esta ilustrado na Fig. 7. De
finimo-ta nos pontos restantes do intervalo [0, 1] — os pontos do
conjunto de Cantor — por continuidade, ja gue seus Timites a direi
ta e & esquerda em qualquer desses pontos sdo iguais. Como ela €
constante em cada um dos intervalos suprimidos, vemos que f'(xy =20
quase sempre. No entanto, f(0) =0 e Ff(1) = 1, 1logo para esta

fungdo ndo vale o Teorema Fundamental na forma (1), isto @, ndo @

verdade que

1
1) - £(0) = JO P ().




42

Loyt L1 3 3 P I W | [

e B e e e e e e —

Fig. 7

Como fica entdo o Teorema Fundamental? Para respondermos a
esta pergunta necessitamos de mais um conceito, 6 dé continudidade
absofuta. Diz-se que uma funcio F definida num intervale [a, b] B
absolutamente contTnua se, dado & > 0, existe § >0 tal que

n
I drtey) - fAel) ] < e
=1

para toda colegac finita de intervalos disjuntos [;i, x%] satis~
fazendo a desigualdade

4 1

7:21 log = wpl <8

No contexto da integral de Lebesgue o Teorema Fundamental tem a for
ma seguinte:

Teorema Fundamental do Calculo. Se f ¢ uma fungdo  integnd
vel, entde a integhral indefindidd
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™,

£
Flz) = ja Flt)de (23)

% absolfutamente continua e F'lz) = fx) quase sempre. Reciproea
mente, s¢ F T uma fungdo absolutamente continua, entdo efa ¢ derd
vavel quade sempre e

&L
Flz) = Pla) + j F#)ds,
[+

onde f = F'.

0 leitor pode verificar facilmenite que toda fungde absciuta
mente continua & contTnua, mas ndo reciprocamente: a fungao de Can
tor, embora contTnua, nfo & absolutamente continua.

13. Conciusao

Esperamos que da leitura deste artigo o leitor tenha notado
que as ideéias evoluem de maneira gradual: elas n&@o nascem prontas @
acabadas, mas vio se ajustando @s necessidades da propria discipli
na, a medida que esta se vai desenvolvendo. Isso acontece tanto com
0s. conceitos novos que vdo sendo introduzidos como com os  resulta
dos gue vdo sendo descobertos e demonstrados. Muitos fatos sao de
masiado sutis e passam mesmo despercebidos aos espiritos mais aguga
dos. Vimos varios exemplos disso: Cauchy nao percebeu que a existéﬂ
cia da integral de uma fungdo continua dependia da continuidade uni
forme, ou que a soma de uma série de funcdes continuas nen sempre
era uma fungdo continua; e Riemann ndo viu necessidade de provar
seu primeiro criterio de integrabilidade, tomando-c como vesultado
evidente. E esses sdo apenas poucos exemplos que podem ser acresci-
dos facilmente de muitos outros.

Isto encerﬁa uma li¢3o muito importante para quem ensina.
0 aprendizado tambem & um processo lento e gradual; ele ndao ocorre
de uma s vez. mas por varias etapas sucessivas, a cada uma das
quais se vai consolidando mais e mais. Nio pode, pois, o professor,
apresentar conceitos e resultado em forma final e acabada, mas deve
atentar para esses aspectos do desenvolvimento cientifico e do meca
nismo de aprendizado, para adegquar convenientemente suas tarefas de
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ensino. Assim, por exemplo, nZo se justifica, num primeire curse de
Calculo, uma apresentacdo rigorosa e precisa do conceito de conti
nuidade, quando o aluno ndo se famjljarizou ainda com exemplos ge
rais de fungoes. Nao menos inconvenientes & a insistencia prematura
no conceito geral de fungdo atraves de exemplo artificiais, que so
podem desestimular o aluno.

A preocupagdo excessiva com a$ apresentacgdes formais, em to
dos os niveis do ensino, & um grave erro, porque obscurece o que
ha de mais importante na Matemdtica, que sdo as {déias. Exemplo t3
pico desse &rra @ o esforgco que se faz no 29 grau para apresentar o
coniceito de fungao como um caso particular de relagido, obscurecen
do o que ha de realmente importanté e interessante na ideia de fun
cdo.

Por cutro lado, a preccupagdo prematura com o rigor e outra
falha grave do ensino, pois atropela o desenvolvimento natural do
aluno. Por exemplo, por que insistir na definigdo rigorosa de Timi
te. se nem Cauchy soube fazer bom uso desse conceito de que foi ele
um dos primeiros inventores? 0 mesmo pode ser dite quanto a insis
tencia em demonstrar prematuramente 0s teoremas sobre limites ou 0
criterio de integrabilidade, cuja necessidade de demonstragaec esca
pou 3 arglicia do proprio Riemann! Como dissemos no prefacio do nos
so "Calculo 1", @ preciso permitir "aquela maturacio indispensavel
a analise critica das idéias, que leva naturalmente ao formalismo e
ao rigor".

Deixamos aqui essas breves consideragdes como um convite ao
leitor para que reflita sobre as sabias ligfes dos grandes mestres
da invencdo matematica, que podem ser apreciadas na evolugdo histd
rica da disciplina, como procuramos mostrar neste artigo; e nao se
deixe influenciar pelos "petits Bourbakis" da travestida moderniza-
gao do ensino da Matemitica.
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Charles Hermite {1822-1901), que treinou toda uma geragio de matemati
cos bem conhecidos., como Emile Picard, Gaston Darboux, Paul Painleve e Henri
Poincare, foi um homem de carater generoso, que exerceu grande influéncia no
mundo matematico de sua epoca, dentro e fora da Franca.

Em 1873, procurado pelo jovem Mittag-Leffler (1846-1927), que viera de
Estocolmo para estudar Analise em Paris, Hermite havia de responder: "meu ca
ro jovem, voce dirigiu-se @ pessoaz errada; deve ir para Berlim, seguir as 1i
coes de Weierstrass, pois le & o mestre de todos nds". 7

Magnus Gosta Mittag-Leffler de fato estudou com Weierstrass; e foi por
seu intermedio que Sofia Kowalevski (1850-1891) obteve uma posing docente em
Estocoimo a partir de 1884. Ele fundou o prestigioso periodico Acta Mathemati
ca, e Andre Weil, um dos Ultimos matemdticos vivos a conhecer Mittag-Leffler
pessoalmente, da um interessante depoimento sobre &le (veja Acta Mathematica,
vol. 148, 1982, pp. 9 a 13}. '




