UMA NOTA SOBRE A ESTRUTURA DO GRUPO
MULTIPLICATIVO DE UM CORPO

Norai Romeu Rocco

1. Introducgao

E notdvel em Matematica, especialmente no estudo de estruty
ras algebricas, como o numero de elementos de um conjunto restringe
qualitativamente a estrutura que desejamos considerar sobre aquele
conjunto. [E assim por exemplo quando verificamos logo num primeiro
curso de Algebra da graduagdo que o anel dos inteiros module n & um
cohpo se ¢ somente se n & um namero primo [ 4, pdg. 183]. Indo além,
observamos que restricdes consideraveis em geral ocorrenm numa es
trutura quando simpiesmente exigimos a finitude do conjunto a ela
subjacente. Para citar apenas dois exemplos dessa natureza, temos
um conhecide tecrema elementar assegurando que tedo dominio de in
tegridade finito € um coxnpo [4, pdg. 183]), ou entdo o célebre teore
ma de Wedderburn'®’! afirmando que todo anel de d&u&éaa( ) finito &
necessariamente um cornpo [2, cap. 7). A finitude em ambos os exem
plos & condig@o essencial visto que, no primeiro caso, o anel dos
inteiros constitui um dominio de integridade, enquanto que os qua
ternios reais, com adicao e multiplicacao de gquaternios, formam um
anel de divisdao cuja multiplicagdo nao & comutativa [5, pag. 44].

Vale observar que os resultados acima fazem implicacdes somen
te a parte multiplicativa das estruturas em aprego e daqui por dian
te vamos restringir nossas consideracgoes a parte multiplicativa de
um coipo X ou seja, ao grupo abeliano (ou comutative) K*, consis

(1) Jospeh Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948) nasceu em Forfar, na Escocia.
Deixou importantes contrabu1goes na area de Algebra. Em [2 cap. 7] Sao
apresentados 2 demonstragoes desse seu Teorema.

{(2) Entendemos por Anel de Divisdo (ou corpo nao comutative) uma estrutura cu
Jjas operagoes (adicao e multiplicagao) satisfazem as mesmas condi¢des de um
corpo, com excecdo da comutatividade da multiplicagao.
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tindo dos elementos nao nules de X munidos da operagao de  multi
plicagao do corpo.

Una vez mais invocando a finitude obtemos o importante resul
tado: Se X 2 wm conpe com apenas um wimerno finito de elementos, en
tde x* ¢ um grupo clelico [ 2, pag. 382].

Dizer que um grupo & ciclico & dizer que todos os seus ele
mentos podem ser descritos como poténcias inteiras de um de seus
membros, chamado o gerador do grupo; o grupo sera entao finito ou
infinito conforme ocorram ou nao repetigoes entre duas potencias do
gerador com expoentes distintos. Um fatoe fundamental que ccorre nes
ses grupos e que todo subgrupo & também ciclico; se o grupo & infi
nito, todo subgrupo ndo trivial & tambem infinito. Neste ponto abri
mos um parenteses para citar a seguinte caracterizacao de grupos
ciclicos finitos: Se um grupo abediano finite A, com identidade
e, € tal que a equagdo z = e tem no maximo n solucies em A pa
ra tode inteino positivo n, entdo A & um grupo clelico, Esta ca
racterizagdo, da qual segue imediatamente o resultado acima, tem
uma demonstracao bastante elementar baseada apenas em rudimentos da
aritméetica dos inteiros, [cf. 3, pag. 69].

2. Uma questao surge naturalmente

Pelo que temos observado anteriormente @ natural perguntar
mos se grupos ciclicos podem aparecer como grupos multiplicativos em
corpos infinitos. Em outras palavras, podemos colocar a seguinte
questdo:

{P) Pode um grupo ciclico infinito ser o grupc multiplicative de um
corpo?

A motivagao do autor em escrever este artigo deve-se ao fato
de a pergunta acima (ou uma generalizacgdo da mesma, cf. & adiante)
ter surgido naturalmente quando da investigacdo de certos grupos
duplamente transitivos.
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A resposta & nao e existem varias maneiras de se verificar
isto, muito embora este fato ndo apareca explicitamente na literatu

ra.
0 propdsito desta nota e demensirar essa negagao de maneira

bastante elementar, de modo a torna-ta apreciavel ao leitor que tem
visto apenas as primeiras nogoes de estruturas algébricas. Fazemos
isto no proximo paragrafo.

No paragrafo 4, usando ja alguns conceitos da teoria dos cor
pos, generalizamos essa situagao provando gue os grupos abelianos fi
nitamente gerados so aparecem como grupos multiplicatives em corpos
finitos,

No paragrafo 5, deixamos ao leitor interessado um exercicio
com intuito de reforgar o método utilizado no parzgrafo 3.

3. Um Lema e a resposta de {P)

Numa primeira tentativa de responder a pergunta (P) & natu
ral observarmos o grupo multiplicativo de certos corpos conhecidos.
0 primeiro corpe infinito que nos vem em mente & sem divida o cor
po 0, dos numeros racionais, do qual podemos destacar o conjunte
binarioc {1,-1} e imediatamente verificar que este subconjunto cons
titui um subgrupo de Q*. Ora, ja observamos anteriormente que um
grupo ciclico infinito nao contem subgrupos finitos nao triviais.
Assim, o corpo Q fica descartado de nossa analise.

De modo geral, denotando por 1 a identidade multipliicativa
de um corpo generico k, wvemos que o subconjunto {1,-1} constitui

ra um subgrupo de K* e pelas mesmas razoes acima so podera ser
0 subgrupo trivial, ou seja, 1 = -1 em X, Um corpo no qual esta
Ultima igualdade e valida, i.e., onde 1+1 = 0, & dito ter carac
tenistica 23 num tal corpo vale também a igualdade a+a = 0 para

todo elemento «a.

Portanto, para responder (negativamente) a (P) precisamos
verificar a nado existéncia de um cerpo (infinito), de caracteristi
ca 2, cujo grupo multiplicativo seja ciclico.
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Por absurdo, suponhamos a existencia de um tal corpo ¥ e se
. * * . - .
ja « um gerador de K, de modo que K" consiste das potencias
m . - - . m n
x onde m percorre o conjunto Z dos numeros inteiros, £ =x se
e somente se m = =n, e z® =1 (continuamos denotando por 1 tan
*
to o elemento identidade de X como 0 menor inteire positivo). Des
Z , -
de que J+z” =0 se e somente se % =0 e como todo elemento nao
* - ~ . .
nulo de ¥ e uma potencia de =z, obtemes, para tode < 6Z-{0}:

(%)

1-|-:1:i = : (]+a:—£ -1 B(7)

) = x

(1)

onde a{Z) e g{<) sao inteiros ndc-nufos, bem determinados por
< (dado a unicidade de representacgac dos elementos de K*). Em ou

tras palavras, as expressoes em {1) definem fun¢oes o e 8 em Z-{0}.

Lema. As fungdes « e B acima definidas satisfazem as  se
guintes condigoes, para todo < 6 Z-{0):

) a(z) + B{<)

Z3

I1)  afafg)) =< = 8(8(<));

I11)  a{2z) = 2a{¢), B(24) = 2B(Z).

Vamos propor a demonstracac do Lema para concluir nossa argumenta

gao. Ora, se a existencia de X nos leva a existencia das fungoes
acima, a negagao de (P) estara provada se pudermos verificar que
semelhantes funcoes o« e B nao podem ser definidas em Z-{0}. De
fato, as tres condi¢des do Lema s3o contraditorias. Com efeito, por
[) temos a{1)+g{1) =1, de modo que os inteiros (1) e g{1). tem
paridades distintas. Por simetria podemos supor que (1) seja par,
digamos 1) = 2». Agora, usando II) e III) obtemos:

1 = a{a(1)) = a(2r)} = 2a(r), 1isto &, 1 e par. Absurdo.
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Demonstracao do lLema:

I) Das definicoes de o« e g temos:

calg)rpli) | ald) 8(¢) _ ('l+a:1:)(1+x-i)-l =
14z - mﬁ]+x'i1 -
’ 14zt T4 7%

Logo oz }+g{z) = <, desde que k" & infinito por hipotese.

IT} Como 1+1 = 0 em £k, usando a definigao de o duas vezes
podemos escrever:

«® 1+]+mi = 1+20(F) L gale(?))

. ~ *
e novamente pela unicidade de representagcao dos elementos de X , te

T, m-B(?:)

mos a{a(é)) =<. Para B, como Ilix’ segue que
=% = 147 8(*) | Invertendo e usando a definigdo de B ven:

x = ('I-r.;f:_B(i))-1 =xB(B(i)), o que 43 g(p{z)) = ©.

II1) Uma vez mais usando que X tem caracterizacao 2, vemos que
(a+b)? = a®+b? para todo a,b € K. Logo,

. . 2 . . .
mzc’-(t) :(ma(t)) - ('| ,]_m’i/)z = 1 +$2'L - xa(m),
ou, of{2) = 2¢. Para B o procedimento & analogo e assim fica de
monstrado o lema.

4. Ciclico ou Finitamente Gerado

Como vimos nos paragrafos anteriores, a ciclicidade do grupo
multiplicativo caracteriza os corpos finitos. Mas, o que ha de tao
especial nos grupos ciclicos para garantir-lhes esta propriedade?
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A resposta a esta pergunta ja apareceu anteriormente: - “todo sub-
grupo & do mesmo tipo". Ora, esta nao & uma particularidade sbo dos
grupos ciclicos, uma vez que fodes o0s subgrupos de um grupo abelia
no findifamente ganada(3) gozam dessa "hereditariedade”, Sendo assim,
& natural esperarmos a finitude de um corpo sempre gue seu grupo mul
tiplicativo por finitamente gerado.

Proposicgao: Se ¥ & um conpo tal que k* ¢ {initamente ge

nado, entdo K & finito,

Demonstracao: Suponhamos x° gerado por n»n elementos BT
Vemos entao de imediato que X & uma extensdac finitamente gerada do
seu corpo primo P: X = P(wi,.‘.,mﬁ). Desde que P* € um subgrupo
de K*, segque-se que P* & tambem finitamente gerado e com isto
vamos concluir que P nao pode ser o corpo dos racionais Q. Com
efeito, consideremos qualquer subconjunto finito {gi,...,gﬂ < Q*.
Como um inteiro qualquer tem apenas um numero finité de fa?ores pri

mes, o coenjunto S, constituido pelos primes que aparecem nas de

composigoes dos Pils e si's, i=1,...,m, & finito, digamos
S = {pl,...,pt}. Seja g um primo divisor de f+pl...pt. Claramen
te g £ 5 e assim nao pode ser escrito na forma
r’l U'l rm O‘n
q = (ET) ceo =
m
ou seja, Q* nao & finitamente gerado como grupo abeliano. Isto

mestra que o corpo prime P s3 pode ser da forma Ep para algum pri

me p, i.e., K =12 (mly..,mn). Come o corpo ¥ pode ser atingido

atraves da teorre de corpos:

(1) Um grupo abeliano (multiplicativo) 4 & "finitamente gerado” se existem um
numerg natural n e elementos Tyseoayx, em o A tal que todo elemento =«
_ o o
em 4 &daforma x=wx' ... x" com o €Z, i=1,...,n, Neste caso
dizemos que Lyaeex geram Al
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Zp < ZZp(a:l) < Zp(.’nl,mz) c ... © Z'Zp(a:]_,...,mn) = K

cada um sendo uma extensao simples do precedente, teremos conclui
do nosso argumento se soubermos gue cada x e algebrico sobre
Ep, para =1,...,m, PO0is nesse caso teremos o grau [K:Z%ﬂ fi
nito e consequentemente X ser3d finito. Vamos entdao mostrar que
nenhum dos geradores #y5...,%,  pode ser transcendente sobre Zp.
Ora, se um deles, =, digamos, fosse transcendente, terVamos o sub
corpo Z, {x ) isomorfo ao corpo das fracles racionais com coefi
cientes em ZZp, qual seja, todo elemento de ZZp(xl) pode ser identifi
cado com uma fragdo i}%% onde (), g(t) sao po]i:ﬁmios em t
com coeficientes em Z e g(¢+) # 0. Mas sendo Zp(ml) um  subgru
po de ¥ , deve ser finitamente gerado como tal, o que nac aconte
ce, fato este cuja demonstracdo segue de maneira aniloga aquela uti
lizada para Q* acima, bastando para tanto trocar inteiro {primo)
respectivamente por polinomio (irredutivel). Vamos omitir os deta
lThes. Portanto, a proposicao segue.

5. Exercicio

Usando o metodo utilizado no paragrafe 2, mostrar que um
produte direto de 2 grupos c¢iclicos infinitos nao pode ser o grupo
multiplicative de um corpo. (Sugest3o: definir fungoes
o,B: ZxZ-{(0,0)} » Zx Z- {{0,0)} que satisfacam condigbes andlg
gas ds do lema anterior. Note que as fungces a e g definidas ante
riormente satisfazem tamb&m as seguintes propriedades adicionais:

a) ef-i} = -g(<)s B(-¢) = ~a(i), ¥ < 68 Z-(0);
b) a()rafB(2)) = 0 = B(<) + B{a(g)), ¥ ¢ 6 Z-{0};

c) Se <,fj € Z-{0} sdo tais que 4+ # 0, entio

afd) + B(F) #0 # alj) + 8(4) e valem:

i

ali+f)

a{i)+o[B(2)ta(s)] = alf)+ralB(j)+a(s)],

Blzt+j) = 8(¢) + sla(e)+B(5)] = 8(3) + B[B(z) + «(4)].
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