NOTAS DE ENSINO

CONTATO DE CURVAS, CIRCULO OSCULADORE
INTEGRAIS DE FRESNEL

Geraldo Avila

Introducgao

A presente nota foi inspirada num interessante trabalhe
de J. Zeitlin [5]. Praticamente, o que fazemos & expandir tal tra
balho, incluindo fatos elementares, porem muito interessantes e
pouco notados da teoria do contate de curvas planas, dos quais o
que se observa no contato de uma curva com 0 circulo csculador
num de seus pontos e apenas um caso particular.

Contato de duas Curvas

Consideremos duas curvas, dadas nas formas y = f{=z) e
y = g(x), onde Ff e g sdo fungbes continuas num intervalo I,
com derivadas continuas até a ordem que necessitamos considerar.
Seja x, um ponto interior a I e P, = (x,, ¥,) um ponto onde
as duas curvas se tocam, isto e,

y, = flzy) = glz,).

Diz-se que as curvas tém em P_ um confato de 1% ondem se
elas tem a mesma reta tangente em P, poréem f'{x )¢g"(=,]). iz~
-se que o contato Z de ordem = > 1 se as fungles e suas deriva
das coincidem em =x até a ordem n, mas nao na ordem n+l, is

0
to e, se

ey = g By, =00, e 2 () 2 g ).

A Fig. 1 ilustra contato de 12 ordem, em x = 0, entre a

curva y = e° e sua tangente y = l+x; na Fig. 2 temos um conta

to de 22 ordem entre as curvas y = & e y = T+z+x7/2, em =0,
e a Fig. 3 mostra um contato de 32 ordem, também em =« = 0, entre
as curvas

2 3
y =e° e y=1+2a+ %? + %;.
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O leitor deve notar, nesses exemplos, que as curvas se cru
zam — isto e, uma atravessa a outra — no caso da Fig. 2, mas nao
nos casos das Figs. 1 e 3. Esse e um fenomeno interessante e de
carater geral, que estabeleceremos a seguir.

Teorema. Tuas curvas y = F(x) e y = g(x), que se Zocam
num ponrte Py = (T4, ¥,), Aempre se chuzam nesse ponto se elas
t2m al contato de orndem pair; e ndo se chuzam se o confato & de
ordem Lmpan.

Para demonstrar esta propriedade, recorremos ao desenvolvi
mento de Taylor da fungdao diferenga,

Riz) = fz} - glx): (n
h(n)(mﬁ) ”
hix) =h{z ) + h'{z )(= -xo) + ... +~———-n—f——(a: —.:co) +Rn(a:),
it} 1
B (x) = ——G;;T§%—l(x - mu)n+ >
onde ' estd compreendido entre z, e x. Supondo que as cur

vas tenham contate de ordem #» em P,, o desénvolvimento acima

assume a forma
(n+1},..,
() = : fn+i§w.' ) {z - =, )n+]‘ (2)
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como & gy = p ) gy - U g
em x,, existe § >0 tal que &
de zero e com 0 mesmo sinal de h(n+1)

& uma fungdo continua
(x') se mantem diferente
x,) desde que |x'-z,| < §.
Mas isto certamente acontece auando jx - z, <3, pois z' esta

compreendido entre x;, e x.

Vamos considerar n par e n impar separadamente. Supo

nhamos primeiro que = seja impar, de sorte que n+l & par e
n+ - oy - -

(-2, ) ! e sempre positivo para =« # x_ . Entac a expressao

0
(2} nos mostra que {1) permanece sempre com o sinal de km+])(mﬂ

para todo = # x, na vizinhanca

V6: oo § <z < E &;

Flz) sera sempre maior que g{x) se k(n+1)(xo) > 0 (Fig. 4a)
e sempre menor que g(z) se h("+1)(mo) < 0 {Fig. 4b}.
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(a) {b)
Fig.4
Ao contrario, se n for par, ntl serd impar e (w-xo)n+]
serd positive para = > @ e negativo se =z < L £fm consequén
cia, h{=z) mudara de sinal quando x passar de < x a = > &,
na vizinhanca Vg. Consequentemente, flz) - g{=) terda o mesmo
sinal de h(n+])(mo) i direita de =z, e sinal oposto a esquerda
de x,, = sempre em V., g claro. As Figs. Ba e 5b ilustram es
sas duas situagdes e aqul termina a demonstracao do teorema.
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(a) {b)
Fig. 5

Circulo osculador

0 circulo osculador a uma curva ¢ num de seus pontos € ©
c¢irculo que tem com a curva nesse ponto contate de maxima ordem.
Como veremos a seguir, esse contato e, em geral, de ordem 2, de
sorte gue o circulo osculador atravessa a curva no pontc de conta
to.exceto no caso excepcional em que o contacto & ordem > 2.

Vamos determinar os parametros a, b, P, de forma que 0
¢irculo

2 2 2

(- a) +(y -~ b)) =¢ (3)
tenha contato de 22 ordem, peto menos, com a curva y = f{x) no
ponto P = (x , y, ), onde ¥ = f{x ). Usaremos a notagao
y, = f'(z,) ey, = f"(=,). Como f(x,), f'(x,) e =, ) de
vem coincidir com os valores correspondentes da funcdo implicita
¥ = ¥(x) proveniente da eq. 3, esta equagao e suas derivadas 12
e 22, com x ==x,, nos dio:

2 2

(0 - @)® + (g, = D) =0,

wl} - a + (yo - b)yl = 0: (4}
1+(y0-b)y2+yf=o_

Temos aqui trés equacdoes para determinar a, b e p. Supondo ¥,#0,
obtemos;:
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2 2 2
2 2 |yzl !

Como se vé, o circulo fica completamente determinado pela
condicdo de ter com a curva contato de ordem > 2, Este & 0 chama
do elreubo csculador, cujo raio p e o aaio de cuavatura da curva
¢ no ponto P,

E claro que ¢ contato pode ser de ordem maior que 2, mas
para isto & preciso que " (z,} = f"(x,). Ora, uma 32 deriva
Gdo de (3), com a substituigdo de =z por x, e a notag&)y3=f“(m0L
nos da:

de sorte que o contato so sera de ordem > 3 se

2
- 3y1y2

(5)

Y B
3 ‘E+y2
1

E claro que podemos tambem determinar a, b, p satisfazen
do as primeiras duas equagdes de (4), mas naoc a terceira. Obtemos
assim uma familia de c¢Trculos tangentes @ curva, cada um dos quais
tendo com ela contato de 1% ordem. A Fig. 6 ilustra varios desses
cTrculos e tambem o circulo osculador. :

circulo osculador

Fig. 6
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A hipotese ¥, # 0 corresponde ao caso em que a curvatura
k{xz,) @& diferente de zero, onde {veja [1], p. 201)
0

-1 £ {x)
K{xr} = 5 = Ve
(1 + £ (x)?)
Vamos supor que a curvatura seja crescente ou decrescente numa

vizinhanga de « = .3 logo, k'(xy) £ 0, Mas

(=) ! 3yly22]

k' {x = Y, -

0 3f2 (Y3 2
(1 +y7%) 1+

de sorte que a condi¢do {5) ndo se verifica e o contato do circy
lo osculador com a curva & estritamente de 22 ordem. Concluimos,
pois, que o cinculo osculadosr sempre athavessa a curva quande
K'(xn) # 0, como ilustra a Fig. 6.

0 leitor ha de convir que esta propriedade tem um forte
conteudo intuitivo. De fato, se a curvatura e, digamos, crescente,
como indica a Fig. 6, entdo o raio de curvatura o = 1/k & decres-
cente; esse raio, 3 esquerda de P,, & maior que seu valor em P,
e menor que sse valor a direita de P,. Em consequéncia, o circu
To osculador em P, deve estar “por dentro” de ¢ 3 esquerda de
Py e "por fora" de ¢ 3 direita de P,.

E clare que se '(x,} = 0, o circulo osculador terd com
a curva contato de 32 ordem peto menos. A Fig. 7 ilustra a parépg
la y = 2% cujo circulo osculador em =z = 0,

4% + {2y - 1) -1 = 0,

tem contato de 32 ordem com a parabola. Ele permanece de um so la
de da curva,

circulo
osculado

Fig. 7
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2
ultima equacac em {4) nunca estara satisfeita e todes os circulos

A hipotese Y, # 0 & indispensavel, pois, se y_ =0, a

tangentes a ¢ em P, terdao contato de 12 ordem com a curva. &
circulo osculador, para existir, teria de ter raioc infinito, ja
que neste caso a curvatura seria zero em = = x,. Em particular,
se y, = 0 em um intervalo, a curva se reduz a uma reta nesse

intervalo.

Circulos osculadores encaixantes

Consideremos uma curva plana P = P(s), parametrizada pe
lo comprimento de arco s, cuja curvatura «k(s) supomos diferen
te de zero. A evsfuta da curva 2 definida come sendo o lugar geo
metrico de seus centros de curvatura

@{s) = P(s) + o(s)u(s), (6)

onde W{s) @& o vetor normal & curva {[1], p. 199 ou [2], p. 29).

Como ¥' = -xP'" ({23, p. 31), derivando (6) obtemos:
g' = Pl4p'B+plt = P' + 0'¥H - pkP',
isto e,
g'{s) = p'{s)M(s), (7)

pois px = 1.

De (7) segue-se que a curva e regular se p'(s) # 0. Vamos
fazer esta hipotese e, para fixar as ideias, suporemos o'(s) < 0,
sem perda de generalidade. Portanto, o raio de curvatura e uma
funcao decrescente de s. Provaremos, em Seguida, um resuitado
muito interessante para curvas do tipo que vimos considerando.,
Trata-se de um teorema que se encontra em Stoker {[4], p. 31).

Teorema. Pada uma curva plana com raic de cuavatura decres-
cente como funcdo do comprimento de arco, seus clrculos osculade
res fonmam uma famifia de ciicufos encaixantes, cufjas circunferién
cias ndo Ae tocam.
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Para provar este teorema notemos que o elemento de arco ac
fongo da evoluta, de acordo com (7), e dado por

l@'(s)lds = -p'(s)ds,

pois |{¥{ej] =1 e p'{s} < 0. Entdo, o comprimento de arco, ao
longo da evoluta, entre dois valores s, & g,, COMm s <5, e
dado por

S2 .

b, = -] P e(edas = ols,) - o(s,).

S1
Como w'{s) = -xP' # 0, W~(s) ndo & constante, logo o arco de
evoluta entre os centros de curvatura ¢, e ¢, ({Fig. 8) supera
a distancia entre estes centros: L, > d{c,, c,), isto e,

d(cys C,) < pls;) - p{s,).

Isto mostra que ¢ circulo osculador em P(s,) esta contido no cir
culo osculador em P{s,), o que completa a demonstragdo do teore
ma
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A Fig. 9 ilustra a espiral r = @ e varios de seus circu
los osculadores. A Fig. 10 reproduz uma interessante ilustracao
da mesma curva e seus circulos osculadores, que aparece no traba
tho de J. Zeitlin [5].

Fie. 10

As integrais de Fresnel

As franjas de interferéncia observadas num anteparo que
recebe luz difratada por um obstaculo semi-plano sao explicadas
em termos das integrais de Fresnel ([3]. p. 239 e seguintes), as
sim definidas:

s 8
c(s) = J cos t*de, S(s) = JO sen t2 dt. (8)

A curva

Pls) = (c{s}, S(s)} (9)

& chamada espiral de Coanu (Fig. 11).
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451is)

Fig. I

E facil provar a convergencia dessas integrais com s + =,
. - . 2 . .
basta fazer a mudanga de variaveis ¢° = 1 e depois integrar por
partes:

ZIS cos t°dt = Is €OST 4yr = 3ENT
1 1

8 s
+ J Eglzdr.
3 voo 1 1

™T

No entanto, o teorema da secdo anterior fornece uma dinteressante
demonstragao dessa convergéncia, que reproduzimes a seguir.

Como e facil verificar, de (8) e (9) obtemos |P'(s)]| = 1;
logo, s & o comprimento de arco ao longo da curva {9). Utilizan
do a formula de «(s) (D]. p. 201), encontramos p(s) =1/k(s)=1/2s.
Isto mostra que p(s) + 0 com s~ ®, Em consequéncia disto e
do teorema da secao anterior, os circuios osculadores a espiral
de Cornu, nos pontos correspendentes a s =1, 2, 3, ... formam
uma sequencia de conjuntos encaixantes, cujos diametros. por sua
vez, formam a sequéncia dn = 1/n que tende & zero. Pelo canheci
do teorema de Cantor, a intersegdo dos circulos (discos) oscula-
dores & um ponto Py = (c,, S,}). Como

d(P(S): Pg) < zp(s) =

o =
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tende a zero com & + «, concluimos que C(s) e 3S(s) tambem

convergem, com g8 -+ <, bpara ¢

[l
(2]
[3]
(4]
(5]

e S respectivamente.

9 4
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