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CLASSIFICACAO DE VARIEDADES UNI- DIMENSIONA!S UMA
DEMONSTRACAO EDUCADA

Elon Lages Lima

Algumas vezes o matematico procura demonstrar seus teoremas
usando o minimo de tEcnicas e pressupondo o minimo de conhecimen
tos. Estas s3o as demonstracdes "elementares", que provam mas, em
geral, nao explicam por que & verdadeire o resyltado. Qutras vezes,
para sentir-se mais seguro, o matemd3tico busca demonstracdes que o
facam entender melhor o significade e a posigdo do teorema dentro
de uma teoria. Estas s3doc as demonstracOes que aqui chamamos "edy
cadas".

Neste trabalho, apreéentamos uma demonstrac¢ao educada do
teorema de classificagao das variedades diferenciaveis de dimen
sao 1.

§1. Sobre as demonstragtes matematicas

Do ponto de vista cientifico, o que se exige de uma demons
tracio matemdtica & apenas que ela seja correta, isto &, que mos
tre, por meio de uma série de argumentos organizados segundo as re
gras logicas usuais, como a tese decorre da hipdtese e das proposi
coes ja estabelecidas anteriormente na teoria.

Entretanto, todos os matematicos tem suas demonstragdes pre
feridas e sabem gue, além da correcaoc 10gica, hz outros fatores,
de hatureza mais ou menos subjetiva, que os fazem valorizar mais
uma demonstragdo do gue outra.

A propria aceitagao de um raciocinio como valide ou correto
€, até certo ponte, uma guestdo de consenso; o que & admitido hoje
podera nao ser aprovado pelos critérios de rigor em voga amanha,

Os "Efementos" de Euclides, por exemplc, eram o modelo por exceléﬂ
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cia do raciocTnio dedutivo dos nossos antepassades. Suas deficién
cias 10gicas em alguns pontos sao, no entanto, quase escandalosas
face aos padroes atuais de rigor,

Nio desejamos, porem, tratar aqui do problema da evelugao
do rigor matematico, nem tampouco da natureza 10gica da demonstra
¢ao., 0s fatores subjetivos, aos quais nos referimos acima, sao de
varias naturezas.

Ha, por exemplo, o critério estético. A maforia (provavel-
mente a totalidade) dos matematicos se sensibiliza com a beleza
da Matematica. UYma demonstracao elegante, um argumento inesperado
e definitive, uma construcgdo engenhosa, sao sempre fontes de delei
te, motivos de enlevo, razoes para amar nossa Ciéncia, para culti
va-la com carinho e dedicar-lhe ¢ melhor de nossos esforgos, Eucli
des, a quem acabamos de citar como contra-exemplio, & prodigo em
Tances imortais de elegancia matematica. Quem n3o se maravithou com
sua demonstracdo de que ha infinitos numeros primos? Ou com a sin
gela astlicia de sua prova de que os angulos da base de um triﬁngg
lo isdsceles sao iquais?

Outro importante critério de valor para as  demonstragoes
matematicas € o que nos leva a preferir os raciocinios que chama
remos de "restritivos®, os quais se caracterizam por evitarem 0
uso de uma ou outra técnica ou teoria.

Ja na Escola nos ensinam a usar mgtodos restritivos quando
nos dizem para resolver certas problemas "por Artimetica", ou se
ja, sem direito a recorrer a Algebra. Como vemos neste exemplo, nem
sempre o raciocinio restritivo @ o mais simples ou o mais .elegan
te. As vezes ele pode ser usado apenas como um exercicio de virtuo
sismo. Mas, quando bem empregade, ele pode ter férteis conseqﬁéﬂ
cias.

Novamente vamos encontrar em Euclides um interessante exem
plo do tipo de raciocinio restritivo, Trata-se de sua demaonstracao
do Teorema de Pitdgoras, repetida tradicionalmente nos compéndios
de Geometria até hoje. Ela estd longe de ser a mais breve, a mais
elegante ou a mais brilhante. (E. Rosa [1983] contém um catalogo
de demonstracDes desse teorema.) Euclides sem duvida conhecia uma
prova mais simples, por semelhanca de triangulos. A razdoe pela
qual ele escolheu aquela demonstracdo para o seu livro & que ela
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evitava o uso da teoria das proporgoes {de Euddxio}, um tema  bas
tante sutil e so apresentado de forma definitiva'warios séculos de
pois, quando se desenvolveu a construgac rigeorosa do corpo dos ni
meros reais. (A propGsito, ver a licida discussdo deste topico em
Baboe 1984 , pagina 74.)

Uma extensao da idéia de raciocinio restritivo leva 4&s de
monstracbes chamadas "elementares". Em cada area do conhecimento
matematico h3 uma nocao diferente de demonstragao elementar, Por
exempio, na Teoria dos Nimeros, s3ao chamadas elementares as demong
tragdes que nao utilizam as técnicas da An@lise Complexas., (As ve
zes isto pode levar a chamar elementares certas demonstracoes bas
tante intrincadas.) Em Topologia Diferencial sac consideradas ele
mentares as demonstracdes que nao se valem da Topologia A]gébrica.

A procura de demonstragdes elementares para teoremas impor
tantes & uma atividade bem conceituada entre matematicos.

Nesta nota, queremos chamar a atencao para um outro tipo
de demonstragdo, que chamaremos de "educada".

Sob certos aspectos, as demonstracfes educadas sao o opos
to das demonstragoes elementares.

Matem3aticos experientes apreciam demonstragoes educadas, en
tre outras coisas porque Thes dao seguranga ao mostrarem a forga
das teorias que eles conhecem. Nessas demeonstracbes, o0s argumen
tos devem apoiar-se em teoremas e conceitos bem conhecidos, para
mostrar como o teorema em questﬁo dgcorre_necessériamente de teo
rias firmemente estabelecidas.

As demonstragDes educadas devem usar um minimo de notagao.

As mais bem sugedidas entre elas nao requerem seque um quadro  ng -

gro ou uma folha de papel.

tomo exemplo inicial podemos citar o Teorema Fundamental da
Klgebra, segundo o qual todo polindmio ndo-constante p, com cog
ficientes complexos, possui uma raiz complexa. Uma denonstracao edu

cada deste fato pode ser feita assim: como 1lim p(z) = =, segue-se
2w

que P & uma aplicacac propria de ¢ em si mesmo, Logo, sua imagem
& um subconjunto fechado do plano complexc. Por outro lado, sendo
p uma funcdo holomorfa, sua imagem & també&m um subcenjunto  aber
to do planc. Como o plano & conexo, a imagem de p & todo o pla




3z

no, ou seja, p & sobrejetiva, Em particular, existe um nimero
complexo =z tal que p(z} = 0. ~

A segac seguinte trata de um exemplo mais substancial.

§2. Um exemplo novo de demonstracao educada
0 teorema a ser provado & o seguinte:

Toda vaniedade difererciavel conexa de dimensac 1 & difeomon
fa @ reta ou ao cinculo,

Nossas variedades sao espagos de Hausdorff com base enume
ravel. Por simplicidade, suporemos que sac de classe & .

Este teorema &, naturalmente, um fato elementar. E curioso
que nao seja demonstrado mais freqientemente,

Sem a restrigdo de base enumeravel, haveria outras possibi
lidades, a saber as "retas longas" de diferentes cardinalidades.
Uma exposigac disto, no caso ¢®, foi feita por H. Kneser [19587.

Se omitirmos a condig3ao de Hausdorff, uma variedade surpre
endente de exempios podem ser obtidos. Os simplesmente conexos fo
ram classificados por A. Haefliger e G. Reeb [1957].

Tanto quanto seja de nosso conhecimento, a primeira demons
tragiao publicada desse tecrema sob sua forma mais Util, acima enup
ciada, foi a de J. Milnor [1965]. Essa demonstracdo tem sido repro
duzida por outros autores, desde entao. Uma demonstragao diferente
foi apresentada por V. Guillemin e A. Pollack [1974]. Em todos
esses casos, a prova & do tipo "demonstragac por primeires princi
pios", envolvendo consideracao de casos e verificagao de detalhes.
Pode ser entendida por principiantes mas nao desperta a atengao
do matematico mais experiente,

Uma demonstracao educada desse teorema & oferecida a se
guir.

Consideremos em nossa variedade X wuma metrica riemanniana
completa. {Obtida, digamoes, mergulhando .X como subcoenjunto fecha
do do espacgo euclidiano).

Suponhamos inicialmente que X seja orientavel, Sendo X
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uni-dimensional, orienta-la & o mesmo que definir sobre ela um cam
po ¢~ de vetores tangentes unitarios. N

Como X & completa, as orbitas de um campo limitado sac de
finidas para todos os valores reais do parametro, isto &, tem-se
um fluxe em X.

Fixemos um ponto em X.

Se a orbita do fluxoc que passa por esse pente for periodi
ca, isto &, difeomorfa ao c¢Trculo, entio ela & compacta, logo @&
um subconjunto fechado de X. Também & um subconjunto aberto por
que & uma subvariedade de mesma dimensac que X. Por conexidade,
essa orbita 8 X, e nossa variedade & difeomorfa ao circulo.

Se a orbita do ponto nac for periddica, ela & a imagem  da
reta por uma imersdo injetiva. Novamente, como a dimensdo de X &
igual a um, tal imersdo & na realidade um mergulho, e a Orbita &
um subconjunte aberto de X, homeomorfo 3 reta. £ tambem um sub
conjunto fechade, peis um ponto de sua fronteira teria de ser uma
singularidade do campe. Por conexidade, essa orbita & X, logo
nossa variedade & difeomorfa a reta.

Portanto, resta-nos apenas mostrar que as variedades de di
mensao 1 s3o orientaveis.

Toda variedade conexa ¥ possui um recobrimento duplo orien
tiavel ¥, que & conexo se, e somente se, X & nao orientavel. As
sociando a cada ponto de ¥ o outro ponto que tem a mesma projegao
em X, obtemes uma aplicacdao continua f:¥ =~ Y, sem pontos fi
x0s, a qual & uma involugao (isto &, coincide com sua inversa).

Se X fosse nie-orient3avel, Y seria a reta ou circulo, co
me vimos acima.

Ora, a reta nao admite uma involugdo continua sem pontos
fixos. (Se f{«) =y entdio F(y) = =, logo o intervale [#,¥] se
ria levado em si mesmo -por f; entao F teria um ponto fixo.)

Suponhamos, finalmente, que Y seja o circulo. Tomemos um
sonto = em Y e seja ¥ = f(x). Cada um dos dois arcos de Y com
extremidades «,y & portanto transformado por f no outro ou S0
bre si mesmo. Esta Gltima possibilidade n3c ocorre pois f nao tem
pantos fixos. Portanto a projegao de Y sobre X, quando restri
ta a um desses arcos, aplica-o sobre X, dnjetivamente salve nos
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extremos, que sao transformados no mesmo ponto de X, Isteo mos
tra que ¥ & homeomorfo ao circulo, o que contradiz sua nao-orien
tabilidade.
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