NOTAS DE ENSINO

A CURVATURA MEDIA E A DIVERGENCIA

Jonas de Miranda Gomes

1. Intreducio

Nesta nota mostraremos que, a menos de um fator de normali
zagao, a curvatura media de uma superficie & igual 3 divergencia de
um campc de vetores unitario e nmormal 2 superficie. Em seguida da
remos deis exemplos interessantes desse resultado,

Desejo agradecer a Elon Lages Lima, que leu uma versao pre
liminar, corrigiu alguns erros e deu varias sugestoes que tornaram
o texto mais claro. As conversas com Manfrede P. do Carmo tambeém
foram Uteis,

Inicialmente faremos uma breve apresentag¢dao dos personagens
de nossa historia.

Dado um ponto p em uma superficie ¥, seja v um vetor nor
mal a M nesse ponto. Para cada vetor unitario v tangente a ¥ em
p o plano p, determinado pelo terno (p, v, v} fintersecta ¥ em
uma curva plana chamada se¢dac noxmafl de ¥ em p na diregio wv.
A curvatura da se¢ao normal na diregac « sera indicada por k, &
e chamada curvatuna noamal da superficie ¥ no ponto p na dire
¢ao v». 0 sinal da curvatura normal obedece 3 seguinte convencio:
se a concavidade da secdo normal estiver veltada para o vetor nar
mal v, ku>0 €aso contrario, teremos k, < 0.

Definimos as curvaturas paincipais de ¥ em p por

ky = min k_, e k; = max k_,
v 7 v 7

A cunvatura media da superficie no ponto p & dada por

Hom - (1.1)

84




~

—

85

0 conceito de curvatura principal foi intreduzide por Leg
nard Euler em 1770, e a curvatura média foi definida por Sophie
Germain em 1837.

Uma maneira mais elegante de introduzir a curvatura méedia
faz uso de ARlgebra Linear elementar. Adotaremos no gque se segue
esse ponto de vista, que nos sera Util posteriormente.

Dado um campo unitario v de vetores normal & superficie
M, definimos a aplicagdo de Gauss g:¥ + §° associando & cada

ponto p €4 o ponto g{p) na esfera unitaria 3% em 133, dado

por
glp) = vip).
* 2
Como os planos tangentes em P €M e g(p} € & coincidem,
a derivada g¢' = g'(p) da aplicagac ¢ & um operador linear

tep M o> T M,
g 7 p

Pode-se mostrar que em cada ponto p E ¥ existe uma base
ortonormalt {e,,e,} do plano tangente de T?M na qual & matriz
M{g"') de g' & diagonal. Alem disso, os elementos da diagonal
{(isto & os autovalores do cperador ¢') sao as curvaturas princi

pais de M no ponto em questao. Isto &:

Mlg') =

0 Kk

Concluimos entdo que o debro da curvatura média & menos 0

traco do operador g', isto g,

1
g= - t290) (1.2)
2
Para majores detalhes sobre os conceitos introduzidos aci
ma, o leitor pode consultar [dC].
Passaremos agora 3 descrigao do segundo perscnagem de nossa
historia.
3 . - . —~
Dado um campo de vetores V em @R, isto & uma aplicagac
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de c¢lasse ( definida em um conjunto aberto de IR, definimos a
™,
divengéneda de ¥ por
3y, av, av,

d&U.V=W+-§-g—+"~a?,

onde V,, ¥, e ¥, sao as componentes do campo ¥ em coorderadas
cartesianas. A matriz Jacobiana do campo ¥ & dada por

o,
EES 9y 3z
ay, A, Y

2 z

AU T

\ 7% Y 9%

Segue-se pois que a divergencia do campe ¥V & o trago da
matriz Jacobiana do campo, isto &

div. v = to{d{V}). (1.3)

Uma vez que o traco de uma matriz & invariante por -mudanga
de base, a equa¢ao 1.3 nos fornece uma maneira de definir a diver
gencia de um campo de vetores independente do sistema de coordena
das.

Seque-se do que vimos acima que existe, pelo menos de um
ponto de vista puramente conceitual, uma rela¢ao entre a curvatura
média dada por (1.2} e a divergéncia, dada pela expressdao {1.3). Mos
traremos no que se segue gue essa relagao vai além do terreno pura
mente conceitual.

2. Divergencia e Curvatura Media

Considere uma superficie ¥ em’. Sejam U um aberto de R®

contendo M, e Vv um campo unitiario de vetores em U tal que a
restricdc V[¥ de v & superficie ¥ seja normal a ¥. Esta situa
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g30, que se aplica a todas as superficies orientéugis, contem um
grande numero de exemplos interessantes. Basta lembrarmos o caso das
superficies definidas impiicitamente come imagem inversa de um va

lTor regular de uma fungzo FB® +®, disto &,

M= {{z,y,z) 6B fley,s) = 0},

cnde ghrad flaz,y,2z) # 0 para tode = € M.

Nesse caso, em uma vizinhanga aberta ¢ de ¥ temocs gradf#0,
e portanio o campo

- . ghrad f
|grads 5]

{onde | | dindica a norma de um veter em .E3} satisfaz as condi
¢0es expostas no paragrafo precedente.

Dado um ponto p € M, como o campo v €& unitario, temos que
o produto interno <w(p), v'(p)> = 0. Segue-se pois que a deriva
da v'{p) @ uma aplicacao Tinear VR TpM. £ claro que a res
trigao de v a M 2 a aplicagao de Gauss g da superficie #. Se
gue-se pois que a derivadea g' & a resirigao v']TpM de v’ a0
planc tangente TPM, e portanto

div. v = tr(v') = ér{g') = -2&,

isto &, a menos do fator de normalizacao - 2 a curvatura média de
M & igual @ divergencia do campo

Na penultima igualdade acima usamos um fato elementar de A1
gebra Linear. Se F <« & sdo espagos vetordiais, e A:E + E  Z uma
thans formagae Linean fal que A(E) =€ F, ¢ A':F +F & a hestnicdo de
A, entac tr{d') = tr{4),.

Nas proximas segdes daremos duas aplicacgoes interessantes
do resultado acima obtido,

0 resultado visto nesta segao relacionando a curvatura me
- - -~ - - n P g
dia e a divergencia vale para hiperficies o no espacgo euciidiano
i+l ~ = ‘
IR . A demonstracao e a mesma.
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3. Superficies MTnimas e Grafico de fungoes

kS

Considere uma superficie ¥ definida como grafico de uma
funcac 7 de classe (%,

M= {{z,y.2) 6B ; 5 = flw,y)).

Neste caso, ¢ campo

(3L, 2, 1)
v = iz % ,
AR
U+ () + (ay)
& unitirio e normal 3 superficie ¥, Portanto a curvatura média de
¥ & dada por
Com i 3 s ? 7]
2 = div, v = 35( ) + —_[ .

S (B Y SN+ E &

Em particular, se ¥ & uma superficie minima, obtemos com um calcy
10 imediato a eguagao a derivadas parciais das superficies minimas

2 2 2 2
pr @ L L [ @] e

3 By bxoy
A equacao {3.1) foi obtida pela primeira vez por Lagrange
utilizando métodos de CAlculo das Variagdes para estudar superfi

cies que minimizam area. Ele observou que o plano (caso em que
flz,y) = ax + by + ¢) satisfaz a equagdo dada, porém nao deu qual
quer exemplo nao trivial de superficie minima.

4. A Superficie de Scherk

A eguacdo a derivadas parciais das superficies minimas (equa
¢édo 3.1 da segao anterior} foi descoberta por lLagrange em 1760, 5S¢
mente em 1776 Meusnier deu os primeiros exemplos nac triviais de sy
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perficies minimas: © Catenoide e o Helicoide (ver [dMG]). O tercei
ro exemplo surgiu apenas em 1834, e foi descoberto por H. Scherk
[Sc]. Nosso objetivo nesta secdo & definir a superficie de Scherk,
e utilizar o resultado da segao 2 para mostrar que ela & minima.

Podemos definir a superficie de Scherk implicitamente, pela
equagao

g =5 (0},
onde a fungac §f & dada por
Flaay.z} = efcos{z) - cos(y),

Ndo & dificil verificar que 0 & de fato valor reqular de £, ou
seja [grad f| # 0 nos pontos da superficie N, Seque-se pois gue
¥ & uma superficie regular em IR’.

Observe que no subconjunto do . plano V = {{a,y); cos x-cosy>0},
a superficie de Scherk & o grafico da funcio

r(z.y) = log(gg-),

porém globalmente a superficie de Scherk ni3o & um grafico. 0 sub
conjunto ¥ constitui as casas pretés de um tabuleiro de xadrez
infinito. Na figura 4.1 no final desta sec¢ic mostramos o eshocgo,
obtido com o computador, da restrigidc da superficie a uma das ca
sas pretas do tabuleiro.

Como a superficie & periddica nas variaveis = ey (o pe
riodo & 2w), obtemos uma visie global repetindo o grafico da fi
gura 4.1 ao longo das casas pretas do tabuleiro de xadrez.

Um exercicio interessante & mostrar que a superficie de
Scherk & minima. Note que nio podemos usar diretamente a equagao
(3.1) da seg3o anterior uma vez que ¥ ndo & globalmente um grafi
co. Utilizando o resultade da secio 2 cbteremos o resultado com um
calcuTo imediato.

Sabemos que o campo

gaad f = (Bf ki éi),




9D
& normal 3 superficie M, Togo a divergéncia do campo
v = J’%‘j_ﬁ_, (4.1)
jgrad I

& iguai a -2, onde # & a curvatura média de ¥,
E facil verificar que

af _ z . i

o5 © -@ sin

af _ . . '
= sin¥s

3

va%= ezCOS z,

Substituindo esses valores em (4.1) apds um calculo direto
obtemos que ~2H = div. ¥ = 0.
Convidamos o leitor a consultar em alguns textos de Geome

tria Diferencial o mEtodo usado para mostrar que a superficie de
Scherk & minima.

Fig. 4.1 - Superficie de Scherk (obtida em [dC]).
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