SERIES DE FOURIER

Valéria de Magalhaes Ioric

§1. Introdugao

A teoria de séries de Fourfer contem os germes de uma gran
de parte da Analise moderna, desde a andlise harmonica abstrata,
englobando a teoria de grupos topoldgicos e suas representagoes, até
a Analise Funcional. Toda a teoria de expansdao em autofungoes, gue
& central em Analise, nasceu da teoria de séries de Fourier. De .fa
to a importdncia da An@lise Harmdnica classica (essencialmente ]
estudo de séries e integrais de Fourier) no desenvolvimento da Ma
tematica & inestimavel. Por exemplo, o conceito modernc de fungdo
foi introduzido por Dirichiet enquanto estudava a convergéncia das
séries de Fourier; as integrais de Riemann e de Lebesgue foram ori
ginadas por problemas em andlise de Fourier; Cantor, tentando ca
racterizar conjuntos de unicidade para series trigonométricas (is
to &, um conjunto tal que convergéncia a zero fora dele implica na
serie ser identicamente nula), foi levado a desenvolver a teoria
dos numeros transfinitos e o5 rudimentos da teoria dos conjuntos;
mais recentemente, a teoria de distribuigdes (ou funcgbes generali
zadas) de Laurent Schwartz foi desenvelvida em conex3o com o estu
do de transformadas de Fourier.

Nosso objetivo principal & discutir o ensino de séries de
Fourier para alunos de final de graduacdo ou inicio de p@s-gradua
¢io em Matem3tica. Esses alunos normalmente jA tem nogGes basicas
de Algebra Linear e isso deve ser aproveitado para tornar mais cla
ro o aspecto geométrico das séries de Fourier. Defendemos tambem
a tese que as semelhancgas entre a série e a transformada de Fou
rier devem ser enfatizadas desde o inicie e por essa razao usamos
a notagEd e a nomenclatura normalmente associadas 2 transformada
de Fourier — afinal de contas, a série e a transformada sdo  exem
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plos de uma teoria mais geral, a An2lise Harmaniqg em grupos abe
lianos Tocalmente compactos. .

Na segunda secap discutimos o aspecto geometrico tanto dos
coeficientes de Fourier - enfatizando o paralelo entre o conjunto

{1, cos E%E, sen E%E; no» ¥ e uma base ortogonal enm w quanto
da propria série, mostrando que a série de Fourier truncada & a
melhor aproximagao possivel da fungdo em certc sentido.

0 ponto central dessa neta & a discussdo da convergéncia pon
tual, na terceira segao. Apresentamos uma demcnstracdo do teorema
de convergéncia pontual gue ni3o utiliza o nucleo de Dirichlet, de
autoria de Paul R. Chernoff [5). E nossa opiniao gue essa demons
tracdo, pela sua elegancia e simplicidade, apresenta vantagens 50
bre a demonstragdo classica: umaz das vantagens & que ela torna mais
claro o que & essencial, ou seja, o lema de Riemann-Lebesgue e o
comportamento local da fungao; outra vantagem € que ela permite a
introdu¢do do nlcleo de Dirichlet mais tarde, de uma forma mais
natural, junto com ¢ nlicleo de FEjer e a discuss3ao de somabilidade
no sentide de Cesdro. Finalizamos a secdo falandec um potco sobre
somabilidade.

A quarta segac pressupde um conhecimento bdsico da integral
de Lebesgue e espagos LF por parte do Teitor; nela fazemos um ra
pido resumo dos resultados mais fmportantes de converg@ncia em qua
se toda a parte e na norma f. Terminamos essa nota com alguns

comentirios sobre a bibliografia na quinta secido.

§2. Interpretagdo geométrica

A maneira natural de introduzir as s&ries de Fourier & atra
vés de um problema de conducae de calor, usando o métedo de separa
¢ao de varidveis e apliicando formalmente o principio da superposi
¢do (veja [8]). Uma vez obtida a expressio

(=)

a
Flz) = 7; vy (an cos —%—-+ b, sen E%f) 7 (2.1)
n=1

somos levados naturalmente ds trés perguntas fundamentais:
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(i) wquais as funcbes f que podem ser expressas na fTorma (2.1)?
™,
(it} como calcular os coeficientes « , bn conhecendo f7?
(iii) em que sentido a série em (2.7) converge para & fungdo I 7

Vamos comegar discutindo o cdlculo dos coeficientes. Para
simplificar, vamos supor inicialmente que a fungao § @& continua.
Para calcular os coeficientes formalmente — jsto &, sem preocupa
cles com convergéncia, troca de ordem de série com integral, etc.
— basta notar que o espago X das fungoes [f:IR >R continuas e
periodicas de perfodo 2% & um espago vetorial real munide do pro
duto interno

L
(rig) = fﬁ Flx)g (z)d=
e que as fungoes
¢o (=) =
¢ (x) = cos EEE, no>
¢ (x) = sen ﬁ%ﬁ, no> 1

formam um conjunto ortogonai em ¥. Portanto, fazendo formalmente
o produto interno da série em (2.1) com as fungdes ¢,,b,,¥,, 721,
obtemos

2

a = % f fl=)cos(MEyde, 7 > 0
-k (2.2)
)

bn = % f’lf(x)gen(z.g_x)dx, n >

Baseados nesses c@lculos formais definimos entdo a senie de Fou
aien de f como sendo a série

©

a
¢ nwe nhe
5[FJ(=) = 8(Fx) = - ngla” cos{—=) +D, sen(,-z—] {2.3)
onde os ceeficientes a, e bn sdo dados por (2.2),
Do ponto de vista geom&trico, o metodo gue utilizamos para
o cilculo dos coeficientes & Bastante natural pois & a generaliza
¢ao majs simples do caso de dimensao finita. De fato, considere o

espago vetorial = munido do produto internc usual

-
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N
z|y) = .y, 2 = {2, see. s = R T IR
(| ) jzl Yy (e seenmy)y v = (g ¥y
. h
Dada uma Base ortcgonal Vyaee sty de I, podemos escrever
qualquer vetor = € =" como uma combinag¢ac linear dos vetores da
base
’ N
2 = a.v
jél J d
R=1,....0,

e, como a base & ortogonal, cbtemos, qualquer que seja
2
(,xlvk} = ak(vkgvk) = ak”vk“ .

Portanto a projegao ortogonal do veter x na reta que tem a diregao
v

Yk k
de v e exatamente a,v, = [m | ————J
k k" T2l 1T2gll
1
i
i
|
v
k
0 — a,
(2% Kk
Fig. 1

0 conjunto {¢ : n > 0} U {wn: n > 11  faz ent3o o papel de uma "ba
se" ortogonal para o espagoe X, embora nio seja de fato uma base

do ponto de vista da Zlgebra Tinear.
Podemos reescrever a s@rie de Fourier em senos e cossenos de
uma maneira diferente, usando exponenciais complexas: substituyin-

do as expressoes

CDS't:'_—E——, Sent———z—

em (2.3), obtemos
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X 2
slpszl = 1 o/
nw=°
onde
aﬂ
ey < _2"3
an-ibn
(3” = 5 » n 3 1,
a +ih
e = L Bop > 1
- 2 -
Denotaremos o coeficiente complexo ¢, por f(n), n EZ A 1)
rie
FR- .
“ in o}/
sifsel = 1 Fmyet™ (2.4)
N= -

8 chamada a foama compfexa da sé€rie de Fourier de f.

Podemos também olhar a forma complexa como expansaoc em  uma
"hase" ortogonal: o espago X, das fungies [:[® =+ & com partes
real e imagindria em X & naturalmente um espago vetorial complexo
munido do produto interno

%
ey = | s=)7TETa (2.5)
-
e as fungoes &, (z) = emnﬁm/k, n e Z, estdoem X, e satisfazem

as relagoes de ortogonalidade

2% se 7
{¢,12,) = , (2.6)

u
3

0s coeficientes complexos sao entao dados por
~ 1 % -inmx /L
fin} = 5 { flz)e dx (2.7)
-]

A convergencia da série complexa & considerada, em geral,
no sentido de "valor principal®, disto &, considerando-se

nooa ,
Tim 3 F(k)etkTE/E
o R=-=7

H




97

uma vez que

TkTx /g %

T A - i [ +b h”]-
k=—nf( Je = 4 R kcos(—r—) kse"( K

E evidente que as formulagdes real e complexa s30 inteiramen
te equivalentes e & uma questao de gosto qual usar em se tratando
de fungoes reais. A forma complexa &, de certa maneira, mais sim
ples e precisaremos de uma fun¢ao complexa auxiliar na demonstracio
do teorema de convergencia pontual, de modo que trabalharemos com
fungoes tomando valores complexos.

Comegamos supondo que a fung¢do f era continua s& para fixar
as fdéias mas isso n3o & necessirio. F bastante comum trabalhar com
fungbes seccionalmente continuas, isto &, fungdes que tem um ndmero
finito de descontinuidades em cada intervalo finito e todas as suas
descontinuidades s3ao de primeira ordem, ou seja os limites laterais

Flzg) = Vim plz), fl=y) = lim f(z)

z¥e wbxy
existem e sdo finitos qualquer que seja x; E IR.

Existem outras condigbes possiveis {mais fracas) para o estu
do da convergencia pontual (veja, por exemplo, ¢ teste de Dini em
[8]) mas as fungBes seccionalmente continuas s3o suficientes para a
maior parte das aplicagdes. Observamos que, de gualquer maneira,
a demonsiracdo do teorema de convergencia pontual que apresentare
mos pode ser adaptada para situac¢Ges mais gerais (veja [ﬁ])

Denotaremos por ¥ o espago vetorial complexo das fungoes
FiIR =+ ¢ seccionalmente continuas e periddicas- com perfode 22. €
claro que podemos definir (f£lg) como em (2.5) para Fi,g em Y, no
entanto (.|.) nao & mais um produto interno mas apenas uma fonma
sesquilinean positiva, isto €, & linear na primeira variivel, (flg)=
TeTF7T e (7]£) 20, f,g9 € Y. A Gnica propriedade de produto in
terno que falta & que podemos ter (FIFY = 0 com Ff# 0: tome, por
exemplo, a fungao F que vale 1 em todos os pontos da forma k , k6%,
e vale 0 nos outros pontos. E clarc que a falta dessa propr1edade
nao invalida os nossos cdlculos formais feitos anteriormente e po
demos definir, para qualquer f € Y, a série de Fourier de f como
anteriormente. T |
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Toda forma sesquilinear positiva satisfaz a desigualdade
de Cauchy-Bunyakowski Schwarntz (*) (desigualdade CBS).

[ (rig)t < Ielligll

onde ||A| = Y{FIF). A fungao f € rr——[ifl & uma semi-noxma em
x, isto &, & uma fung3o n3ao negativa que satisfaz a desigualdade

triangular

| r+gll < il + gl

e |Iafll = |allifll, quaisquer que sejam f,g €Y e A € €. A de
monstragdo desses fatos & padrdo {igual ao caso de produto inter
no}. Uma outra propriedade importante € a generalizagao do feoxe
ma de Pitagoras:

2 z
(Flg) = 6 = sl = Il +lgll”.

Uma propriedade geométrica importante das série de Fourier
& que a série truncada di a "melhor aproximagiio possivel” de [ em
certo sentido: se Yyuu e o espago vetorial gerado pelas fungoes
¢n, N<n<M,N,MNE€Z, entioa “projegao ortogonal" de FEY
em ¥y g sya serie de Fourier truncada. Mais precisamente, se
f e¥, entido

Mo M
lr - 1 fmell <lle - ) el

quaisquer que sejam os numeros complexos I ¥ <n <M alem dis
so a igualdade vaie se e somente se f(n) = e, para todo n tal

que N <n <M, A demonstracdo & bastante simples: considere a
fung3ao auxiliar
M o~
g=F- 1 flnm)o;
n=n :

{+) Cauchy provou essa desigualdade para ¢ produto interno usual em
{1821} e Schwartz provou o resuitado no caso de produte interno definido
por fntegrais {1885); no emtanto esse Ultimo case j3 havia aparecido ante
riormente em um trabalfic de Bunyakewski {1859). Veja [9], pag. 16, .

¢
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usando as relacdoes de ortogonalidade (2.6) e a definigao de

§ (2.7), & facil ver que g & ortegonal a ¥ “aplicando o teo

WM
rema de Pitagoras,
3 f o= VoG e |1
- = + n} = ¢ 5 =
17 - 1 epndl =le v LGl ey
M ~ 2
Wt ¢ 310 = e Nl 2
n=y
> gl

e & claro que a igualdade vale se e somente se f(n) = e, para to
do » £€ Z satisfazendo N < n <M.

Uma outra propriedade importante & a desdiguafdade de Bessel:

4o
P

2 'l 2
LR < el

= -0

A demonstracgdao também & muito simples: se N,M € Z, expandinde e
usando as relagbes de ortogonalidade (2.6), obtemos

2
I

¥y 2 2 L/
0 <ls- 1 Fmeft =Nl -2 T 1A

1) n=
portanto

¥
Mo 2 1 2
PEO) <57 Mells (2.8)

n=N

como toda serie de termos positivos limitadas € convergente a  s@

+o 2
rie I If{=) converge e, tomando o limite quando M + 4=, ¥ » -

-t

em (2.8), obtemos a desigualdade de Bessel, qualquer que seja fFEY.

Observaczo. A forma real da desigualdade de Bessel @&

&y by 2 2 1 2
G s s el
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Un corolario imediato da desigualdade de Bessel, que g fun
damental na demonstrac3dc da convergéncia pentual das séries de Fou
rier, & o chamado fema de Riemann-lebesgue: se f 6 ¥, entdo Fn)>0
quando |n] -+ +o.

§3. Convergencia Pontual das Séries de Fourier

Nessa secio demonstraremos ¢ seguinte teorema:

Teorema: Se f € Y @& diferencial, a menos de um numere finito de

pontos, em cada intervalc aberto e se f! e seccionalmente con

tTnua entdo, para todo =z, € I8, a série de Fourier de f no pon
1 + -

to xz, converge para — Tret) + fla)].

Yamos demonstrar primeiro o teorema em um caso bem simples.

Lema: Seja f como no teorema e suponha que f & continua em & =0
com F£(0) = 0. Ent3o & série de Fourier de f na origem converge
para fF(0), isto &,

+eo ~
I Ffln) = 0.

==

Demonstracao: Yamos definir uma fungao auxiliar complexa

;ZF%%%lj—; se m#0,x 6 1—2,2)7
glx) =
-7%

- sty se x =0

glet22) = g{z), « E IR.

Note gue ¢ tem limites finitos quando = %0 ou = +0

ey = v (M2 m ] - e Lt
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E claro ent3o que g € ¥ e portanto, pelo lema de Riemann-Lebesgue,
g(n) + 0 quando [m| » +=. Por outro lado,

. 9 X inw . .
Ay = o f . gle) ("™ /Py Ry o G ni1yg(n)

portanto

v
I fln) = G(-#-1) - §(¥) > 0 quando ¥,# + +o,

==l cqd.

Esse caso simples implica o teorema geral. A idéia da demons

tragao & ir transformando a funcde F até obter uma outra funcao
que satisfaga o lema {veja Fig. 2)

4

b by + ey

g(&)=F(Tg+2) - 3
A
/ﬁm)ﬂ;(—m) se x £ 0
-1 2 2
: [l bl f(x) =
L// \\G ] se =0
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Demonstracao do Teorema. Defina as funcdes auxiliares

Flahy o+

glx) = flotag) -~ ———

gifligilfl se x ¢

R{zt 28) = 2{x)

Como f e f' s3o seccionalmente continuas,

g' (e portanto % e k') sac seccionalment
+ -

a (07Y + 2(0)Y =0 e Rk e conti

pcrtanto, pelo lema, a sarie de Fourier de
ra zero, Por outro lado,

Py = L7+ E(-1)

logo
¢ N N R
PoMm) = ) 9(n)
n=-N =
e portanto, tomande o limite guando ¥ + +w,

+o ~
y gln) = 0.

=—o

Em relacio & fungao [, os coeficientes de

~ intx, /L
f(n)e
g(n) = + -
~ Flag }+5F ()
£0) - ————
e portanto
v N n inﬁxojl
Poogln)= ] fin)e -
== 1=

\

Fley)

2

0, = 6 [,

& facil ver que g €
e continuas. Por cons
RO) = O
R na origem converge pa

g sao dados por

se » # 0
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Tomando entao o limite quande ¥ -+ +«, obhtemos
+eo - tnwz 1 _,
T Flwde 07 =5 [rlay) + fle,)]s
Y=o
cqd.

Como observamos anteriormente, podemos mostrar a convergéﬂ
cia pontual da serie de Fourier com hipoteses mais fracas; no en
tanto, € importante notar que a continuidade da fun¢ao nas dmplica
na convergéncia pontual da série (veja [13; I1.2.1]). Mais do que
isso, & possivel mostrar que, dado gqualquer conjunto E de L medida
nula {por exemplo, qualquer conjunto enumeravel) em [F5.2] existe
uma funcio continua cuja serie de Fourier diverge em todos os pon
tos de E ([13; I1.3.4]). Para maiores detalhes sobre cenvergen
cia pontual, veja as secgoes II.2 e II.3 de [13], o canitulo 10 de
[7] e as referéncias ali contidas.

Mesmo que a série de Fourier de uma fungdao £ divirja em um
ponto x, pode ser possivel "soma-la" nesse ponto de outras wmanei
ras. Uma dessas maneiras & atraveés das médias arjtméticas: defina

inwm/z

I flne
In]<w

SN(f‘aa:)

N
sylfia) = @y L8, (5ia)s
L

dizemos que a s@rie de Fourier & somavef no sentido de Cesdro no

ponto z se existe Tlim GN(f;E}. No caso em que a série converge, -
ot

ela & somavel no sentido de Cesdro e

Tim S (fiz) = lim Ou(fi2).
N deo ¥ ¢ Nsteo ¥

Vale ent3o o teorema de Féjer: se fEY, a serie de Fourier
de f & somavel no sentido de Cesiro e

lim  oy(fix) = > [rte™) + £l=7)]s
Neston
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além disso QN(f;-) converge uniformemente para f em todo interva
o fechado I que n3ao contenha pontos de descentinuidade de f. Des
sa forma, mesmo que a serie divirja, ela ainda pode ser usada para
calcular a fungao!

0 conceito de somabilidade no sentide de Cesaro & muite im
portante e existem uma série de resultados (os chamades teoremas tau
berianos, em homeragem a Tauber que proveu os primeiros resultados
desse tipo) que ddo cendigbes para que a convergencia no sentido de
Cesaro implique em convergéncia pontual. Para uma discussao de soma
hilidade no sentido de Ces3dro e aplicagoes, veja o capitulo 6 de
(7.

Existem outros conceitos de somabilidade, como por exemplo
somabiltidade no sentidc de Abel, que estd retacionada com o  impor
tante nicleo de Poisson, que por sua vez liga a teoria de series
trigonométricas com a teoria de fungdes analiticas {cf. M1g]y. para
um tratamento abstrato e bastante geral de somabilidade, veja o pri
meiro capitulo de [13].

§4. Outras Nocoes de Convergencia

Nessa secdo supomos um conhecimento basico do leitor sobre
integral de Lebesgue, o leitor que nao estiver familiarizado pode
r3d substituir o espago P ([-2,2]) pelo espaco de fungdes continuas
com & norma

L 1/p
I#l, = || 1se)Pa] T, e <
-2

{exceto, & claro, no teorema de Riesz-Fischer). Discutiremos con
vergencia uniforme, convergéncia em P e convergéncia em quase

toda a parte {q.t.p.}.

Para fun¢bes sem descontinuidade a convergencia uniforme
(convergéncia na norma do sup) & facil de provar. Suponha que F e
F' est3ao em Y: entdo a série de Fourier de f <converge unifor
memente para fF em todo intervalo fechado que naoc contenha pontos
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de descontinuidade de fF. A demonstracdo nao € complicada: inte
grando por partes obtemos F'(0) =0 e, se »n #£°0,

finy = 2 Frim);
usande entao a desigualdade de Cauchy (CBS) para o }RZN e & desi
gualdade de Bessel,
P A f) 2 Y L e
il e Dhrs b el
3 [7]=1
1 t
~ ,Q, N -I 'y Fid A~| 2_2
<o 20y T 1 e <
- e
n1=1 "7 Cn=
. 1
~ ‘/2 oo 1 2 .
<1ifon £ (1 ) e,
n
n=1
onde ”.Hz g a semi-norma utilizada anteriormente, isto &,

2 4 2
iA1= [ e .

0 teorema segue entdo do teste ¥ de Weierstrass {[3], [8]).

A convergencia uniforme & convergencia na norma  infinito
(norma do sup); no entanto essa convergéncia s6 & garantida em ym
espago menor que Lw([}z,z]), de fato menor que o espago de fun -
goes continuas. A situacBc & diferente no caso da norma quadritica
(norma z%): o espago L( [=%,2]) &, do ponto de vista geométrico,
0 espago mais natural para o estudo das séries de Fourier. £ possi
vel mostrar que se £ & L°([-2,%]) ent3o a série de Fourier de f
converge na média quadr3tica para s, isto &,

% . .
[ |Flx) - ) f(n)ezn“m/2|2dx + 0 quando ¥ + +ey
-% |n|<w

alem disso vale a identidade de Parsevafl
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1 * 2 te a 2
w | l@lte -] Fel (4.1)
-4 =~
e, mais ainda,
1% m o =
7| S = 1 Fmgie. (4.2)
-8 H=—oo
quaisquer que sejam f.,g € Lz{[~£,{}}. 0 que torna 0 espaco

2 - - .
L ([-%.%]) GUnice no que se refere ao estudo das s€ries de Fourier
8 a caracterizacdo completa das fungoes em r? pela sua série:

. . - 2 + -
Teorema {Riesz-Fischer): Dada uma sequencia {cn} “ de numeros

—co

complexos satisfazendo

+o 5
) |cn| < @y,
n=—co
. —- . 2 ~
existe uma unica f € Z ([~2,4]) tal que gF{n) = e, para todo
n € Z,

Observagao: 1. A unicidade no teorema de Riesz-Fischer & no sentido
2 . —_ . - . - ~

L, isto e, como classe de equivalencia de fungoes: como fungio,
esta determinada em quase toda a parte.

2. Devido 3s identidades (4.1) e {4.2), muitos autores
definem o produto interno em 1*([-¢,z]) por

2
{Flg) = §% f—i Fle)g (2 )de

denotaremos o espago r® com esse produto interne por Lz(Eg,@, %%L

Vamos denotar por o2 = 22(2 } o espago das sequéncias com
plexas {e : n & Z} com a propriedade

+ oo

o < s
I e, l" <o
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entio &° & um espaco de Hilbert com produto intqrno
({e,}[{d,N = I ed,.

0 teorema de Riesz-Fischer, (4.1) e a linearidade da integral mos
tram que a transformada de Fourier

2

Fop® (4,4, &)— 2

= {J?(n)}neza

& uma isometria Jinear sobrejetora, Tsto &, um operador unitario.
{(Para uma apresentagdo elegante da teoria 1%, veja o capitule 8,

vel. I, de [7].}

A situacdo no caso P, p #2, 1 <p <=, & bem diferente.
Como o0s espacos LP([}g,g]) est3o encaixados e o lema de Riemann-

‘Lebesgue & valido em r'([~z,£]) podemos definir Ff = ; para qual

quer £ € zP([~2.,4]) e FE€ e, = ¢,{z), o espago das sequéncias
complexas {e: n6& Z} tais que ¢, - 0 quando |n| » +o. No en
tanto, a caracterizaglo das sequéncias em ¢, que estio na  imagem
de 7 sob F & um preblema complexn. No case p =1, por exem
plo, existem algumas condigbes necessarias e suficientes mas s3o t3o
complexas que & extremamente dificil aplici-las em um caso concrets
(cf. [7; 2.3.10]).

Sobre convergéncia na norma LF, se 1<p<e e peif(n,6]),
entaop a série de Fourier de Ff converge a f na norma I?, isto @,

LT/ dx » 0 quando N+ +oo,

3 -
[, lre - 3 foe

Esse resultado & falso para p = 1. No entanto, se f e f]og+|f|
estio em L' ([-2,9]), a série de Fourier de f converge a F nanor
ma L' ([7; vol IT, 12.10], [13]).
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A convergéncia em quase toda a parte (q.t.p.g & mais delica
da. Em 1915 Lusin colocou o seguinte problema: a condigdo Zlcn12<m
implica na convergéncia q.t.p. da série zaneinx? Em outras pala
vras, a série de Fourier de uma fungao . converge g.t.p.? E na

tural perguntar, mais geraimente, se a série de Fourier de uma fun

¢do em rP([-%.,%]) converge q.t.p., 1} < p < =. Durante meio sécy

1o a comunidade matemztica fez um esforco enorme para responder es
sa pergunta. Em 1926 Kolmogorov mostrou a existéncia de uma funcgao
em Ll([fﬂ,w]) cuja série de Fourier diverge em #£odos 03 pontos,
respondendo assim negativamente o case p.= 1, mas sg em 1966 e
gue a pergunta original de Lusin (p=2) foi respondida afirmativa-
mente por Car!eson Eﬂ Esse resuTtado foi genera11zado em 1968
por Hunt [}d} e 0 caso geral f1cou corhecido como o teorema de Car
leson-Hunt: se 5 & tP([-2,21), 1 < p < =, entdo.a série de Fou

rier de Ff converce q.t.p. para f. A demonstragao & longa e bas

tante cemplicada (veja [17], [12] e [1]).

§5. Comentarios Fimais

Em um primeiro contato com séries de Fourier, parece-nos ra
zodvel perder um pouco de generalidade em prol da simplicidade, e

por essa razio desenvolvemos a teoria basica para fungoes seccional

mente contTnuas. £ interéssante observar como, por exemplo, a de

monstragdo do lema de Riemann-Lebesgue fica simples nesse caso (com

pare com .a demonstracio em [8]).

Apesar de apreseniarmos uma demonstracgao -de convergéncia pon
tual sem usar o nicleo de Dirichlet, achamos importante a apresen

tac3o, mesmo que rapida, desse niicles, assim como a introdugcao  de
convolucdo, do nicleo de Féjer e, se possivel, nlicleos de Dirac (ou
identidades aproximadas). Como observamos na introdugdo, parece-nos

natural introduzir o nicleo de Dirichlet junto com o nicleo de Fg

jer e a discussao de somabilidade no sentidc de Cesaro.
Sobre a bibliografia, observamos que a lista de referencias
ao final dessa nota estda longe de ser completa e foi feita visando

uma diversidade de tGpicos que podem ser abordados em varios niveis.

~r.
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Em um nivel elementar, [14] contem uma boa introdugdo as sé&
ries e transformadas de Fourier. A organizacac segue de certa forma
a histdria da an@lise de Fourfer e o autor procura transmitir ao lei
tor "um pouco do excitamento e entusfasmo que imbuiu as centenas
de matematicos que contribufram para esse capitulo notavel da anali
se' [14]. Ainda em um nivel elementar mas em um estilo bastante
diferente, [4] &, no nosso entender, muito Util em um curso de gra
duagdo, principalmente no que se refere a resultados de analise clas
sica.

Para uma visao mafs ampla de analise harmonica, recomendamos
fortemente [17] e os artigos em [2], especialmente o belissimo arti
go de Zygmund sobre a histdria de séries de Fourier.

Para cursos mais avancados ou o estudo de tdpices extras, re
comendamos [6], [7], [13] e [15]. O Tivro de Dym e Mackean 6] tem
uma secao sobre sérfes de Fourier em dimensdes maiores (veja também
o Gltimo capTtulo de [16]); o capTtulo quatro, sobre séries de Fou
rier e integrais em grupos, & bem interessante - nele sio estudadas
as autofungoes do laplaciano, harmGnicos esféricos, SD(3) e SL(2,R).
Sobre andlise harmonica em grupos abelfanos lecalmente compactos,
o 1ivro do Rudin [15] contem um bom tratamento. Os livros do Edwards
[7] contem praticamente tudo que foi feito ate 1966, incluindo o
trabalho do CarTeson; & uma excelente referencia e um prazer de
ler. Finalmente, Katznelson [j3] faz uma teoria de forma abstrata
que pode servir muito bem como um texto de introduc3o 3 anilise har
monica abstrata (para alunos com conhecimento de integral de Llebes
gue e um pouco de analise funcional); vale a pena observar que a
teoria de somabilidade abstrata desenvelvida foge no inicio (§1.2)
pode ser adaptada — em espagos concretos, & claro — para alunos com
um conhecimento Bbasico de anilise. '
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