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0 estudo das folheagoes (ou estruturas folheadas) comegou
nos anos 40 com os trabalhos de Ehresmann e Reeb.

Mas o que & uma folheagao?

Consideremos uma equacgao diferencial ordinaria P(x,y)dx +
+ @(x,y)dy = 0 tal que P e & nao se anulam simultaneamente e
tém derivadas parciais continuas. Sabemos que em cada ponto do pla
no passa uma unica curva, solugao da equagac, e as solugoes satis
fazem 2 seguinte condic¢ao de regularidade, conhecida como teorema
do fluxo tubular: "Cada ponto tem uma vizinhanga na qual estad defi
nida uma mudanga de coordenadas, tal que nas novas coordenadas (u,”)
as solugbes da nossa equagao sac as retas u = cte,", Temos entdo
o plano decomposto em curvas satisfazendo @ condigdo de regularidg
de acima, Uma tal decomposigio @ o que se chama uma folheagdo do
plano.

Esta definigao de folheagac do plano se estende facilmente
a superficies. Por exemplo, no cilindro 2t +y? = 1, os circulos ho
rizontais constituem uma folheagao, as retas verticais constituem
outra.

Aqui ja surge um dos problemas mais estudados em folheagoes:

Em que superficie ha folheagces?

' Este problema equivale a saber em que superficies ha campos
de linhas tangentes sem singularidades. Para superficies compactas,
s0 ha duas: o toro (camara de ar de pneu) e a garrafa de Klein,
gue n3o & orientdvel e ndo pode ser mergulhada em Z2°.
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Se considerarmos agora superficies de dimeqsﬁo n > 2, po
demos definir folheagio de dimensao g < = (ou como se diz usual
mente de codimensac =n-g) como uma decomposicao em  superficies
de dimens3o ¢, chamadas fcfhas, satisfazendo a condig@o de regu
laridade: "tedo ponto tem uma vizinhanca na qual estda definida uma
mudanca de coordenadas tal que nas novas cocrdenadas (”1"'“n) as
folhas sac dadas pelas equagbes u, = cte., u, = cte.,...n = cte.

Exemplo: considere os grafices y = 12 + &, definidos pa

ra z € (-1,1). (Figura 1.) Girando esta f}gﬁra em torno do el
¢ y e completando com cilindros co-axiais, obtemos uma folhea
¢io de R° com folhas que sio topologicamente planos e cilindros.
(Figura 2.}

Fig. 1 Fig. 2

A existencia de folheacbes em superficies compactas de 'di
mensae maior que 2 & um problema que tem ocupado muitos topologos
ao longo dos anos, Reeb em 1944 construiu uma folheacdo de  dimen
sao 2 (codimengdo 1) na esfera §° (esfera do ). B

O exemplo de Reéeb, fundamental para o desenvolvimento da
teoria, & suficientemente simples-para poder ser descrito aqui.
Em primeiro lugar vamos construir uma folheac3s no toro selido,

tangente ao bordo.




Se pensamos no toro como uyma camara de ar, toro sglido & a
camara e mais 0 ar que esta dentro. Basta tomar o cilindro sclido
da Figura 2, cortar pelos planos,

¥ =1 ey =-1 e ddentificar
as bases para formar o toro solido. {Figura 3.) As folhas

sao
como cobras engelindo o préprio rabo.

Fig. 3

Agora o pulo do gato: tal como, se colarmos 2 discos pelas
fronteiras obtemos a esfera §° do R°, se colarmos 2 toros soli
dos pela fronteira, obtemos a esfera S° do E*, Nio g dificil
acreditar niste. Do mesmo modo que removendo um ponto de s e
abrindo, obtemos RZ, removendc um ponto de 5% e abrindo, obte
mos R3

Vamos enon pegar o r® com o nosso torc sblido 13 mergulha
do e recompor o s® acrescentando o ponto do infinito, Temos as

" 3 . 3
sim nosso toro dentro de S . Agora vamos remover de 5 um pon

. . . -~ 3

to que estava originalmente dentro da camara de ar. Obtemos R,
com um toro dentro, $0 que houve uma inversido de regices: 0 que
era dentro agora & fora e o que era fora, passou para dentro. Ou

seja, 0 exterior de um toro solido em Ra, fica o interior de um
outro toro solido quando acrescentamos o ponte do infinito para ob
ter &°.

Observe que 0s circules ¢; e C; tém propriedades distin
tas quando olhamos por dentro ou por fora, No Tade de dentre, o cjr
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cule €, pode ser defermads a um ponto e o €, QEO pode. Ne 1la
do de fora & ao contrario, Por isso dizemos que a colagem dos 2 to
ros sdlidos & feita paraleio com meridianc e meridiano com parale-
lo. '

Este exemplo de Reeb levantou o problema de saber se toda
folheagas de codimensac 1 em superficie compacta de dimens3o 3 tém
obrigatoriamente uma folha compacta,

Esta pergunta foi respondida por Novikov em 1964, quando
foi mestrado que se o ambiente & uma superficie com grupo funda
mental finito (como a esfera Sa) entdo existe uma foiha que & um
toro, o qual & fronteira de um %foro solido folheado como no exem
plo de Reeb. Um tal toro sdalido, ate hoje chama-se "componente de
Reeb".

A série de trabalhos de Novikov nesta época féz com que no
Congresso Internacional de Matematica de 1970 ele fosse um des
ganhadores da medatha Fields.

Alias, este n3o & o unico premic assaciade as folheagtes.
Em 1975, B. Lawson recebeu o Steele prize da American Mathematical
Society por seu artigo Foliations, Bull, A.M.S, (1974) e no 0G1ti
mo congresso internacional dois dos ganhadores da medalha Fields,
(W. Thurston e A. Connes) haviam dado importantes cuntribui@ﬁes a
area.

Apos varios resuitados parciais do tipo: a superficie X
nao admite (ou admite) folheac3do de codimensdo v, em 1976,
W. Thurston mostrou que se uma superficie de dimensdo »n admite um
campo de vetores tangentes sem singularidades, entao ela tem uma
folheagdo de codimensdo 1. Em codimens3o maior o problema continua
aberto.

No Brasil a atividade nesta area nao & recente. Em 1957
no 1¢ Coloquio Brasileiro de Matematica, 6. Reeb deu um curso s
bre folheagoes cujas notas, redigidas por Mauricio Matos Peixoto,
e pubiicadas pelo IMPA, constituem o primeiro texto de caridter di
datico-espositorio sobre o assunto,

Em 1965, Elon Lima deu importante contribuicdoc ao demons
trar gue nac existem campos comutativos Jlinearmente independentes
em todo ponto, tangentes 3 esfera s°.




Em 1971, no Simposio Internacional de Sistemas Dinamicos
organizado pelo IMPA em Salvador, foram apresentados varios traba

Thos sobre folheagbes (aztas publicadas em 1973 pela Academic Press).

Em 1973, G. Joubert, da Universidade de Dijon {Franga}, vi
sitou a Universidade Federal Fluminense e deu um curso sobre fo
lheagbes, cujas notas mimeografadas nao foram infelizmente publica
das.

Em 1974, Paul Schweitzer (PUC/RJ) resolveu a chamada "con
jectura de Seifert", construindo uma folheagao em Sa, de dimen
sao 1, sem folha compacta. ‘

Em 1976, houve duas reunioes internacionais no Brasil onde
se apresentaram trabalhos sobre folheagoes. Em janeiro, a Escola
de Topologia, na PUC/RJ, cujos temas principais foram classes ca
racteristicas de folheacaes e cohomologia de Gelfand-Fuks (classes
caractersticas sio invariantes de topologia :algébrica que  podem
ser associados a folheag¢Des}; em julho a 38 £5cola Latino-America
na de Matematica, no IMPA cujos temas principais foram Topologia
¢ Geometria. Nesta, Paul Schweitzer deu um curso sobre folheagoes
cujas notas também nio foram publicadas. Ambas as reunides tive
ram atas publicadas na colegao Lecture Notes in Mathematics, da
Springer-Verlag, sob os nQs., 652 e 597 respectivamente,

Finalmente em 1977, €. Camacho e A. Lins Neto deram um cur
so no 119 Caldquio Brasileiro de Matematica, cujas notas publica
das pelo IMPA, como ocerre com muitos cursos de Coleguio, consti-
tuiram a versao preliminar do livro Teoria Geométrica das Folhea
¢oes publicado em 1979.

Recentemente foram publicades no exterior 3 livros sobre o
assunto, que vem se juntar ao de B. Lawson de 1977 (Lecture on the
quantitative theory of foliations, publicado pela American Math.
Society). Sao eles: Introduction to the gecmetry of foliations
de G. Hector e U. Hirsch (Vieweg 1981), Differential Gedmetry of
foliations de B. Reinhart {Springer-Verlag 1983), Feuilletages-
Etudes Geametriques de €. Godbillon {Universidade de Estrasburgo
1983). Todos eles entretanto exigem do leitor uma maturidade mate

matica e, € claro, refletem o0s interesses bastante diversos dos
Seus autores,
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Acredito que, pela clareza da exposigac, feita em nivel ele
mentar (afinal um curso de {oldquio n3ao & para especialistas) 2 pe
la escolha dos topicos, enfatizando folheacdes de codimensdo 1, o
Tivre de César Camacho e Alcides Lins ainda &, de longe, o mais ade
quado para um primeiro coniatoc com as folheacdes. Ac final de cada
capitulo s@o apresentadas sob ferma de notas, resultades interes
santes, relacionados cem o que se acabou de ver, mas nao necessé
rios ao entendimento dos capitulos seguintes. Sem sentir, o leitor
vai tomando contato com uma enorme gama de linhas de pesquisa na
area. fo final do livro, 57 exercicios complementam e ajudam a fi
xagao do material lide.

Nao & a toa que a editora Birkhduser acaba de publicar sua
tradugao em ingles; afinal o interesse por este 1ivro sempre foi
grande, Eu mesmo ja enviei varios examplares em portugués a pesqui
sadores do exterior que tinham nuvido falar que ne Brasil havia
um bom Jivro sobre folheagtes e, ao me saber brasileiro, me pediam
para The conseguir um exemplar, (Mais uma vez a Europa se curva
ante o Brasil!)

A atividade na drea de folheagbes continua intensa no Bra
sil & no exterior., Alem dos métodos de Topologia Diferencial, ha
muitos resultados envolvendo Topologia Algebrica, Teoria da Medi
da, Sistemas Dinamicos, Geometria Diferencial, Anilise Real e Com
plexa.

Recentemente, C. Godbillon, um dos mais respeitados especia
Tistas na area, compilou uma bibliografia cobrindo 40 anos de fo
Theagdes, 1944-1984. L3 encontramos os nomes de E.L. Lima, C. Ca
macho, A. Lins Neto, J. Palis e C. Gutierrez do IMPA, -P. Schweitzer,
A, Whitman, J.L. Arraut, C.F.B. Palmeira e H. Browne da PUC/RJ,
A. Medeiros da UFRN, F. Brito do IME/USP e L.A. Fivaro do ICMSC-USP.
Vale observar que a PUC/RJ tem um programa de doutorado em Topolo
gia Diferencial e Algébrica, com énfase em folheagdes.

Nota da Redacdo. Ao citar as contribuicBes feitas por matematicos brasileires
a teoria das folheagOes, o autor da resenha acima omitiu o importante trabalho
de C.F.B. Palmeira (Annals of Mathematics, vol. 107 (1978) pags. 109-137), no
qual ele prova que toda folheagao deR™ (n > 3) na qual as_folhas s&o conjun
tos fechados homeomorfos a J&%-! & o produtd de uma folheagde do planc IR® pe

lo espaco euclidiano &2,




