TOPICOS PARA SEMINARIOS

. Iniciamos neste numerno esia segdo destinada a publicar
matenia pariicularmente aproprlada para discussoes em seming
ndos cu ghupos de esiudos.

DUAS NOVAS DEMONSTRAGOES DO TEOREMA DE
JORDAN-BROUWER NO CASO DIFERENCIAVEL

Elon Lages Lima

1. Introducao

0 Teorema de Jordan-Brouwer diz que se Mc IR® B uma hiper
ficie {(superficie de dimensd@o =n-1) <conexa e compacta entdo
®'-M = AUB © a reuniado de dois abertos conexos disjuntos que
tem & como fronteira comum. Isto vale para hiperficies de clas

® se baseia na

se ¢, &k >0, e a melhor demonstragac do caso ¢
seguancia de Mayer-Vietoris, um instrumento cldssice da Teoria da
Homologia. [Veja Spanier (1969), pag. 198]. Neste trabalho, dare
mos duas demonstracoes elementares deste importante teorema, supon
do ¥ diferencidvel. 0Os argumentos que empregamos fazem uso de re
sultados bem conhecidos, a nivel, por exemplo, do nosso Curso de

Andlise [Lima {1985)].

Quando # = 2, o Teorema de Jordan-Brouwer reduz-se ao "Teo
rema da Curva de Jordan", demonstrado por Camille Jordan em 1887,
na primeira edicio do seu famoso "Cours d'Analyse". [Veja Jordan
(1959}, pags. 91-99.] L.E.J. Brouwer (1910) deu uma elegante de
menstragao do Teorema de Jordan e pouco depais (1912) provou o e¢a
so geral acima enunciado. Yma anadlise bem sucedida dos argumen
tos de Brouwer permitiu a J.W. Alexander (1920) reformular e sim
plificar a prova do Teorema de Jordan usando metodos de homologia
e posteriormente {1922), num trabalho notdvel, demonstrar o chama
do "Teorema de Dualidade de Alexander", segundc o qual (em Tingua
gem atual) a cohomologia de um conjunto compacto X da esfera i
determina a homologia do seu complemente 57-x. 0 Teorema de Jor
dan-Brouwer torna-se entao um caso particular, no qual se conside
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ra apenas a homologia de dimensdo zero de 5"7-x. (No Teorema de
Jordan-Brouwer, & indiferente considerar a hiperficie # contida
ne espaco euclidiane IF® ou na esfera §° = m* U {=}.)

Hoje em dia & bastante difundida a versdo de que a  demons
tragao original de Jordan estava errada e que o primeiro a demons
trar corretamente o Teorema da Curva de Jordan foi 0. Veblen. [Ve
ja, por exemplio M. Newman (1954), pag. 205, R. Courant e H. Robbins
(1941) pag. 245, M. Kline (1972) pag. 1017.] Isto se deve a alega
goes de Veblen (1905), corroboradas por notas de rodapé nos arti
gos de Alexander acima citados. Na realidade, porém, o inico defei
to explicitamente apontado por Veblen & que Jordan admitiu seu teo

rema como valido para polfgonos. Ora, por um Tado, o Teorema da
Curva de Jordan para poligonos planos € um exercTcio a nivel de gra

duagdo. (Decomponha o polT¥gono em triangulos e use indugao no nlime
ro de trianguloes.) E, per outre lado, a demonstracio de Veblen no
caso de um poligono era incorreta, segundo foi apontado por H. Hahn
{1908) e reconhecido pelo propriec Veblen (1973).

2. Hiperficies diferenciaveis

Para facilitar o entendimento, introduziremos a seguir al
gumas nogdes bisicas sobre hiperficies, em particular o importante
conceito de vizinhanga tubular, cuja existéncia & demonstrada no
Teorema 1.

Um subconjunto ¥ c®' chama-se uma hipengicie de classe
Ck quando pode ser recoberto por abertos UcR® tais que UM
é¢ o grafico de uma fungio &: ¢, +m, de classe & o aberto
Uy c_m”—l. Mais precisamente, existe um inteire <, 1< 4 <mn,
tal que = € VYN M se, e somente se, ®, = E(x ”..,m£_1,m{+1“..,an
Nestas condicdes, a aplicagdo &: U, > Ny, de classe Ck,

dada por

¢(u'|""’un—'l) = (u1,..-,u1:_], E(u'l""’un—'l)’ u,z:l"'lu

1)

n=
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Quande » = 2, uma "hiperficie de dimensdo n" € simpiesmente uma cur
va plana. Ela pode ser compacta, como em A e B, conexa como em 4, Be (,
ou desconexa, comc a hip@rbole & = {(x, y) € B*; =y = 1}. Um segmento de
reta, como §, sG poderd enguadrar-se na definigao dada se for um segmento
aberto, isto &, desprovido de seus pontos extremos.

e um homeomorfismo de U, sobre U N M, chamado uma parametriza
cdo de classe . Uma apticagdo F: ¥ +RP diz-se de classe OF
{r < k) quando, para cada parametrizacio ¢: U,=U N Mde classe
&, tem-se Ffod: U, + P de classe (7.

Se M < " & uma hiperficie de classe Ck (k > 1) entdo,
para cada ponto =z &€ ¥, o conjunto TmM dos vetores-velocidade
w = A'(0) dos caminhos diferenciiveis X: (-8, 6) »~ ¥ com A(0)=x
constitui um subespago vetorial de dimensao =n-1 de an, chamado
0 espago velorial Tangente a M no ponto z. Para cada parametri
zagdo o¢: Uo +~ U N M, de classe Ck, com x = ¢{u,) € U, tem-se
T M = ¢'(u°)-ﬂ?n'] = imagem da transformagdo linear ¢‘(u0):1’?n_1—>12?n.

Um vetor v 6 " diz-se noamal § hiperfcie ¥ no  ponto
x 6 ¥ guando oL T.M, iste &, <v, w» =0 para todo w € TM,

Uma hiperficie M < ®" diz-se oxrdientdvel quando existe
um campo continuo de vetores normais ndo nulos wv: o +1Rn, ou  se
ja, vi(z) #0 e wu(z)L T M para todo =z €& M.
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Por exemplo, se M = f-I(C) € a imagem inversa de um valor
regu1ar{*) ¢ €& IR por uma fungdo f: U+ IR de~classe Ck (k> 1)

no aberto U ciR® entio M & uma hiperficie orientdvel de classe

c* pois grad f: M ~ " & um campo cont¥nuo de vetores nio ny
los, normais a M. {[Para mais detalhes, ver Lima (1985), pag. 168.]
Em particular, a esfera unitaria Sﬂ“1(:IRn e
. . - . n-~} _ =t . n
cie orientdvel pois g = £ (1) onde f: ®" -+ ¥
Flz} = <@, z>= a3 4...+ @2 e, evidentemente, F(z) =

=> grad Ff(=z) = 22 # 0.

uma hiperfi
& dada por
1

>

0 exemplo mais conhecide de uma hiperficie nas  orientavel
& a faixa de Moebius em IR (desprovida de bordo, para enguadrar-
-se na definigdo de hiperficie!l).

Una hiperficie M < "R chama-se simplesmente uma superfl
eie. Quande M <= im®®, diz-se que M & uma curvd.

Em qualguer hiperficie ¥ < ®B" de classe Ck {k > 1) & pos
sfvel definir tocalmente campos de classe Ck'1 de vetores nao

¥i
nulos, hormais a M. Basta considerar um aberte ¥ IR como na
definigio, definir uma fungio f: U * R, de classe C°, pondo
n
fla) = E(xl,...,mi_], w£+1,...,wn)‘m£, e tomar v = grad f: UN¥M>R",

Entdio 0 6 X & valor regular de f e UM ¥ = F'(0), Togo
0 # grad f{=) L T, para todo = & UN M.

- r . -
Se v & um campo ¢ de vetores normais nao nuloes na  su
perficie ¥ entio w = v/|v| tem as mesmas propriedades e, alem
disso, |w(x)| = 1 para todo @« € M. Llogo, naoc hi perda de gene-

ralidade em supor unitdrios os vetores de um campo normal que nun .

ca se anula. Isto simplifica as coisas pois em cada ponte da hiper
ficie hd apenas dois vetores unit@rios normais. 0 problema de sa
ber se M E ou ndo orfentivel reduz-se a poder ou nido escother con
tinuamente em cada ponto de M wuym desses dois vetores, Quando M
€ de classe C todo camio continuo de vetores unitidrias normais
v M > ®" & de classe € pois deve coincidir Tocalmente com

{x) Dizer que ¢ & valorregular de 7 significa afirmar que grad flz) # O
para todo 2 € U tal que F{z} = e.
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um dos campos <+ grad f/|grad f| onde a fungdo F, acima conside
rada, & de classe C . N

Seja ¥ = B uma hiperficie de classe Ck (k > 1), Dado
z & M, seja w» um dos dois vetores unitdrios normais a ¥ no pon
to x. Para todo » > 0, o conjunto J(x; r) = {z+tw; -» <& < r}
sera chamado o segmento aberto de centro = e ralo w», noamal a
M. Analoegamente, seu fecho J[x; r] serda chamado o segmento fe
chado de centre =« e rhaic r, wnowmal a M. Evidentemente,
J{x; ») e J[x; »] nfo dependem da escolha feita entre w e -w,

Aesfera A, o toro B, o bitoro ¢, o cilindro 7 e a_faixa de
Mpebius F sao hiperficies (1sto g, superf1c1es) em R®. As trés primei
ras s3o compactas. Se incluirmos os pentes do bordo ne cilindro e na fai
xa de Moeb1us, teremos dois cenjuntos compactos, mas ndo serao h1perf1
cies pois nao se anquadram na def1n1gao dada. Note gque a fungdo que ocor
re na definicao deveria ter por dominio um subconjunto aberto do plano.
Ao tentarmos cobrir uma parte do bordo (do cilindre ou da faixa) com um
aberto U ©R® veremos que U< M st pode ser grafico de uma fungao de
finida num aberto de um semi-pTano fechado; nunca de um aberto do planot
0 cilindro D poderia ser estendido indefinidamente nos dois sentidos e
entao teriamos uma superf1c1e em IR? que € um conjunto fechado, porem
nao compacto Ja com a fafxa de Moebius n3o podemos fazer 0 mesmo pois o
Coreldrio 1 do Teorema 4, a seguir, diz que toda superficie que seja um
subconjunto fechado em JRS deve ser orientavel, Finalmente, a figura F
mostra um cone duplo, que ndo se enquadra na definigao dada pois nenhuma
vizinhanga do ponto p pode ser parametrizada.




R

s e

94

0 lema seguinte & a forma local da existéncia de vizinhap
¢a tubular, A

Lema 1. Seja ¥ < R" uma hiperflcie de olasse ck {k > 2}. Para

cada p 6 M exdistem um nimers heal § >0 e uma vizdinhanca
aberta U' 3 p em M fals que:
1) J{z; &) n Jy; 8) =@ para quaisquer =z # y em u's
2} 0 confunto V{U') = mgy’ J(z; 3) € aberto em IR
3) T(u') nu= v

4) A aplicacd TV

6_(U') + U' = R®, que projeta  cada
segmente nermal J{zy &) ne pentc 2 & U, € de classe Ck—].
Demonstragdo. Seja ¢: Uy = U' = VY N ¥ uma parametrizacdo de clas
se Ck, com p = ¢(u,}. Em U' podemos definir um campo de ve
tores normais unitirios w: U' - R", de classe c° V., A parame
trizagcde ¢ estende-se a uma apiicagio ¢: U xR +_mn, de clas

ce ck"1, dada por  ®{u, ¢} = ¢{u) + tw(d(x)), a qual transfor

ma fsometricamente cada segmento vertical u x(-r, ») no segmento
normal J(z; r}, =z = ${u). Para cada u €& U,, a derivada
&' (w, 0): 7l xm - " 8 sobrejetiva (logo, um isomorfismo) pois
sua imagem contém o espago vetorial tangente T M = ¢'(u)-lﬁ’”'] =
= &' (4, 0)-(11?’"-] x0), =z = ¢(u), e também o vetor normal

w(x) = -33% (u, 0). Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, existe & > 0
tal que, restringinde o aberto v, 3 u, {e consequentemente
U' = ¢{v,)), a aplicagio &: U, x(-8, &) +" & um difeomorfismo

de classe -1 sobre um aberte de IRT. A injetividade de 2 em

Ug ¥ (=6, &) mostra que os segmentos normais J{x; &) = &(ux(-6, §)}),

z = ¢{u) € U', sao dois a dois disjuntos. Isto prova a afirma-
cado 1). Quante a 2}, basta observar que VS(U') g a imagem de
Uv,#{-&, 6} pelo difeomorfismo &. Para provar 3), e para uso pos
terior, notemos que todo aberte AcR® que contenha p devera con
ter um conjunto da forma VA(U“) com U" 9 p aberto em Me x >0,
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Ve(0') = 0(ux(-8, §))
Iz )

Uex{C} &

n - . U S

bilp=df > IR transforma biunivocamente o aberto Tyx(~§, §) = @A xIA

sobre ¢ aberto Vg (U'), reunias disjunta dos segmentos abertos J(x; &},
normais a M nos pontos a g U',

Basta por U" = ¢(B), onde B =B(u,;») cVUj el <ir<3i
sao tais que &(Bx(-A, A)) « A. Para que valha 3), seremos obri
gados a restringir ©U' e &, do sequinte modo. 0 aberto U'c ¥

se escreve como U' = A N M, onde 4 & aberto em IE'. Tomamos
entde U 3 p e A >0, do modo acima, com ¥, (U") < 4, Dai
resulta que ¥, (U")A¥ A0 M =y'  Mas se z' € U° pertence
a Va(u") entdo 2' € J{z":; A) para algum =" & U', Llogo 0s
segmentos normais J(xz'; A) e J(z"; X), contidos em Ve{U'),
tém o ponto =' em comum. Isto implica =' = =", donde =z' € U",
Assim V,(U") N ¥ = U". Mudando a notacdo, escreveremos

Ve{U'} N M = U'. Finalmente, se indicarmos com #: Uy % (-6, &)-U,

a projegdo na primeira coordenada, teremos m = doT o & 1, velut)~
+v'e®, logo 7 & .

Teorema 1. Scja MR uma fifperngieie de classe ¢ (k >22). Exis
te uma fungdo positiva e: M > R, de elasse €, tal que

1) Para quadsguen = # yp em M, ob segmentos normais
J{z; e{z)) e  JFly; e{y)) sdo disjuntos:
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2) 0 confunto V¥ (M) = Uo(z; e{z)) & aberto em B3
€ !

kS
3) A aplicagdo T: v (M) * ¥ cm®®, que thansforma cada
segmento noamal J(x, e(z)) no sew centro =z, & de clas
k-1 :
se C0.

Demonstragdo: Para cada p & M, seja Ve(U'} como no Lema 1. Exis
te r» >0 tal que B(p; 3r) « V6{U‘). Como foi observado durante
a demonstragao do Lema 1, existem U" = U! aberto em M, conten
de p, e x>0 tais que V,(U") = B(p; »). Entdo, quaisquer que
sejam y € Vy(U") e =z B Vg(U') tem-se |y-z| > 2» e

ly-m{y)| < 2r, logo |y-w(y)| < |y-z|. Portanto, para todo

y € Vy(U¥), temos dist{y, M) = dist(y, # N VelU')} = dist(y, V'),
Ora, como toda hiperficie & localmente compacta, nao ha perda de
generalidade em supor que o fecho J' & um conjunto compacto, con

tido em M. Assim sendo, teremos dist(y, V') = |y-q|, ¢ € U'.De
vemos ter g € V4(U') poits do contrario seria |y-7(y)| <|y-ql . Co
mo Vg{u') N M¥=1"0U, temos g 6 U'. Ora, uma aplicagdo conhecida

do métedo do multiplicador de Lagrange [veja Lima (1985), pag. 172]
diz que se |y-g| & a menor distancia do ponto y 3 hiperficie ¥
entdo (y-q) T M. Como |y-q] 2 |y-m(y)| < &, temos y€J(q; 8).
Mas v € J(m{y): &), portanto g = w(y). Assim, para cada ponto
¥ 6 V3 (U"}, sua projegae m(y) & o uUnice ponto de ¥ que torna
minima a distancia |y-z|, = 6 ¥. S$Seja ¥ a reunido de todos 0s
conjuntos abertos VA(U;) = R", obtidos fazendo variar p E M
v & um aberto de BT, no qual estd definida a aplicagdo w:V +¥,
dada por m{z) = ponto de ¥ mais praximo'de 2. Em cada aberto
VA(U") < v, ﬁk ?oincide com a aplicagdo do item 4 do Lema T, loge
€ de classe ¢ '. Se os segmentos normais J{z; o) e J{y; B) es
tao contidos em v, com =z # y, entdc J{x; a) N J(y; 8) =

= w'1(x) 0 w"](y) = gf. Definamos a fungao n: ¥ - I® pondo

n(z) = dist{x, ® -¥). Entdio n & contTnua e positiva. Usando o
Teorema de Aproximagdo de funcdes continuas por fungdes diferencid
veis, (Lima (1985), pag. 445) obtemos =: ¥ + IR de classe CX tal
que |ef(x) - % n{x)| < 30(z), o que nos da 0 < e(z) < n(z), para




97

todo =« & M. Pondo ¥ (M) = || J(x3; €(z)) vVemos que VE{M) =
z €M “

{z € v; dist(z, ¥} < e(v(2))} logo v (M) e um aberto, contido
em V. As afirmacOes do Teorema 1 seguem-se imediatamente.

VE{M) a

B
A

Vizinhanga tubular de uma hiperficie compacta (em A4). Todos o0s seg
mentos normais a ¥ saoc tomades com o mesmo raio. No caso nzo compacto,
ds vezes {como em 5) tem-se de tomar um raio variavel e: ¥ - R

0 conjunto v (¥}, definido no Teorema 1, chama-se a vizi
nhanga tubufan de nraio € da hiperficie M. Ele € um instrumen-
to de grande utilidade em questdes de Topologia Diferencial. Quan-
do ¥ & compacta, a funcdo € assume em X um nfimo g€, >0, Nes
te caso podemos tomar uma vizinhanga tubular de rafo constante, a
saber, VEU(M) = reunido de todos os segmentos normais abertos de
raio e, e centro z 6 ¥,

Indicaremos ainda com a notagdo v_[u] a reunido dos seg-
mentos normais fechados J[x; e(m)], quande x varia em M, Se
¥ & um subconjunto fechado de ®", Vs[Mq € tambem fechado pois
2 o fecho de VE(M}.

3. Como uma hiperficie de nivel separa ®R"

No teorema seguinte, a hiperficie ¥ & necessariamente um
. ¢
subeenjunto fechado de .
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Teorema 2. Seja M S IR" uma hipenficie conexa de classe Ck(k > 2).
Se exdistin uma funcde f: B + IR, de classe Cl, taf que
f_T(O) =¥ e grad f{zx) # 0 para Lodo = &€ ¥ entdo m'-M = AUB
£ a reunido de dois abentos econexos disjuntos, cada um  des quais
Xtendo fronteina iguafl a M.

Demonstragcao. 0s conjuntos 4 = {z 6 "' ; Fflz) > 0} e

B = {x € ®"; f(zr) <0} sHo abertos, disjuntos e R"-M = AUB.
Para provar que A e B sdo conexos, come¢amos observande que to
do conjunto conexo que conterha um ponto de 4 e seja disjunto de
¥ deve estar contido em 4 pois a fungdo centTnua fF ndo pode myu
dar de sinal num conjunto conexo sem anular-se. 0 campo de vetores
w: M~R", dado por w(xz) = grad f(x)/]grad f(w)l . g contTnuo,
unitario e normal a M. Seja V_(M) uma vizinhanga tubular,
conjunto P = {e+tw(z)}; x €M, 0 <% < g{x®)} & conexo pois
imagem de M x{0,1] pela aplicacdo continua (=, &) -ax+sef)w(s).
Aleém disso, P & disjunteo de M e, como gg{w} >0 para todo
z € M, temos wx+tw(x) € 4 se ¢ >0 € suficientemente pequeno.
Segue~se que P < A, Ora, qualquer ponte ¥ 6 A, ou pertence a P
ou pode ser ligado a um ponto p € P por um segmento de reta
[¥> p] = 4: basta tomar um pento p do conjunto fechado VEEM]
situado a uma distancia minima de y. (0 conjunto conexo [¥, P]
contém o ponto y € 4 e € disjunto de ¥ porque se ¢ €[y, p]N M
teriamos g € VE[Mj mais proximo de y do que p. Assim

[v» PJ =4 o que implica p € P.) Por conseguinte, 4 € conexo.
Analogamente se mostra que B @ conexo., Come toda fungfo continua
f: R"® + ® anula-se na fronteira do conjunto dos pontos onde e no
sitiva (respectivamente, negativa) segue-se que fr.4 U fr.B o M,
Por outro lTado, como toda vizinhanga de um ponto de ¥ dintersecta
ambos ¢s conjuntos 4, B, tem-se ¥ U fr.4 fr.B, Logo

M = fr.4 = fr.B.

0
&

4. 0 Teorema de Jordan-Brouwer para hiperficias orientiveis

Se a hiperficie ¥cm®™ & um subconjunto fechado do espacgo
euclidiano entaec ¥ & necessariamente orientdvel. (Nenhum exem
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plar da faixa de Moebius, por exemplo, € um subcenjunto fechado
de 1m®®.) Isto serd provado no parfgrafo seguinte, Em algumas oca
sides, entretanto, a orientabilidade de ¥ & conhecida a priori,

como por exemple no caso M = Sn-1 Nessas situagdes, a demonstra
cao do Teorema de Jordan-Brouwer torna-se mais simples, como vere

mos agora.

Algm da vizinhanca tubular, o instrumento crucial para a
prova no caso orientdvel € um teorema de C3Tculo segundo o gual
um campo de vetores v: IRT - ®", de classe ¢, dado por
v(z) = (aq{x),...,q,(x)) € o gradiente de uma funcio ¢: ® - I
se, ¢ somente se, cumpre as "condigdes de integrabilidade®
aaf/axj = Baj/ami (£,4=1,...,n). Para a demonstracac deste fa
to, veja Lima (1985}, pag. 218.

-

Teorema 3. Se a hiperngieie ¥ © R", conexa, orientdvel, ¢° &
um subconjunto fechado de R’ entio existe uma funcde f: B" + IR,
1

de classe ¢”, tal que M = FT(0) e grad f(z) # 0 para todo
x € M.

Demonstragdo: [Lima (1986 a)]. Seja A: R - IE uma fungdo C°
tal que A(0) = 0, A'(t})> 0 quando -1 << 1, Aa(t) =1 se
t>1 e A(t) = -1 se ¢ < -1. Em seguida, seja VZE(M) uma vi
zinhanga tubular de M. Fixando de uma vez por todas_ um campo
continuo (portante ¢°) de vetores unitirios normais w: ¥ > I&",
os pontos de VZE(M) se¢ escrevem, de modo Unico, como y=z+iw(zx),
com =z =m(y) 6 ¥ e |£] < 2e, Definamos uma fungae g: VZE(M)+1R
pondo g(y} = A{ft/e(x)} para cada y = 2 + tw{z). Come = = u{y)
e £ = <wlw(y)), y-m(y)>, vemos que ¢ & . Alem disso,

M= g"1{0) g agora mostraremos que grad g{x) # 0 para todo xEM.
Com efeito, indicande com d/dt a derivada em relagao a %, to
mada no ponto ¢ = 0, temos:

<grad g(x), w{z)> = E@E glmrtw{z}) = _EZ_ _A'Y(0)

t
de A(s'(—Tx) T TGT > 0.

Temas atnda g(zttw{x)) =1 se =s{z} < ¢t < 2e(x) e glotw (x))=-1
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se -2e(x) <t < -e{z). Seja v: B -+m'o campo de vetores dgual
a grad g em VZE(M) e igual a zero em IR = v [¥]. Como estes
conjuntos sao abertos, segue-se que v B . Ev1dgntemente, v ocum
pre as condigdes de integrabilidade. Logo existe uma fungao

r: 7 - ® (necessartamente ¢*) tal que graf f = v. Somando uma
constante a f, se necessario, podemos admitir que f(z) = g{x) pa
ra todo @ em  V,. () pois neste aberto conexo f e g tém o mes
mo gradiente. Resta apenas provar que fly) # 0 para tedo y £ M.
Isto & claro se y € VZE(M)' Se, entretanto, y ndo perience a
esta vizinhanga tubular, consideremos um ponte p do conjunto fe
chado VE[M] tal que |y-p| < ly-z| para todo = & v_[#]. Eviden
temente p € ¥ de modo gue Ff(p) # 0. Alem disso, o segmento de
reta [y, p] & disjunto de V_(¥) logo v = grad f se anula em
todos os pontos deste segmente, donde Ffly) = Flp). Assim f{y)}#0.

Para tentar cgmpreender como funciona o Teorema 3, no casp n=2, subs
tituamos o plano IR pela superficie do tore 7, Em 7, cons1deremos )
meridianc M, cue fard o papel da hiperficie. Seja ve(#) a vizinhanga
tubular de ¥ em T, formada por pequenas arcos de para1e1os, de comprimen
te 2& e centro num ponto de M. Nenhuma fungao g: Ve(¥) » R, que SE
ja igual a € num dos circulos que formam o bordo de V. (M) e 1gua] a -
no ouire, estende-se continuamente a todo o toro sem anular-se em algum_ pon
to fora de ¥. Isto segue-se do conhecido Teorema do Valor Intermedidrio,
pois I-M & conexo. Neste exemplo, o campo de vetores v, construido na
demonstragao do Teorema 3, pode ser definido em T mas, embora cumpra as
condigoes de 1ntegrab111dade ndo & gradiente de nenhuma fungdo fF: 7~ R,

Corolario. Seja ¥ RE" uma hipenflcie ¢ conexa, ordlentdvel, que
Z wn subconjunto fechade de IR". 0 compfemento IR'-M possui duas
aomponentes conexas, as quadls £@m M come gronteira comum, (Teonre
ma de Jondan-Brouwer para hiperfZedies orient@veds ¢ .)

5. OQutra demonstragdo do Teorema de Jordan-Brouwer

Neste paragrafo, cuja leitura nio depende do anterior, dare
mos uma demonstracao do Teorema de Jordan-Brouwer na qual ndo supo
remos que a hiperficie ¥ seja orientivel. Pelo contririo, aoriql
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tabilidade serd obtida como consequéncta de ¥ ser um subconjunto
fechado de IR'. Nossa demonstragdo utiliza um pnocesso de cola
gem. H. Samelson (1969) deu uma elegante demonstragdo de orienta
bilidade de hiperficies fechadas ¢” wusando métodos de transversa
Tidade. 0 principio em que se basefa a demonstragdo de Samelson po
de ser adaptado para provar o Teorema de Jordan-Brouwer dentro do
espirito da Topologia Diferencial. Veja, por exemplo, J.M. Gomes
{1981). Acreditamos que nossos argumentos sdo mais elementares. Na
pior hipGtese, sio diferentes.

Seja & um espago topoldgico. Diremos que duas funcoes
fsg: ¥ +R coincidem localmente a menos do sinal quando todo zEX
tem uma vizinhanga Vv tal que £V = xg|V. (Escrevemos b = £u
quande as fungoes reais ¢, » tém o mesmo dominio D e tem-se
¢(¥) = ¢(¥) para todo ¥ & D, ou entao d(¥) = -g(y) para to
do y 6 P2.)

Lema 2. Sefa X um espaco fopofbgico conexo. Se f,g: X->IR coin
eidem Localmente a menos do sénal ¢ F71(0) tem intenion vazio en
tdo f = zg.

Demonstracdao. Sejam E = {x & X; f(z) = g(xz)} e U = int.E, Para
cada =z 6 U, seja V¥ uma vizinhanga de « tal que 7|V = #g|v. En
tio int(vn ) # &, logo existe y 6 v N v tal que 0#f(y)=g(y).
Isto mostra que #|V = gl¥ donde =z€U. Assim, o conjunto aber
to v & tamb&m fechado, Togo ¥ =X ou U =¢. Iste significa
que ou £ =g ou o conjunto E tem fnterior vazio. Usande -g em
vez de ¢, seque-se que ou f = -g ou o conjunte F={z €& X; flz) =
= -g{a)l tem interior vazio. Como X = E Uy F , devemos ter f=ig,

Observacdo. As fungdes f, g nao precisam ser contVnuas. Quando
. . -1 e . . e

o interior de f {(0) nao e vazio, & facil dar exemplos em que

f e g coincidem Tocalmente a menos do sinal mas f £ g e f#-g.

0 lema seguinte contém o processo fundamental de colagem.

Lema 3. Sejo A uma coberituna aberta de IR". Para cada o 6 4,
sefa dada uma 4funcdo Fi w>m, de classe Ck, com int.f;IUU=

ALem disso, sempre que o, N a, # , as fungfes £, e f, coin
1 2
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cidem focalmente a menos do sinafl em o, i o,. Nestas condigoes,
. —~ ¥

exdste uma fungac fF: I+ IE, de classe Ck,\ tal que, para

cada o € 4, flo e f codincidem Localmente a menos do sinaf.

Demonstracdo. Para cada = € bizds seja 0 =B, UBU . .yB, uma  co
bertura do segmente de reta [0, a::} por bolas abertas, onde cada
B estd contida em algum a, 64 e B’?:IIB,{:_‘1 # . Descartando
supérfiuas, cada 5. intersectard [0, = e B,NB, =g se
|i-41 » 1. Ponhamos f(z) = f,(x), onde f, & a Gltima das fun
coes fyiBU ... UB, > IR {?=0,1,...,7), de classe Ck. definidas
sucessivamente por filﬁ‘?: = *fy -]Bi’ o sinal sendo escolhido de mo
do que f-& coincida com J’.‘:‘..’JL no conjunto conexo Bi n Bi—l' Fixe
mos f de uma vez por todas. Se g4t ¥ + IR for construida como
' porém a partir de outra cobertura V=8, U B'E u,..UuB;= [O,x] en
tdo VAU & conexo. Como o = do, segue-se do Lema que f, = g,
em VN U. Portante f.(x) = g _(x), de modo que a funcao f:®R'+IR
estd bem definida. Seja agora 2e = dist{[0, m],JRn--—U). Se

vy € Blese) e W=FUB'U ... UB 2 [0, 41, onde cada B}
tem raio € e centro sobre [D, y], entao ¥ < U. Pelo Lema 2, a
fungao ht: Ww-+m, definida como acima, coincide com f‘P| ¥, Tlogo
Fly) = 2yly) = Fu(¥). Isto significa que f coincide com £, na
bola B{wx; £}, Tlogo f € Ck.

Teorema 4 [Lima (1986 b)]. Seja McR® uma hiperfioie de classe
ok (k> 2} que T um subeonjunto fechado do espago euclidiano.
Existe uma funcdo fF:IR® > IR, de classe C -1 tal gque =yt (0)

e grad flz) # 0 para toede == £ M.

Demonstragdo: Seja A:IR -+ IR uma fungdo c” tal que A(t) = -1
se t<=-1, pA'(t})» 0 se -1« %<1, 2{(0) =0 e A(-t) =

= -x{t). Seja st(M) uma vizinhanga tubular de M., A fim de
apticar o Lema 3, cubramos o espago. IR" com os seguintes conjun
tos abertos a. Um deles & o* = R -7 [M]. Para obter os ou
tros, cubramos ¥ com abertes U' « M, em cada um dos quais

k=1

estd definido um campo contTnuo (loge ¢ ') de vetores normais

unitirios w: u' - ®'. Para cada U' seja a = VZE(U') =
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= {x+tw{x); = ¢ U, |t] < 2e(=}}. A funcio f,: o +IR, dada por
Folettw{z)) = r(t/e{2)), & de classe C “1. ponhamos ainda

fa*: a* > I® constante, igual a 1. As hipoteses do Lema 3 sao
facilmente verificadas, o que nos di uma fungae f: R > R, de
classe Ck'1, com F(0) =M e grad flx) = ii{g%AW(x} para to
do =x €M, logo grad f(x) # 0, ¢

Corolario 1. Toda hiperficie MM de classe C° (k > 2),  que

Z um subconjunic fechade de IR', & onientdvel.

Corolario 2. Se a hipenfledic M ©T", de chasse C° (k >2), &

. - (3 -
um subconjunte fechade de W' entdo IR'-M possud duas componen
tes conexas, cada uma das gquals tem M como fronteira, {Teorema de
Jordan-Brouwer diferencidved.)

Observagcdo. 0s mesmos argumentos se aplicam se ¥ & uma hiperficie
fechada de uma superficie simplesmente conexa W,

Fase intermediaria da construgac A darrafa de Klein em ®’:
da garrafa de Klein fase final

As figuras acima, reproduzidas do Tivro "Geometry and Imagination,por
D. Hilbert e Cohn-Vossen (pag. 308), ilustram como se obtem uma imagem enl
R® da superficie cophecida como "a garrafa de Klein". Esta superficie pode
ser mergulhada em R mas, sendo ndo-orientavel e compacta, qualquer repre
sentacio dela em R® deverd possuir auto-penetracdes, 1ogo nag serda  uma
"hiperficie" no sentido da nossa definicdo, Com efeito, tode subconjunto com
pacto de R’ & fechado e uma cOpia fiel da garrafa de Klein em R® viola
ria o Corolario 1 do Teorema 4.
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