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A Funcao de Marcinkiewicz

Roberto O. Gandulfo

Qual é o comportamento de uma fungdo continua com relagdao as pro-
priedades de derivagio?

Embora a formulacdo da pergunta n&o seja muito precisa, vamos dar-
-lhe uma resposta que, como veremos mais adiante, estd relacionada com
diferentes conjuntos de fungoes continuas que, do ponto de vista da diferen-
ciagdo, nao sao bem comportadas. Para isso faremos algumas consideragoes
preliminares.

Seja C(I) o conjunto das fungdes continuas num intervalo compacto [ C
R. Definindo soma e diferenga de fungdes e produto por ndmeros reais da
maneira usual, o conjunto (7), munido da norma do supremo,

li f llo=sup |f(=]],
zel

passa a ser um espago de Banach real.

E bem conhecida a existéncia de fungdes em C (I) que nao tém derivadas
em ponto algum de I, enquanto que, por outro lado, o teorema de Weier-
strass nos diz que a colegao de todos os polinémios é um subconjunto denso
em C(I). Vemos entéo que existem fungdes continuas “ruins” {sem derivada
em ponto algum) e muitas fungdes continuas “boas” (com derivadas de todas
as ordens em todo conjunto I).

Podemos, de algum modo, avaliar quantas fungdes “ruins” tem C{I)?

Um modo de fazé-lo nos espagos de Banach (ou, em geral, em espagos
métricos completos) é por meio do conceito de conjunto residual:

Se B é um espago de Banach, um conjunto A C B ¢ dite residual se seu
complemento em B & magro, isto é, se

B\ A={] By,

n=1

£

onde o interior do fecho de cada By é vazio.
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Um resultado cléssico que pode ser encontrade em hivros de topologia
{veja [4], por exernplo) afirma que se A é residual em B, entdo A é necessaria-
mente denso e nao pode ser escrito como reunido enumeravel de conjuntos
magros. Por causa disto é natural afirmar que se A é residual, entio ele
temn “mals” elementos que seu complemento em B, ou que os elementos
de A s@o “maioria” em B. Por exemplo, no caso particular do conjunto
dos nimeros reais R, se Q é o conjunto dos nimeros racionais, entao, com
relagdo & distancia usual, R \ Q é residual, enquanto que o conjunto Q nao
é. Este fato di vma certa _}ustlﬁca.tlva. a afirmacdo de que ha mais nimeros
irracionais do que racionais.

Em nosso caso particular B = C(I), tomemos A como sendo a colegio de
todas as fungdes continuas sem derivadas em qualquer ponto de I. Exata-
mente pela dificuldade natural de imaginar ou construir exemplos de fungdes
em A, vem a ser de certo modo surpreendente que A resulte ser residual em
C(I) (veja [4]), ou seja, as funcdes ruins sdo maioria na classe de todas as
funcoes continuas.

Consideremos os seguintes trés subconjuntos de A: A; é a colegio das
fungdes de C{I) que satisfazem a propriedade i) enunciada a seguir, para
i=1,2,3: ' '

1) sem derivada finita ou infinita em qualquer ponto de I;
2) sem derivada lateral finita em qualquer ponto de I;
3) sem derivada lateral finita oy infinita em qualquer ponto de I.

Vé-se claramente que A; D Ay D A;. Comrelagio aos conjuntos Ay e Ag
sabe-se que ambos sdo residuais em C(I), enquanto que para Az a situagao
é diferente. A. Besicovitch, em 1925, construiu geometricamente o primeiro
exemplo de uma fungdo da classe Ag (veja [2!). Sete anos depois, S. Saks,
mostrou que Az é um conjunto magro em C(I). Seis anos mais tarde A. P.
Morse publicou em [6] uma demonstragao aritmética da existéncia de fungées
da classe Az motivado, segundo suas proprias palavras, pela dificuldade de
entender o argumento utilizado por Besicovitch, o que, somado ao fato de
que Az tem “poucas” fungdes de acordo com Saks, poderia deixar dividas
sobre a existéncia de tais fungdes.

Todos estes resultados mostram que, de um modo geral, as fungdes
continuas podem exibir um comportamento muito pobre com relagio as
propriedades de diferenciagao.

- A funcio de Marcinkiewicz, que vamos descrever em detalhe neste ar-
tigo, é também uma fungdo continua “ruim”; mas, excéto em subconjuntos
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de I com medida de Lebesgue nula, ela se comporta de uma maneira notavel
com relagao a diferenciagao. Como se isso nao fosse suficienté, Marcinkiewicz
demonstra que a colegao de todas as fungdes de C(I) com essa propriedade
é residual em C{I)! '

Teorema (de Marcinkiewicz, {5]): Seja I um intervalo compacto, (hn)2,
uma sucess@o numérica arbitrdria com lLimite zero e h, # 0 para todo n.
Entdo existe uma fungdo ¥ € C(I) com a seguinte propriedade:

Dade qualquer fungdo mensurdvel f definide em f, pode-se achar uma
subsucessdo (s5;)32; de (hn)i2, € um subconjunto E C I de medida de
Lebesgue nula, tal que

L 22+ 85) — ()

F—oo 85

= f(2)
pare todoz € I\ E.

A demonstracio deste teorema utiliza os seguintes resultados prelimina-
res que enunciaremos como Lemas 1 e 2.

Lema 1. Dade uma fungdo g continua em I e € > 0 arbitrdrio, eriste
uma fungdo w continua em I, tal que w'(z) = O em quase todo pontox € I ¢

g —wllo<e,

onde || - llo € @ normea do supremo.

Demonstragio. Primeiro decompomos o intervalo I numa unizo
n
I= U I,
i=1

onde os subintervalos I; sao fechados, adjacentes, com interiores disjuntos
dois a dois e escolhidos de tal modo que a oscilagdo de g em cada I; seja
menor do que €. O préximo passo é determinar em cada intervalo I; e
com a mesma construcdo da fung¢do singular de Lebesgue, uma funcio wy
continua em I;, monétona, com derivada nula em quase todo ponto de I; e
que coincide com ¢ nos extremos de I;. Essa fungdo de Lebesgue, também
chamada fungdo de Cantor, estd descrita em (1], pp. 40 e 41; ou em (3], pp.
96 e 97.
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" A fungio w definida em I como w(z) = wj(z) paraze I;, 5 =1,...,n
tem as propriedades desejadas, como é facil verificar.
O lema seguinte é uma consequéncia facil do anterior:

Lema 2: Dadas duas fungées f; e fo continuas em I, f, derivdvel em
quase todo ponto de I, e € > 0, existe uma outra fungdo u continua em I,
tal que u'(z) = fi(2) em guase todo ponto de I e i| u~ fy |jo< e.

Demonstragio: Tomemos ¢ = f; — f; e seja w a fungao do Lema 1.
Entdo se definirmos v = f; + w verificamos fécilmente que ¢/(z) = fi(z) em
quase todo ponto de I e || u— fi [lo=| g ~w |jo< €.

Agora podemos comegar a construgio de Marcinkiewicz:
Demonstragio do Teorema: Dividimos a prova em duas partes:

Parte 1: Dada a sucessédo (h,,), construirem.os, por indugao, uma colegao
de fungdes % € C(I), certos subconjuntos E; de I e uma subsucessio par-
ticular de (hy). ' e

Como a colegao de todos os polinémios com coeficientes racionais é um
conjunto enumeravel, podemos fixar uma enumeragao {F;}52 | de todos eles;
esta sucessdo de polinémios forma um conjunto denso em C(I) com a norma
do supremo. Sejam ; uma primitiva de Py, By =0, n; =1let; = hy,.

Suponhamos que ja foram escolhidas as fungdes continuas 91, ¢, . .., ¥r_1,
os conjuntos Ey, Bz, ..., Ey-1 e os niimeros hn,, ha,,. .., Ao, _, da sucessio
original. (Para facilitar a notagio escreveremos t; = hp,,ts = hpy, ... b1 =

hn,_,-) Queremos mostrar como escolher ¥y, Ey e ty = by, -

_ o ayn — |Ek=2
Usando o Lema 2 com fi = %Pp_3, f> uma primitiva de Py e € = Sl

escolhemos uma fungdo continua 1; tal que ¢}, = Py em quase todo ponto
de I e

e = e fo< 1] X

- Consideremos agora a sucessdo de fungdes ¢y,, definidas por

- .

para todo n natural e k fixo.
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Devido ao fato de que }(z) = Fi(x) para quase todo = € [, teremos
limy 00 $n(z) = Pi(z) para quase todo z € I; entéo, pelo teorema de Egorov
(ver {8]), existe um conjunto E; C I tal que

Byl < 27* (2)

(as barras denotam medida de Lebesgue) e ¢,{z) — Pi(z) uniformemente
em I\ Fj quando n — co. Logo, podemos achar um nimero natural ng >
ng—1 tal que, se escrevermos tg = hy,, teremos

fte—1] |
|t| < 21 : (3)

Yr(z + ti) — Pu(x)
tk

e (@) — Pi(z)]| = | -R@El<y @
para todo z € I'\ E}.

Desta maneira ficam totalmente determinadas as fungoes continuas 1y,
os conjuntos Ej e uma subsucessdo (t;) da sucessdo original satisfazendo

(1), (2), (8) e (4).

Usando (1) deduzimos que paratodoz € e 3> 1,

]';bkﬂ(-"?) P $)] Z |¢k+r ¢k+r~1($)|

Mas, pela propriedade (3), |[tk+r-1] < gf_ilf; logo, paratodoz e lej> 1,

t ad 2
() - «,bk(z)|<22l’;'k Y=

Isto assegura que a sucessdo (3;) converge umformemente em [ para uma
funcao continua . Fazendo entao j — co na desigualdade anterior, teremos,
para todo z € I,

Ikl

| (z) — i(z )l<2
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Daqui, e de (4) obtemos

td’(:c + tk) — 1/7(1)
tk

— Pe(=}| <

bzt te) ~ ¥(z)  dulz+te) - ¢k($)|

< |
ti tp
e it
<l 1) =~ vele + )] + ela) — 9l +
2,215
Tk k kK
isto é,
Ut =80 )< )

para todo x € I\ Ey.

Parte 2: Estamos agora em condicdes de demonstrar a afirmagio do
teorema:

Seja f uma fungao mensurave] arbitréria definida em I; pelo teorema de
Lusin (ver [8]) existem fungdes f; € C(I) e conjuntos H; C I tais que

|Hi|<27 e f=f em I\H;

Por outro lado, sendo a colegdo {P;}%2, densa em C(I), podemos encontrar-

numeros naturais m; < mg < --- com a propriedade de que para cada 5 > 1,
1
5) = Pay(a)] < 5
para todo x € I. Entéo,
1
|z} = Py (a)] < = (6)
para todo z € I'\ H;.

Consideremos, em seguida, a subsucessao de #;,%3,...,%,... definida
pelos indices m; encontrados acima, ou seja, Lm, ,Em,, - - cstmy, .. Seja g5 =




3.
~f
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tm,, J =1,2,... Entdo (s;) é uma subsucessio de (hy) e

l'lb(x + s.?) — 1/}(2:)

I

(=)

< Wz + Sj) — ’1b($) _ ij($)|+ ipmj(z) - f(x)i

85

O primeiro térmo é limitado por mi, para todo ¢ € I\ Ep, devido a (5),
enquanto que o segundo térmo ¢ limitado por % devido a (6) para todo
z € I'\ H;. Consequentemente,

lw(x-l_ Sj) - 11)(17)

para todo z € I'\ E, U H;.

- 1(2)] < ;f-;ar - (7)

°3

Finalmente, seja E C I o copjunto

oo 00
E= ﬂ U(Emj U Hj).
p=1j=p
Entao, se z € E, existe p € N tal que z ¢ Emj N H;, para j > p; e neste
caso a desiqualdade {(7) mostra que

lim 11&('1: + SJ') — tp[I) —

j—oo & - f(:L‘)
Por cutro lado, pela definigao de E,
= =1 1. 1
Bl <Y 1Bm, VG <) 55+ 35) = 2
i=p i=p

para todo p > 1. Isto mostra que E tem medida nula, o que completa a
demonstragao do Teorema de Marcinkiewicz.

Observemos que a fungdo i, apesar de ter um comportamento que natu-
ralmente poderiamos qualificar de patolégico, também apresenta uma certa
regularidade, pois se tomarmos, por exemplo, f(z} = ¢, ¢ = constante, e
{sx) a correspondente subsucessio, teremos que

Pz + si) — (z)

- lim =c
k—oo Sk

quase sempre em I; e entdo 1 tem o mesmo comportamento em quase todos
os pontos de I com relagdo & mesma sucessio (s¢)..
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