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O Calculo das Integrais de Fresnel

Geraldo Avila

O célculo de integrais definidas de fung¢des reais pelo método dos residuos
¢ um tema sempre presente nos cursos de fungdes de uma varidvel complexa.
Isto é muito natural, por se tratar de uma interessante aplicagio do Teorema
do Residuo, embora deva-se ter presente que esta é apenas uma dentre as
varias consequéncias desse importante teorema, cujo escopo val muito além
do calculo de integrais definidas de fungdes reais.

Entretanto, muitas das integrais que costumam ser calculadas nos cur-
sos introdutérios de variaveis complexas podem ser tratadas, sem maiores
dificuldades, por métodos elementares. E este, por exemplo, o caso da in-
tegragao de fungoes racionais, um problema que costuma ser discutido num
primeiro curso de Calculo. '

z

E importante, pois, que o aluno que estuda varidveis complexas pela
primeira vez, seja logo exposto a exemplos relevantes de célculo de integrais
por residuos que nao podem ser calculadas por métodos mais elementares.
Nesta categoria encontram-se as integrais de Fresnel, de que j4 falamos antes
([3], pp- 83-85). Elas se originaram nos estudos de Otica, onde sio usadas
para explicar fendmenos de difragdo, como as chamadas franjas de inter-
feréncia. (Veja, por exemplo, [5], pp. 239 a 247.) Mas aparecem também em
muitag outras aplicagoes, sobretudo através do métode da fase estaciondria,
um poderoso instrumento de anélise aproximada, muito usado em estudos
de propagacao ondulatéria. (Veja, por exemplo, [6], p. 371 e seguintes.)

Nosso objetivo nesta Nota é efetuar o calculo das integrais de Fresnel pelo
método dos residuos, ja que este é um processo de calculo muitc adequado
a essas integrais, além de nfo ser facilmente encontrado em livros; e mesmo
quando encontrado (em [6], por exemplo, & p. 372}, é sempre em forma
abreviada e incompleta.
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Vamos escrever as integrais de Fresnel nas formas

C(h) =f cos halde
0

S{h) = /Ooo sen hz’dz, (1)

onde h é um numero real diferente de zero, positivo ou negativo!. Postas

Juntas, essas integrais sdo as partes real e imaginéria respectivamente, de

HOP fo * ety )

Para efetuar o calculo desta dltima integral, vamos efetuar a mudanga
de variiveis dada pela substituicio

z——'\/—_ihm. (3)

O que temos em vista com esta transformacgio, notando que

dr = d.'z.
—1h
e
that = —2%, (4)

é passar da integral em (2) & integral

oo 2
/ e * de,
0

chamada integral de Poisson, e que sabemos calcular ([2], p. 153). Mas para
isso temos de proceder com a devida cautela.

Primeiro observamos que a integral em (2), por defini¢go, é o limite de
uma integral finita Iy (k) com N — oo, onde

In(h) = fo "t gy (5)

Se h > 0, tomaremos arg(—1h) = —n/2 e argy/—th = —n/4; se h < 0,
tomaremos
- ‘ arg(—th) = n/2

' A presenga do nimero k, nio necessariamente igual a 1, é conveniente pelo interesse

em s8i da integral (2) que aparece adiante. Ela ocorre, por exemplo, no chamado métdde -

da fase estactondria, que pretendemos tratar num artigo futuro.




79

argvV—th =n /4.
Assim teremos, nos dois casos,
V=ih = y/[h| e/,

onde 0 = sgn h = +1, conforme A > 0 ou h < 0 respectivamente. Isto posto,
e tendo em conta as relagdes. (4), vemos que a substituigao (3) transforma a

integral (5) em
ion[4
d / e dz, (8)
Ly

Iv(h) = 7

onde o caminho L), é o segmento retilineo que une a origem ao ponto

Ny = Nv=ith = Ny/|h|e /4,

A figura seguinte exibe o caminho LY nos dois casos, h > 0e h < 0.

N, se h<O

N,se h>0

Como o integrando em (6) é uma fungio analitica em todo o plano, em
particular sem singularidades no interior do contorno Ly U Cy U (—L'y},
o Teorema de Cauchy {[4], p. 75) ou o Teorema do Residuo ([4], p. 122)
permitem escrever:

f e_zgdz:f e_zzdzfi-f e dz. (7
L'N JLy Cn .
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Vamos agora provar que a tltima integral em (7) tende a zero com N —
00, 0 que ¢ feito como no chamado Lema de Jordan ([4], p. 129). Para isto
usamos a substituigao

z=NJJalé?  (0<o< g),

que nos da:

—or/4 .
[/c e—z2dz] — i/(; N‘.flhle—N2|hf(cos 28+1isen Zﬂ)dgl
N .
ﬂ',r"fi 2
S N h f e*“N |h| cos 29d0.
i [

Em seguida transformamos esta ultima integral com a substituicio ¢ =
7/2 — 20. Obtemos

—z dz I < NV |h’ / 7N2|h|sen.tpd

Cn

Finalmente, como sen ¢ > 2/ para 0<p< 7/2 ({1}, p. 165),

: / /2
f'/(; e”zzdz[ < Nvih| 2.“1"/0 e_zNz‘p/"dtp
N
4N - 4N -

Isto prova o resultadg anunciado de que a iiltima integral em (7) tende a
zero com N — o0o. Mais especificamente, essa integral tende a zero pelo
menos tao depressa quanto 1/N. . :

Levando este resultado em (7), (7) em (6) (6) em (5), obtemos

/N ihzzd eimr/4 fN |R]| _zzd 0 1
A € T = \/W | € 2+ (N)

Fazendo agora N — oo e lembrando que ([2], p. 153)

obtemos o resultado desejado:

00 ior/4
f e’ gy = \/1_r—e._‘
0 - 2+/|h|
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Tomando as partes real e imaginéria, encontramos os valores das integrais

em (1):
Q0 o0 ~/
f cos haldr = o f sen hxldzr = 2n ,
0 0 4+/1A]

as quais, no caso h = 1, se reduzem a

o0 (= 0] 4 .‘2
/ cos z?dz = / sen z°dx = —W.
0 0 4
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