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1. Introducao

A nocao de homoiopia, ou deformagao continua, é uma das
mais importantes e, ao mesmo tempo, mais intuitivas da Topolo-
gia.

Neste artigo, exporemos um pequeno tépico da teoria da ho-
motopia, o qual esperamos seja elementar bastante para ser am-
plamente compreendido e suficientemente belo para ser apreciado.
Trata-se, além disso, de um exemplo ilustrative de como uma idéia
simples, porém fértil, tratada por méios competentes pode frutifi-
car e desenvolver-se, vindo a se tornar, anos mais tarde, um res-
peitavel capitulo da Topologia Diferencial como é hoje a Teoria
das Imersoes.

Trataremos de curvas fechadas no plano.

Se considerada em toda a sua generalidade, a homotopia de
curvas fechadas em IR? é uma nogao trivial pois, sendo qualquer
curva no plano continuamente deformével num ponto, segue-se
por transitividade que duas curvas fechadas quaisquer em R* so
homotdpicas. Se impusermos a restrigao de que as curvas e as ho-
motopias devern estar num subconjunto fixado X C /RZ, entdo a
nogao deixa de ser trivial, mas nio é esta a restricao que faremos
aqui. Permitiremos que curvas e homotopias percorram todo o
plano mas, em compensagdo, exigiremos que sejam regulares.

Isto significa que as curvas fechadas possuem tangente em cada
um dos seus pontos, e que essa tangente varia continuamente ao
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longo da curva. Além disso, a regularidade deve ser preservada du-
rante cada homotopia {ou deformagio), no decorrer da qual nao
somente a curva como sua tangente devem variar continuamente.

Nestas condicdes, ja nao é mais verdade que duas curvas fecha-
das regulares quaisquer no plano sejam regularmente homotépicas.
Por exemplo, néo ¢ possivel deformar continuamente a figura 8 na
figura 0 sem que em algum estégio da deformagao a curva apre-
sente um ponto anguloso {onde ndo hé tangente bem determinada)
ou a tangente num ponto da curva varie descontinuamente durante
a deformagio. Este fato sera provado rigorosamente mais adiante.
Mas cremos ser interessante apresentar agora, por meio de figuras,
duas tentativas malogradas de passar de 8 para 0 por meio de uma
homotopia regular.

cnonOn®
R3O

Figura 1

Duas deformagdes continuas ne plano que comegam com
a Figura 8 e terminam com a Figura 0. Na primeira, as curvas
intermedi4rias apresentam um ponto anguloso, logo nio sio
curvas regulares. Na segunda, em cada estdgio da deformagio
tem-se uma curva regular mas, se fixarmos a atengao no vetor .
tangente a um certo ponto da curva, veremos que, no final da
deformacio, ele sofre uma descontinuidade, dande um hrusco
salto de 180”. Logo, nenhuma das duas deformagdes é uma

homotopia regular.
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O problema que abordaremos aqui é o seguinte: quando é que
duas curvas fechadas regulares no plano IR? sio régularmente ho-
motdpicas? A resposta serd dada em termos do nimere de rotagdo
de uma curva fechada regular, que é o nimero de voltas percorri-
das pelo vetor tangente a cada ponto, quando esse ponto descreve
a curva uma vez.

O nimero de rotagao (Umlaufzahl) de uma curva fechada re-
gular é uma nogao classica. Ele é objeto de um teorema, conhecido
como “Umlaufsatz”, segundo o qual o numero de rotagao de uma
curva fechada simples é +1. Este teorema possul uma demons-
tracdo de rara elegincia, dada por H. Hopf [4], a qual é exposta
em [1], pdgina 396.

Dois anos depois da demonstracao de Hopf, H. Whitney pu-
blicou, na mesma revista, um artigo [12] no qual provou que duas
curvas fechadas regulares no plano sao regularraente homotépicas
se, e somente se, tém o mesmo nimero de rotagdo. (Como a
figura 8 tem numero de rotagdo zero, enquanto o circulo tem
nimero de rotagao +1, dependendo do sentido em gue é percor-
rido, vé-se entdo que essas duas curvas nao podem ser regular-
mente homotdpicas.) Naquele trabalho, Whitney declara que esse
teorema, com uma demonstragac simples, the fora comunicado
por W. Greustein. Whitney d4 ainda um método para deteminar
o numero de rotagao, contando o nimero algébrico de vezes em
que a curva corta a si prépria (supondo que essas auto-intersegoes
sao transversais). Esse método contém como caso particular o
Umlaufsatz mas nao se pode concluir dai uma nova prova deste
teorema porque o argumento de Whitney se baseia na idéia da
demonstragao de Hopf.

As homotopias regulares de curvas fechadas voltaram a ser
estudadas, vinte anos depois, por S. Smale, em sua tese de douto-
ramento [9]. Ali Smale considera curvas regulares numa superficie
ou, mais geralmente, numa variedade riemanniana qualquer e mos-
tra que as classes de homotopia regular dessas curvas estao em
correspondéncia biunivoca com as classes de homotopia de lagos
continuos no fibrado tangente unitario da variedade. Como uma
esfera de dimensao > 2 é simplesmente conexa, resulta do teorema
de Smale que, numa variedade de dimensao > 3, duas curvas regu-
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lares fechadas séo regularmente homotépicas se, e somente se, sdo
homotépicas no sentido usual. J4 para superficies:(de dimensio
2), hé fatos novos: na esfera S? existem duas classes; no plano
projetivo hé quatro classes; no toro, as classes de homotopia regu-
lar estdo em correspondéncia biunivoca com Z x Z x Z, etc.

Subseqiientemente, Smale estendeu seus métodos para tratar
de imersGes da esfera S* no espago euclidiano R" [10], [8]. (Cur-
vas fechadas regulares sao imersdes de S'.) Ele provou, entio,
que as classes de homotopia regular das imersées de S* em R"
estao em correspondéncia biunivoca com os elementos do grupo
de homotopia usual mx(V, x), onde V,, ; é a variedade de Stiefel
dos k-referenciais no espago R". Como m2(V33) = 0, resulta do
teorema de Smale que duas imersoes quaisquer de S% em K® sao
regularmente homotdpicas.

No inicio de sua carreira (1957), Smale expds esses resul-
tado num seminéario na Universidade de Chicago, no qual estava
presente o renomado topélogo S. Eilenberg, que fez a seguinte
observagao: “Este teorema nao pode estar certo, pois implica que a
inclusdo natural §? - R® é regularmente homotdpica & aplicacio
antipoda a : S — R®, afz) = ~x. Noutras palavras, segundo
ele, pode-se virar regularmente uma esfera pelo avesso em IR®,
o que é um absurdo”. Smale limitou-se a sorrir e dizer: “Nao
sel como realizar geometricamente a deformagao. Mas sei que ela
pode ser feita, pois minha demonstracio esta correta”. Pouco
depois, A. Shapiro e B. Morin mostraram como construir geome-
tricamente uma homotopia regular {bastante engenhosa) que vira
5% pelo avesso. Repetia-se o epsédio da descoberta do planeta
Netuno. A construgéo de Morin é mais notavel ainda porque ele
¢ cego. Para uma descrigdo da mesma, veja [2] ou o filme {7].

Posteriormente, os trabalhos de Smale foram estendides por
M. Hirsch, A. Haefliger e outros, que desenvolveram a teoria das
imersoes de uma variedade diferenciavel noutra. Veja, por exem-
plo, {3].

Quero deixar registrados agadecimentos ao meu colega Carlos
Isnard por importantes melhoramentos nesta redacéo.
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2. O Nimero de Rotacio

-,
b

Uma curve regular no plano é uma imersao f : S — IR?, de
classe C'. Aqui, S' = {z = (z,y) € R?; 2? + y* = 1} é o circulo
unitdrio e dizer que f é umna imersao de classe C! significa afirmar
que F : [0,2x] —» R?, dada por F(t) = f{e*) = f(cos t,sen t), é
de classe C!, com F'(t) # O para todo t € [0,2x], F(0) = F(2r) e
F'(0) = F'(2n).

A rigor, deverfamos dizer “curva regular fechada” mas, por
simplicidade, diremos apenas “curva regular” pois nao considera-
remos outro tipo de curva.

Alternativamente, pode-se definir uma curva regular como uma
aplicagao F : [a,6] — IK?, de classe C*, com F'{t} # 0 para todo
t € [a,b], Fla) = F(b) e F'(a) = F'(}).

Dada uma tal F, podemos definir a fungéo & : la,b] — [0, L],

szablF'(t)Jdt, pondo f(t):f1t|F'(s)|ds.

Entao vemos que £'(t) = |F'(t)| > 0 para todo ¢, logo & é uma
bijecio e £71: {0, L] — |a, b] ¢ de classe C.

A aplicagao G = Fof~1: [0, L] —» R? é uma reparametrizagio
de ¥ com a importante propriedade de ser (G'(s)| = 1 para todo
s € [0,L]. O numero L é o comprimento da curva F(|a,d]) e
G diz-se parametrizada pelo comprimento do arco, por causa da
relagao

fot IG'(s)lds = t.

O nimero de rotagdo de uma curva regular F : [a,b] — R? é
o numero de voltas que o vetor tangente F’(t) percorre quando ¢
varia de a até b.

Esta nocgao pode ser definida precisamente assim: para cada
t € [a,b], temos

F'({t) = |F'(t)]-&2¥,  onde a:fa,b]— R

é uma fungao angulo continua. (Vide o Apéndice.} Como F'{a} =
F'(b), temos a(b) — afa) = 27 - n, onde n = n(F} é um nimero
inteiro, que chamamos o nimere de rotagdo da curva regular F.
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Se §: [a,b] = R ¢ outra funcdo angulo continua para F’, isto
é, se F'(t) = |F'(t)|e*(!) para todo t € [a,b], entdo B(t) — aft) &
constante, logo 8(b) — A(a) = a(b) — a{a). Assim, o nimero de
rotagao n(f) ndo depende da escolha da fungio 4ngulo continua

para F'.
Como nao distinguiremos entre uma curva regular F : [a,b] —
IR e uma sua reparametrizacao
G

G=Fop:le,d— R, onde ¢:lc,d — [a,b

é uma bije¢io de classe C! com derivada positiva, tal que ¢'(c) =
©'(d}, devemos também mostrar que n(F) = n{Foyp). Com efeito,
para todo ¢ € ¢, d], temos

G't)=¢'(t)- F'p(t)) = #'()- |F'(go(t))]ei“(‘°(t)) -
|G (1) {2 (e lt)),

logo, se o : |a,b] — IR é uma fungao angulo continua para F'
entdo oo ¢ : lc,d] — IR é uma fungéo angulo continua para G'.
Consequentemente
d)) - b) -
o) ~ alple)) _ olt) - ole) _ |

n[G') - Qm N 27 -

3. Homotopias Regulares

Sejam f, g : S' — IR? curvas regulares. Uma homotopia regu-
lar entre f e g é uma aplicagao H : $1 x|0,1] — R?, de classe C?,
tal que, para cada v € {0,1], a aplicagao parcial A, : §' — R*.
dada por H,(t) = H(t,u), é uma curva regular, com Hy = [ e
H] = 4q.

Assim, uma homotopia regular entre f e g é uma familia con-
tinnamente diferenciavel, a um parametro, de curvas regulares,
comegando com f e terminando com g.

Alternativamente, se F, G : [a,b] — IR? sao curvas regulares,
uma homotopia regular entre ¥ e G é uma aplicagio H : {a,b] x
[0, 1] — R?, de classe C?, tal que H(t,0) = F(1), H(t,1) = G(t)
e Z(t,u) # 0 para quaisquer ¢ € Ia b u € {0,1]. Além disso,

H(a,u) = H(b,u), B—I{( )w b yu) para todo wue 0,1
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Na Figura 1, nao se tem hormotopias regulares porque, no pri-
meiro caso, as curvas H,; ndo sfo todas regulares. No segundo
caso, H, é uma curva regular para todo u € [0, 1} mas 4 (u,)
nao depende continuamente de u. Mais prec1samente para algum
iy tem-se

 bn |
11‘1_12 E(U’)tﬂ)'_ —_—(l:‘tﬂ)'

Na Figura 2 sao exibidos trés exemplos de homotopias regula-

Y-

res.

@*@*@“@*@*O

=43~ =3

Figura 2

4. O Teorema de Graustein—Whitney

1n1c1a]mente mostraremos que o numero de rot.agao ﬁca inva-
riante sob uma homotopla regular:
Duas curves requlares reqularmente homotdpicas tém o mesmo
nimero de rolagao.
Com efeito, na notagao do paragrafo anterior- podemos obter
a: |a,b] x [0,1] — IR continua tal que, para todo (t,u) € [a,b] x
(0, 1] temos: - - S
d - 8H :
= 1% () e
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Como
afb,u) — a(a,u)
27

n(H,) =

¢ inteiro, para cada u € [0, 1}, segue-se que n(H,) é constante em
relagio a u. Em particular, n(F) = n(Hp) = n(H,) = n(Q).

Agora fica facil mostrar que as curvas regulares 8 ¢ 0 nio
sao regularmente homotdpicas: a primeira tem indice de rotacio
1gual a zero e a segunda, +1 (dependendo do sentido em que 0 é
percorrido).

Mais precisamente, a curva F : [0, 2x] — R?, dada por F(t) =
{cost, sent) ¢ o circulo S* percorrido no sentido anti-horario. Tem
nimero de rotagdo n{F) = 1. Por outro lade, G : 10,27} —
R?, G(t) = (cost, —sent), tem nimero de rotagdo n(G) = —1.
Segue-se que F' e G nao sao regularmente homotépicas.

n(F)zI n{G)=-1

Figura 3

O que foi provado acima é a primeira parte do Teorema de
Graustein-Whitney. Duas curvas regulares em IR? sdo reqular-
mente homotdpicas se, e somente se, tém o mesmo nimero de
rotagcdo.

Demonstra¢do (da segunda parte): Por meio de uma homoto-
pia regular, podemos alterar o comprimento de uma curva regu-
-lar de modo a fazé-la ter um comprimento arbitrariamente dado.
Logo, ndo ha perda de generalidade em supor que as curvas regula-
res F, G:[0,L] = R, com n(F) = n(G) = n. tém o mesmo com-




57

primento L e cumprem |F'(t)| = |G'(t)| = 1 para todo ¢ € [0, L],
isto é, sao parametrizadas pelo.comprimento de arco. Além disso,
podemos supor que F(0) = G(0) = 0 e F'(0) = G'(0) = e; = vetor
unitério do eixo das abcissas.

Entio F'(t) = e8], ¢'(t) = ¢#), onde @, B : [0, L] — R séo
fungdes angulo continuas, com a(0) = F(0) = 0 e a(L) = B(L) =
27 - n. Definiremos uma homotopia K [0, L] X [0,1] — JR entre
« e 3, pondo

K(t,u) = (1 - uw)a(t) + u- B(1).

Com auxilio de K, definiremos urma homotopia H : {0, L] x[0,1] —
IR entre as curvas # e G pondo:

t L
H(t’ u) = f e’lK(S‘,u)ds — i / e‘lK(S,u)dS.
0 L Jo

A subtragio do Gltimo termo na definicao de H tem a fina-
lidade de fazer com que todas as curvas H,, 0 < u < 1, sejam
fechadas. Passemos as verificagoes. Como

t L
F(t) :f s e Gt) = f ePllds,
0 0

vé-se imediatamente que H(t,0) = F(i) e H(1,1) = G(t). Além
disso, é claro que H(0,u) = H(L,u) =0 e que

dH o0H
—5}—(0,1;&) 31 “o(L,u) para todo wel0,1].

Resta verificar que 2% (t,u) # 0 para todo t € [0, L], e todo
u € |0, 1]. Temos:

oH - JtH(i,u) [
ey —(t,u)=e I ulds.

O problema é o seguinte: dado um cammho A0, L] — s1,
A(t) = B84 pode o seu valor médio JE A(s)ds ser um ponto
do circulo § 1? Um exercicio simples de Calculo mostra que isto
sé pode acontecer quando o caminho A é constante.

No nosso caso, concluimos que H é uma homotopia regular,
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entre F e G, salvo se ocorrer que, para algum valor u € [0,1}, o
caminho A(t) = eK(t%) oy (0 que d4 no mesmo) a fungio p(t) =
K (t, u), seja constante. Como p(0) = 0, tal constante deve ser zero
edai 0= p(L) = K(L,u)=27r-n. Logon=n(F) =n(G)=0e
vale para algum u € [0, 1], a igualdade

u

(1-u)a(t)+u-8(t) =0, isto é, oft)= B(t),

u—1
seja qual for t € |0, L|. {Note que 0 < u < 1 no que as fungdes o
e # nao podem ser identicamente nulas.

Em resumo: se as curvas regulares F e G t&m o mesmo nimero
de rotacao entao a fungdo H acima definida é uma homotopia regu-
lar entre elas salvo quando esse nimero de rotacio for zero e, além
disso tiver-se F'(t) = e'*(t), G'(t) = ¢¥!), onde o, § : [D, L— R
sao fungdes continuas que se anulam nas extremidades 0, L, sendo
a = ;% 0, isto é, a fungdo o é um miltiplo constante negativo da
fungao 3.

Para resolver este caso restante, tomamos qualquer fungio
continua 4 : [0, L] — R que seja nula nos pontos 0, L e que
nao seja um miltiplo constante de 4 (nem de o = = B). Entao
redefinimos K : [0, L] x {0,1] — IR pondo

K(t,u) = {1 - u)aft) + ub(t) + u{u - 1)y(1).

Como a iiltima parcela se anula para u = 0 e para u = 1, vemos
que K é ainda uma homotopia entre e e 3. E o mais importante:
para nenhum valor de u € [0,1], a fungdo u(t) = K{t, u) pode ser
tdenticamente nula.

Isto encerra a demonsiragio do Teorema.

5. Curvas Regulares na Esfera 5*

Em vez do palno IR?, podemos considerar curvas regulares
F :|a,b] — S? na esfera

St ={(z,y,2) € R® 2 +y*+22=1).
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Como se sabe, 5% = R? U {oo}. A existéncia do ponte no infinito
permite realizar homotopias regulares que nio eram possiveis em
IR*. Por exemplo, o circulo equatorial em S*, percorrido num
sentido, é regularmente homotdépico ao mesmo circulo percorrido
no sentido inverso. Basta gird-lo de 180° em torno de dois pontos
antipodas fixados sobre ele.

U S
d‘ e

P

I

Figura 4

O equador da esfera da um giro de 180", durante o qual os
pontos antipodas A e B permanecem fixos. No final do gire, o

equador estd com a orientagio oposta da inicial.

Isto mostra que, para curvas regulares na esfera S*, ndo hd
como distinguir entre n{F) e —n(F). Algo mais drastico ainda €
valido. Enquanto que no plano hé uma infinidade de classes de
homotopia regular de curvas (uma classe para cada n € Z). na
esfera ha apenas duas. Uma curva regular na esfera é regular-
mente homotdpica a curva O ou & curva 8. Além disso, 0 e 8 nao
sao regularmente homotépicas em S*.

Com efeito, em primeiro lugar, qualquer curva regular na
esfera ocupa apenas uma parte de IR®, logo é regularmente ho-
motépica a uma curva padrao cujo modelo é dado na Figura 5.

Em seguida, usando toda a esfera para realizar a homotopia,
podemos deformar regularmente a terceira curva da Figura 5 na
curva 8, a quarta curva na curva 0, etc. de modo que todas as
curvas arroladas na figura 5 reduzem-se, mediante homotopias re-
gulares, as curvas 0 e 8. A figura 6, abaixo, mostra como efetuar
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as duas primeiras dessas deformagdes.

OO -

nF)=0 n(F)=} nF) =12 nlF)=t3

Figura 5

Figura 6

Resta provar que 0 e 8 néo sao regularmente homotopicas em
$2. Isto requer método mais educados. Seja S0{3} o conjunto
das bases ortonormais positivamente orientadas {ug, us, vz} C RE.
A cada curva regular F : [a,b] — S?* corresponde um caminho
fechado (lago) F : [a, ] — 50(3), tal que F(t} = {v;, vz, vs}, onde

vi = F(t), ve=F()/[F'(t)] e vs=wv1xvy {produto vetorial}.

Analogamente, a uma homotopia regular H ja,b] x [0,1] —
S?% entre as curvas F e G faremos corresponder uma homotopia
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H : [a,b] x [0,1] — SO(3) entre os lagos F e G, pondo H(t,u) =
H,(t). ) .

Assim, se as curvas regulares F, G : [a,b] — S? forem regular-
mente homotdpicas, os lagos correspondentes F, G : [a, b} — S0(3)
seraoc homotopicos.

Ora, a curva regular 0 em S? pode ser representada pela pa-
rametrizagio F : [0,2x] — S2%, F(t) = (cost, sent,0), enquanto
a curva regular 8 é regularmente homotépica em S? (como se veé
semn dificuldade) a curva dada pela parametrizagio G : [0,27] —
82 G(t) = (cos 2t, sen 2t, 0).

Os lagos correspondentes F, G : {0, 27| — S0(3) sio dados por

cost —sent 0 cos 2t —sen 2t 0
F(t)=| sent cost 0 |, G{)=] sen2t cos2t 0
0 1 0 0 1

E bem conhecido que em S0(3) ha apenas duas classes de ho-
motopia de lagos. Elas sao exatamente as classes que contém os
lagos F e G respectivamente, os quais nio sao homotépicos. (Veja,
por exemplo [6], p. 191). Segue-se que 0 e 8 sdo curvas regulares
nao regularmente homotépicas em S°.

Observagio: O teorema de Smale, no caso particular da esfera
S?%, afirma precisamente que a correspondéncia F -» F induz uma
bijecao entre as classes de homotopia regular de curvas em S° e
as classes de homotopia de lagos em S0(3).

Apéndice: Sobre a Funcao Angulo

Seja ¢ : X — S! definida no conjunto X C IR" e tomando
valores no circulo unitario S!. (No texto, temos ¢ : [a,b] —
S1, dada por ©(t) = F'(t)/|F'(t)], onde F : |a,b] — R?, é uma
curva regular, ou entao ¢ : |a,b] x [0,1] -» S1, dada por p(t) =
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H!(t,u)/|H.(t,u)|,onde H : [a,b] x [0,1] — R? é uma homotopia
regular.) ’

Diz-se que « : X — IR é uma func¢ae dngulo pare ¢ quando
o(z) = ¢2®) = (cos afz), sen afz)) para todo = € X.

Se a funcao dngulo o é continua entao ¢ certamente é também
continua. Mas nem toda aplicagio continua ¢ : X — S! admite
uma funcio angulo continua. Por exemplo: a aplicagdo identidade
© 8! — Sl Se existisse o : S — R continua tal que z = etelz)
para todo z € 8! entdao « seria injetiva. Mas é bem sabido que
nenhuma funcio continua de S! em IR pode ser injetiva.

Se a, B : X — IR forem fungdes angulo da mesma aplicagao
w: X — S entdo, para cada r € X, tem-se cosa(r) = cos B(z) e
senc(z) = senf(z), logo B(x) — a(z) é um miltiplo inteiro de 2.
Noutras palavras, [#{z) —a(z)]/2r € Z. Se a e f forem continuas
e X for conexo, este nimero inteiro independe de z € X. Assim,
quando X é conexo, duas fungdes angulo continuas da mesma
aplicagido ¢ : X — S! diferem por um multip}o inteiro constante
de 2.

Quando o conjunto X ¢ simplesmente conexo, toda aplicagao
continua ¢ : X — 5! admite uma fungio angulo continua. Isto
resulta do fato de que a aplicagio E : R — S, dada por E(t) =
¢ = (cos t, sen t), é um recobrimento. {Veja, por exemplo, [6}, p.
185). ‘

No texto do presente artigo, a existéncia da funcao angulo
continua é utilizada apenas nos casos particulares em que X é o
intervalo |, b] ou o retangulo [e, b} X [0, 1], nos quais a prova é bem
mais simples. (Veja, por exemplo, [5], p. 116, Exercicio 7.1, ou p.
108.)
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