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O teorema do titulo foi chamado assim por H. Wilf, que o
demonstrou utilizando resultados em geometrias projetivas finitas
[1]. Seu enunciado é o seguinte:

Considere uma festa com n pessoas onde cada duas pessoas
tém exatamente um amigo comum. Ent3o alguém conhece todas
as outras pessoas da festa.

A primeira demonstragio do teorema da amizade é de G.
Higman [2]. O Prof. Séstenes Lins, do Departamento de Ma-
tematica da Universidade Federal de Pernambuco, sugeriu ¢ pro-
blema de encontrar uma demonstragao elementar desse resultado,
cujo enunciado, afinal, é tdo facil de entender. A demonstragao
abaixo s6 emprega fatos basicos sobre autovalores e autovetores.
O argumento é um exemplo tipico do uso de algebra linear em
combinatéria.

A demonstragio consiste numa sequéncia de pequenos resul-
tados intermedidrios; o ltimo passo ¢ o unico que nio é comple-
tamente elementar. Vale a pena acompanhar os argumentos com
uma figura (precisamente, um grafo): represente as pessoas na
festa por pontos e ligue-os com um trago se as pessoas se conhe-
cem.

A relacdo de amizade nesse problema é simétrica (se ¢ conhece
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7, entdo 7 conhece 1) e irreflexiva (ninguém conhece a si mesmo,
infelizmente talvez). .

Comegamos numerando as pessoas na festa de um modo con-
veniente. Atribua o nimero 1 a uma pessoa qualquer. Seja 4; o
conjunto de conhecidos de 1. Se A; € vazio, a festa tem uma sd
pessoa e o teorema estd demonstrado. Se nao, atribua o nimero
2 a uma pessoa qualquer em A; (em palavras, 2 é um amigo qual-
quer de 1). Chame de 3 o inico amigo comum a 1 e 2. Se existir
uma outra pessoa em Aj, chame-a de 4, ¢ 5 val ser o Unico amigo
comum de 1 e 4 (5 ndo pode ser 2, sendo 1 e 2 teriam dois amigos
comuns, 3 e 4; do mesmo modo, 5 nao pode ser 3). O argumento
pode ser repetido, e obtemos a afirmagac a seguir.

A.) Ay tem um numero de elementos, digamos, 2k, divididos
ern pares de pessoas amigas que conhecem 1.

Para cada ¢ amigo de 1, vamos chamar de A; o conjunto de
amigos de ¢ diferentes de 1 e do amigo comum a ¢ e 1. Os conjun-
tos A; podem ser vazios.

B.) Os conjuntos A;, ¢=1,...,2k+ 1 formam uma parti¢ao
do conjunto das pessoas da festa diferentes de 1. Isto é,

B1.) os conjuntos sao disjuntos, para ¢ diferente de 7, ambos
diferentes de 1, uma pessoa p em A; e A; seria um amigo comum
de ¢ e 7 diferente de 1; da mesma forma, uma pessoa pem A; e A;
(¢ diferente de 1) seria um amigo comum a 7 ¢ 1, diferente daquele
em A;, por construgio;

B2.) se 7 ndo é 1, entdo j pertence a algum A;, de fato, se 5
é amigo de 1, entao j estd em Aj; se 7 nao é amigo de 1, j estd
em A;, onde 7 é 0 amigo comum a j e 1.

C.} Do mesmo modo como numeramos as pessoas em A, é
possivel numerar sucessivamente as pessoas em Ag, Ag, etc. de
modo a concluir que todos esses conjuntos tém um nuimero par de
pessoas.

D.) Para ¢ entre 2 e 2k 4+ 1, ninguém em A; conhece 1. Todos
os amigos de ¢ sdo 1, seu amigo comum a 1 e as pessoas em A;.
Esses fatos sao conseqgliéncias imediatas da definigao dos conjuntos
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E.) Se alguém na festa (chamemo-lo 1) conhece exatamente
duas pessoas, entao As ou Az devem ser vazios.

De fato, a lista de pessoas na festa é 1, A; {as pessoas 2 e 3),
Az e As. O amigo comum de p em Ay e ¢ em Az nao pode ser 1
(ninguém em Az ou Az conhece 1), 2 (se nao, 2 e 3 conhecem 1
e ¢ em comum) ou 3 (por qué?). Logo, o amigo comum de pe g
estd em Aj ou Az, em particular, existem duas pessoas diferentes,
rem A; e 5 ém As, que se conhecem. Mas entao 2 e s tém dois
amigos em comum, 3 e r.

F.) Se alguém na festa conhece exatamente duas pessoas, o
teorema esta demonstrado.

Por E.) e B.), um amigo dessa pessoa conhece todos na festa.

Basta, entdo, demonstrar o tecrema para festas cujos partici-
pantes tém pelo menos quatro amigos (as festas nas quais alguém
nao tem amigos s6 tém uma pessoa, e o teorema estd satisfeito por
vacuidade).

G.) Se ¢ e j sao dois amigos de 1 que nao se conhecem, entao
i e J tém o mesmo nimero de amigos (ou, A; e A; tém o mesmo
numero de elementos).

Vamos supor inicialmente que A; e A; nao sao vazios. Note
que © Unico amigo comum p entre ¢ e uma pessoa ¢ em A; é uma
pessoa em A; (p ndo pode ser 1, porque ninguém em A; conhece 1,
para 7 entre 2 e 2k + 1; e p ndo pode ser r, 0 amigo comum a ¢ e 1,
senao j e r teriam dois amigos comuns, 1 e g). Além disso, pessoas
diferentes em A; tém amigos comuns a ¢ diferentes em A; (se o
amigo comum s fosse o mesmo, j e s teriam dois amigos comuns
diferentes). Logo, o mimero de pessoas em A; é menor ou igual
ao nimero de pessoas em A;. O argumento pode ser simetrizado,
e concluimos que A; e A; contém o mesmo nimerc de pessoas,
para f e 7 entre 2 e 2k + 1. Se, por outro lado, A; é vazio, A;
tem que ser vazio também: j nao pode ter amigos comuns com as
pessoas em A; (por qué? Leitor, ndo pare de desenhar figuras).
Por simetria, a afirmativa G.) estd provada.




63

H.) Todos os conjuntos A;, para 7 entre 2 e 2k + 1, t8m o
mesmo numero de elementos.

Por G.), se i e 7 em A; ndo se conhecemn (1 tem pelo menos
quatro amigos),

A; e A; tém o mesmo numero de pessoas. O amigo comum
h a7 e 1 nao conhece j logo Ay e A; tém o mesmo nimero de
pessoas.

Note gue a escoltha da pessoa que chamamos de 1 foi total-
mente arbitraria. Logo, podemos supor que, dada uma pessoa
com mais de dois amigos, todos os seus amigos conhecem o mesmo
numero de pessoas.

I.) Todas as pessoas nessas festas tém o mesmo ndmero de
amigos. Facilimo: duas pessoas arbitrarias p e ¢ tem um amigo
comum 7, que conhece mais de duas pessoas, o resultado segue da
hipétese acrescentada entre F.) e G.).

O udltimo passo exige uma certa preparagao. Yamos supor que
todas as pessoas na festa tém 2k amigos. Numere-as, de 1 a n =
4k* - 2k+1 (por qué? Note que n é 1+2k+2k(2k—2)). Considere
a matriz (“de adjacéncia”) M, n por n, dada por M;; = 1,sei e
se conhecem, ou M;; = 0, caso contrario. Entao M é uma matriz
simétrica, e todos os elementos na diagonal sio iguais a 0. Note
que os elementos iguais a 1 na linha 1 correspondem aos amigos de
¢. Os elementos da matriz M? tém uma propriedade interessante:
(M?);; é o riimero de amigos comuns de ¢ e § (ou, pensando em
termos de grafos, o nimero de caminhos de comprimento 2 ligando
t a 7). Para ver isso, basta ler a defini¢do de produto de matrizes:

(M%) = 3 MinMy;
h=1

e essa expressio conta justamente quantos h sao amigos de ¢ e
7. Das hipéteses, todos os elementos de M? fora da diagonal sio
iguais a 1 (duas pessoas tém um tunico amigo em comum), e todos
os elementos na diagonal sdo iguais a 2k {todas as pessoas tém o
mesmo ndmero de amigos, 2k). I facil calcular os autovalores e
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autovetores da matriz M%: escreva M 20U+ (2k—1)],onde U
& a matriz com todos os elementos iguaisa 1, e ] éa identidade.
O vetor v cujas coordenadas sao todas iguais a 1 & um autove-
tor de U associado ao autovalor n. Qualquer vetor ortogonal a v
estd no nicleo de U. Resumindo, os autovalores de U sao n e 0
{n — 1 vezes). Entao os autovalores de M2 sdion+2k—1e2k—1
{n — 1 vezes). O teorema da amizade é conseqiiéncia imediata da
afirmacido abaixo.

J.) A tnica festa satisfazendo as hipdteses do teorema na qual
todos os participantes conhecem o mesmo nuimero de amigos sé
tem trés pessoas (e, para ela, o teorema & obviamente verdadeiro).
Os autovalores da matriz M devem ser raizes quadradas {positivas
ou negativas) dos autovalores da matriz MZ, afinal, os autovalores
de M? sio o quadrado dos autovalores de M. Como a diagonal de
M s6 contém zeros, o trago de M €0, assim como a sorna de seus

autovalores. Isto é, existe um inteiro a tal que
a-V2k-1=vn+2k—1.
Simplificando, devemos ter
a?(2k — 1) = 4K’

o que obriga k = 1 (por qué? Pense nos primos dividindo 2k — 1).
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