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Um nimero p > 1 chama-se primo quando os unicos inteiros
que o dividemn (sem deixar resto) sao 1 e o proprio p. Os numeros
primos sao fundamentais no estudo das propriedades dos numeros
inteiros ja que todo inteiro é produto de numeros primos, de ma-
neira tnica a menos da ordem dos fatores. Este é o chamado
teorema fundamental da Aritmética.

Estaremos interessados aqui na distribui¢ao dos niimeros pri-
mos entre os inteiros. Mais precisamente, se > 2 é um numero
real, denotaremos por 7 (z) o niimero de primos no intervalo (2, z].
Neste artigo, vamos descrever as investigagoes de Euler e Riemann,
as quais foram culminadas pelos trabalhos de Hadamard e de la
Valleé Poussin, que determinaram o comportamento assintotico
da fungao n(z).

1. Trés Demonstragées do Teorema de
Euclides

Euclides, nos seus Elementos {+300AC), provou que o conjunto
dos nimeros primos é infinito, isto é, que w(z) — -+oo quando
T — +oc. Vamos ver trés provas deste resultado e depois analisa-
las com mais cuidado para obter outras informacgdes sobre 7 (z).

A primeira prova é a do préprio Euclides, a qual foi conside-
rada por Hardy uma das mais belas demonstragoes da Matematica
(ver [3]}.
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Suponhamos, por absurdo, que existisse apenas um nimero
finito de primos py,...,pm. Entdo, seja N = p; - pm +1 0O
inteiro N se escreve como produto de niimeros primos, logo ha um
primo p que o divide. Pela hipétese p é um dos p;’s, logo divide
p1-+pm = N — 1. Segue que p divide N — (N —1) = 1. Isso é um
absurdo, o que mostra que o conjunto de primos ¢ infinito.

Para a segunda demonstragdo, suponha novamente que

P1,.-.,Pm 530 todos os nlimeros primos. Seja z > 2, um numero
real. Se n é um inteiro, n < z, podemos escrever n = p{'-.-pir
e temos

Z”" log p; =log n <log z.
Logo,
a; < log z/log pi <log z/log 2, +=1,...,m.

Temos entao, no maximo log :1:/ log 2 + 1 escolhas para o inteiro
oy e, consequentemente, (log 5 + 1)™ escolhas para n. Como ha,
pelo menos, z—1 inteiros n < z, temos z—1 < (log z/log 2+1)™.
Isso é um absurdo para z suficientemente grande, ja que
li 1 =
Jim z/(log 2)™ = oo,
qualquer que seja m.

A terceira demonstragao, devida a Euler, apontou a diregao
para todos os desenvolvimentos subsequentes. Suponha, pela ulti-
ma vez, que pi, . .., Pm Sa0 todos 05 primos e considere o produto
de séries infinitas

e o] [e.0} o0
1 1 1
p= (Z “n') : (Z *:«:)"'(Z 7)-
n=0 P1 =g P2 nen Pm

Como cada termo do produto converge, ja que é séric geomé-

trica de soma (1 — 1/p;)~!, podemos expandir P, obtendo

s 1

P= >

Rt gy =0 Pt Pm

Como cada inteiro é representado, de maneira unica, como
Pyt -+ - pln, temos que P = 3.22) 1/n. Mas sabemos que esta sérle,
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a série harmonica, diverge. Chegamos novamente a um absurdo,
provando mais uma vez que o conjunto dos primos*é infinito.

Vamos reconsiderar as demonstragoes acima. A primeira de-
monstragao nos da muito pouco. Disponhamos os niimeros pri-
mos na ordem ascendente 2 = p; < pg < ---. A prova de Eu-
clides nos diz que existe um primo p # py, ..., Pm, 0 qual divide
P1° " Pm+ 11080 prry1 < p1- - pm+1. Vamos supor, por indugao,
que p; < 2%, { < m, entdo:

Pmit < Pre pm +1 < 22742 L 92" g

Logo pmy1 < 2™ Segue que p, < 22" para todo n. Se 2?" <
z < 2" entdo w(z}) = 7(2%") > #{pn) = n e n > log,{iog, z),
logo 7 (z) > log,{log, z).

A segunda demonstracdo nos déd uma desigualdade um pou-
quinho melhor. De fato, se p1,. .., pm s80 todos os primos < z {e
logo m = #(z)), a segunda prova nos dé que

{ < (log x+1)m
‘ ~ \log 2 )

Dai concluimos que

log =
> log(z—1)/1o 1.
r(2) 2 log(z — 1)/ log{ ;27 +1)
A demonstragao de FEuler d4 muito mais informacao, mas é
mais dificil extrai-la. Na préxima segac comegaremos a analisar a
prova de Euler.

2. A Férmula do Produto de Euler

Seja s > 1 um numero real. Tomemos o produto, para todos
os primos p, das séries .o 1/p™. Esse produto val convergir
e, pelo mesmo argumento de prova da Euler, obtemos a chamada
formula do produto de Euler:

il/nszﬂil/i’m =l -p=)" (1)

r n=0 P
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O simbolo [], denota o produto sobre todos os primos. A
fungao ¢(s) = >opz; 1/n* é conhecida como a fung&a\zeta de Rie-
mann, por causa do estudo profundo que Riemann {ez dela, o qual
veremos mals adiante.

Antes de explorar (1) para obter informagdes sobre 7(z), va-
mos estudar ¢(s) um pouco. Temos que (faga wm desenho para se

convencer)
1

R | ® dx
e — —_—
g(s) ;nf‘ “/1 ol 5 —

Logo ¢(s) — +oo quando s — 17, como era de se esperar, Ja
que »_ 1/n diverge. '
Por outro lado, pela férmula de Euler (1), temos

log ¢(s Zlog 1-

Usando agora que

e}

log(1 —z) = Y _ z"/n, para  |z]| < L.

n=1

temos

(2)

log ¢(s) = ZZ 1/np" Zl/p

r n=l F n=1

Vamos mostrar que ., > p2, 1/np™ € limitado para s > L
De fato, para s > 1, temos

>
< DD n =
r n—=2 .Un:'lp
1 A 1
- . - = <2
Ep:pls( ps) - ;pzw(—“
(o] [va]
1
< 2;n2<<2;F:2§(2)

Pelo que ja vimos, temos que log ¢(s) — -+oo quando
s — 11, Consegiientemente, segue de (2) e do resultado acima

i
:
a
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que Y 1/p* — +oo quando s — 11, Dai segue, por exemplo gue
3= 1/p diverge pois, caso contrério, teriamos }_ 1 /P’ < Y. 1/p para
s> 1.

Para obter informagbes sobre 7 () notamos que n(n}—#(n—1)
vale 1 se n é primo e zero caso contrério, logo

Zl _ i #{n) — m(n — 1) _

p P n=1
= S0 (- ) 2n

Se tivessemos, por exempio, m(n) < n® para aigum « < i, a
série Y 7 (n)/n? convergiria contrariando a divergéncia de 3 1 /P,
logo a desigualdade m(n) < n* ndo pode ser vélida para nenhum
a < 1.

3. Um Raciocinio Informal

Antes de prosseguir no nosso estudo da funcao zeta, vamos
fazer um raciocinio informal que nos conduzird a conjecturar a
ordem de magnitude da fungdo r(z).

J& que existem aproximadamente z/p inteiros divisiveis por p
menores ou iguais a ¥, qualquer que seja z > 2, podemos dizer
que a probabilidade de um inteiro ser divisivel por p € 1 /p. Logo
a probabilidade de um inteiro néo ser divisivel por p é1 — 1/p.
Se essas probabilidades fossem independentes {na realidade elas
nio sio mas “quase sao”) concluiriamos que a probabilidade de
um inteiro < z ser primo seria HPSz(l — 1/p). Por um raciocinio '
analogo aos feitos anteriormente

H(l—l/p)_IEZI/n e El/n>f — =log z.

ple n<g n<z

Concluiriamos entio que a probabilidade de um inteiro < z ser
primo é, no maximo 1/log z, ou que n(z) < z/log z. Isso nao é
verdade, mas quase é. De fato, Gauss e Legendre conjecturaram no
final do século XVIII e Hadamard e de la Valleé Poussin provaram,
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no final do século XIX, que

: w(z)
Jm, z/log z L @)

Esse fato € conhecido como o Teorema dos Nimeros Primos.

A prova do teorema dos nimeros primos, isto é, (3}, devida
a Hadamard e de la Valleé Poussin, foi feita elaborando idéias
fundamentais de Riemann. O leitor )4 deve estar convencido da
importancia da funcao zeta e da identidade (1). O que Riemann
fez foi estudar a fungio zeta como fungao de variavel complexa.

4. A Funcao Zeta de Riemann

A fungdo zeta é definida para uma variavel complexa s, na
regiao Re s > 1 (Re = parte real) pela série convergente ¢(s) =
w01 1/nf. A fungdo zeta é holomorfa nessa regiao e a férmula
de Euler (1) vale para todo s €€ com Re s > 1. Vamos primeira-
mente extender ¢(s) para Re s > 0. Para isso temos as seguintes

identidades
a 1
§— g(Z) = ZZ 8’
251 = (2n)¢
1 1 &1 (-t
(1= g=r)ste) “r;'n?*n; (2n)* ‘;T

A ultima série converge para Re s > 0 e podemos definir ¢(s)
para Re s > O pela igualdade acima. Nao ¢ dificil mostrar que ¢(s)
¢é holomorfa em Re s > 0 exceto por um polo simples em s = Z,
de residuo 1 (é s6 imitar a prova acima de que ¢(2) > 1/s — 1 para
s> 1, s real).

O primeiro resultado fundamental mostrado por Riemann foi
que ¢(s) satisfaz a seguinte equagio funcional (ver [1] Ch 8 ou (2]
Ch 1, para uma prova}. Se 0 < Res < 1, entéo:

ms

§(1 - ) = 2(27)T(s) cos( S5 s). (4)

O lado direito de (4) estd definido para Re s > 0, logo pode-
mos usar (4) para continuar analiticamente ¢(s) para todo o plano
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complexo obtendo uma fun¢io meromorfa em @ com um unico
polo em s = 1. E

Riemann prosseguiu, obtendo uma férmula explicita para 7 (x)
em termos dos zeros de fungo zeta. Vamos esbogar a prova de
uma férmula aniloga para a funcio ¢(z), que serd definida a se-
guir, que é mais simples que a férmula original de Riemann e serve
para os mesmo propésitos.

Sejam A : N — R e ¢ : [2,+00) — JR definidas por
J— r \
A(n) = { log p, se n—p ) P primo
0 caso contrario

A férmula explicita entao se escreve, denotando por
L={2eC|¢(A)=0e0<ReX <1},

valida para todo z real, 2 > 2, z¢& N.
Vamos agora dar uma idéia da prova de {5) omitindo alguns
detathes técnicos que podem ser vistos em {1] Ch 17 ou [2] Ch 3.
Para isso usaremos a seguinte férmula, valida para c real, ¢ > 0

cHi0o p8 —
_l_f ids—{ L z=1 (6)

271 Jo—ion & 0, 0O<z<l

Para provar (6), seja primeiramente z > 1. Faga o caminho
de integracgdo ir para a esquerda fazendo ¢ — —oo. O integrando
tem um polo em s = 0 de residuo 1, que devera ser contado, pelo
Teorema dos Residuos. Quando Re s — —oc o integrando tende
a zero, logo (6) segue para z > 1. Quando 0 < z < 1, fazemos
o caminho de integracio ir para a direita, fazendo ¢ — too. O
integrando tende a zero quando Re s — +o0 e ndao passamos
por nenhum polo do integrando. O resultado novamente segue do
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teorema dos residuos. .
Passemos a prova de (5). Primeiramente, para Re s > 1, temos

o - % (,;z; )

Vamos utilizar (6) para extrair (5} desta tltima férmula. Se-
jame¢>1lez > 2, z¢& N. Entio

1 retioe S.I(S\ 7F

21 Jomioo ¢(s) s

o0 ctioo A

= Z 1“'.[ (n) I ds =
ot 27t Jo—ioo nNn° 8
ZA(n) feriee Sz S ds

- ZQ)f (_)“‘*_’p(z)
= FilA c~1co n S

Na tltima igualdade usamos (6).

Vamos agora fazer o caminho de integragdo ir para a esquerda
fazendo ¢ - -o0, como na prova de {6). Pode-se mostrar que o
mtegrado tende a zero quando Re s — —oo. Como na prova de
(6) vamos aplicar o Teorema dos Residuos e para isso temos que
ver os polos do integrando e os residuos correspondentes. Os polos
sao 5 = 0, s = 1 e os zeros de ¢(s). Os residuos sao

0 —¢"(0)/5(0)

H

I

1 T
0 —z* A

(A)

Logo,se z > 2, =& N, temos

Falta agora analisar os zeros da funcao zeta. Da férmula de
Euler (1), segue que ¢{s) # 0 para Re s > 1. Da equagio funcional
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(4) segue agora que ¢{s) = O para Re s <Oseeséses = —2n, n
inteiro, n > 1. Obtemos disso e da igualdade anterior a férmula
explicita (5).

Convém mencionar que, para a analise da série )¢y, A, é
crucial no resultado de Riemann, o qual diz que #{A € L | [Im A| <
T} é aproximadamente T/n log(T/2r) para T grande. (Ver {1]
Ch 15).

Na proxima segio veremos como se deduz o teorema dos nimeros
primos a partir de (5).

5. O Teorema dos Numeros Primos e os

Zeros da Funcio Zeta

Comegamos por reformular o teorema dos niimeros primos em
termos da fungio ¥ (z). Seja #(z) = 3_,<, log p. Entao

B(z) < w(@)=6(x)+ 3 > logp<
m>2pm<z
< 8(z)+ Z log z < 8(z) + z*/%log .

p<z!/?

Também temos que #(z) < m(z)log = e se ¢ > 0 é arbitrario

Ou) > z log p > (1 - ¢€)log z{n(z) - w(xl_e)) >

) <p<t

Y

(1 - ¢)n(z)iog z - z' “log z.
Dessas desigualdades, é facil concluir que

n(z)log =

z~1~»+oo 1,[)(1;) =1
Segue que, para provar o teorema dos nimeros primos, basta
provar que limy_ e ¥(z)/z = 1. Para Isso, usa-se a férmula
expliciita {5). O ponto crucial da prova de Hadamard e de de
la Valleé Poussin foi mostrar que ¢{s) # 0 se Re s = 1. Disso nao
é muito dificil concluir que

lim 1(—5'-@ -~ 110g(1 R ﬁ) =0,

s—oo z\ ¢(0) 2 vt A
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o que conclui a prova do teorema dos nimeros primos.

Vamos agora mostrar que ¢(s) # 0 se Re s = 1, utilizando um
argumento muito elegante devido a Mertens.

Suponha, por absurdo, que ¢(1 + ta) = 0. Considere a fungao
¢{8)3¢(s + ta)t¢(s + 2¢a) = f(s). O polo simples de ¢(s) em s = 1
é cancelado pelo zero de ¢{s + ta) em s = 1 com sobras, logo
F{1) = 0. Segue que

Jim log|f(s)] = —oo.

Vamos mostrar que log|f{s)| > 0 para s > 1, s real, isso nos
levard a um absurdo, provando que ¢(s) # 0 para Re s = 1.
Lembremos que para z € @ temos log|z| = Re(log z); logo para s
real, s > 1,

log|f(s)| = Re log f(s)
= Re(3log ¢(s) + 4 log ¢(s + ia) + log ¢(s + 2¢a)) =

_ n ke 3 4 1 B
- € Z Z npns - npn(s—i—ia) - npn(s-}-?.m]) o

n=1 p
1 4 1
= Z Zn nsRe(3+ nia + 2niu.) =
n=1 Fp P p P
= Z Z o (3 + 4cos(—na log p) + cos{—2na log p)).
n=1 p np

Como 3 + 4cos § + cos 20 = 2(1 + cos #)? > 0, concluimos
que log |f(s)| > 0, terminando a demonstragao.

A férmula explicita (5) mostra que a distribui¢do dos niimeros
primos estd intimamente ligada & localizagio dos zeros de ¢(s).
Riemann sugeriu que talvez todos os zeros de ¢(s) com0 < Re s < 1
tivessern na verdade Re s = 1/2. Essa é a famosa hipdtese de Rie-
mann que até hoje ndo fol provada. Pelas imimeras conseqiiéncias
gue a hipdtese de Riemann tem para a distribuigao dos nimeros
primos ela é considerada um dos mais importantes problemas em
aberto de toda a Matemaética, se nao o mais importante. Lla fi-
gura na famosa lista de 23 problemas de Hilbert.

Uma conseqiiéncia da hip6tese de Riemann que decorre de (5)
é que ¥{z) = z + 0{z!/?log? z). {Dizemos que f(z) = 0(g(z)) se
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|f(x)|/g(z) é limitado). Essa iltima igualdade é equivalente a
x
m(z) = / dt/log t + O(z*/*log ).
2

A fungdo [ di/log ¢ é assintdticaa z/log n e é uma methor apro-
ximacio a m(z). Reciprocamente quaisquer dessas duas férmulas
assintéticas implica a hipétese de Riemann.

6. Alguns Problemas Classicos

Para terminar, vamos fazer uns raciocinios informais ligados a
dois problemas classicos da Teoria dos Numeros que podem ser for-
malizados se soubermos bastante sobre a distribuigac dos niimeros
primos. Aqui, bastante = um pouco mais que a hipétese de Rie-
mann.

A conjectura de Goldbach afirma que se n é um inteiro par,
n > 4, entao n é a soma de dois nimeros primos. Por exemplo

=2+2, 6=3+3, 8=5+3, 10=7+3,etc ... Até onde os
cilculos foram efetuados a conjectura fol verificada.

Sen épar,n>4seja X(n)={n-p|p<n, pprimo} entdo
X(n) ¢ [0,n] e tem 7 (n) elementos. Come a probabilidade de um
inteiro em [0, n| ser primo é w(n)/n, aproximadamente 1/log n,
podemos esperar que a probabilidade de um elemento de X (n) ser
primo é 1/ log n. Se isso fosse verdade entdo X(n) conteria apro-
ximadamente 7(n)/log n primos e n seria soma de dois primos
de aproximadamente n/(log n)? maneiras. Isso também é confir-
mado pela evidéncia numérica. Apesar da conjectura de Goldbach
nao ter sido provada, Vinogradov mostrou que todo inteiro impar
é soma de trés primos e que o numero de maneiras de escrever o
numero como a soma de trés primos é, assintéticamente, o espe-
rado. Sabe-se também que o nimero de inteiros pares < x gue
nio sao soma de dois primos é 0(n{log n)™4), VA > 0 (para esses
resultados ver {4]).

A conjectura dos primos gémeos afirma que existe uma infini-
dade de primos p tals que p + 2 também é primo. Alguns exem-
plos de tais primos sdo 5, 17, 29, 101. Considere, para z > 2, o
conjunto X = {p — 2 | p primo, p < z}. Entdo X C [0,a] e tem
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r{z) elementos. Um argumento andlogo ao anterior nos leva a
crer que X contenha aproximadamente z/(log z)* primos, isto &,
que existem aproximadamente z/(log z)% primos p < z com p+ 2
primo. Novamente, isso é confirmado pela evidéncia numérica e
ha resultados parciais apontando nessa direcio.

O leitor interessado numa discussio histérica dos tépicos trata-
dos nesse artigo deve consultar o belissimo livro 2], no qual ele ird
encontrar as demonstragdes completas dos resultados esbogados
aqui.

Ao leitor interessado em conhecer os desdobramentos moder-
nos da teoria da distribuigio dos primos recomendamos a referéncia
[1].

O artigo [5] discute a evidéncia numeérica, bastante convin-
cente, para a hipdtese de Riemann.
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