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1.0. Introducio
O hipercubo em R é o0 conjunto de pontos
K% = {{z1,22,23,24) € R —1<z;<1, ¢=1,...,4}.

A definigao anterior se refere ao que podemos chamar de fu-
percubo sélide. No caso do cubo em R®, seus elementos sdo clas-
sicamente conhecidos por-vértices, arestas e faces. No caso do hi-
percubo é mais conveniente chamar cada elemento genericamente
de face, e usarmos a dimensio para distinguir os diversos tipos.
Assim os vértices sao faces de dimensdo zero, as arestas sao faces
de dimensao um, e as faces propriamente ditas sio faces de di-
mensao dois. _ ' . '

No hipercubo temos faces de dimenséo zero, um, dois e trés; as
faces de dimensdo trés sdo cubos sélidos. Elas sdo obtidas fixando
uma das coordenadas iguais a +1 e permitindo que as outras tres
coordenadas variem, satisfazendo a condi¢ao da definigao. Temos
assim oito faces de dimensao trés. As faces de dimensio dois sdo
obtidas fixando duas coordenadas igual a £1, e deixando que as
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outras variem segundo as desigualdades na definigio de K3. E
facil verificar que temos 24 faces bidimensionais. An;zlogamente
obtemos as faces de dimens&o um (num total de 32) e as faces de
dimensao zero {vértices) que totalizam 16.

Em [3] o leitor pode encontar, com mais detalhes, os fatos
acima mencionados sobre o hipercubo.

Neste artigo utilizaremos o computador para obtermos in-
formagdes sobre K® através de suas projegdes no plano R?. Esse
trabalho fot originalmente realizado por Banchoff-Strauss, e resul-
tou em um filme [2].

2.0. O Cubo de R®

Para uma melhor compreensiao do estudo que faremos com
o hipercubo, estudaremos nesta segio o cubo usual em R® cujos
vértices tém coordenadas 1 ou —1 (ver Fig. 2.1). Se projetar-
mos ortogonalmente o cubo de R® no plano z = 0 obtemos um
quadrado cujos lados sdo paralelos aos eixos coordenados, e cujo
centro ¢ a origem do plano R? (ver Fig. 2.2).
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Figura 2.1. O cubo de R>.
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Figura 2.2, Projegio do cube.

Para obtermos uma melhor visao do cubo devemos fazer uma
projecao de modo que as linhas de projegdo sejam transversais as
faces do cubo, que chamaremos de projecdo genérica. Podemos
obter uma projegao genérica de dois modos distintos: mudando o
plano de projecio {plano z = 0); ou mudando a posigao do cubo.
Optamos aqui pelo segundo método.

Sejam o o ingulo de rotagao do cubo em torno do eixo—z e § o
angulo de rotagao em torno do eixo~y. Se efetuarmos uma rotagac
de um angulo @ = 20° e # = 0°, obtemos a proje¢ao mostrada na
figura 2.3.

Se efetuarmos também uma rotacio de 20° em torno do eixo—y
ie., 8 = 20°, a projecao obtida sera como indicada na figura 2.4.
Essa ¢ uma projecao ortogonal genérica do cubo.

Consideremos agora a diagonal principal do cubo, determi-
nada pelos vértices de coordenadas (—1,—1,-1) e (1,1,1). Seja
P; a familia de planos ortogonais a reta suporte dessa diagonal,
onde o parametro £ é a distincia ao longo dessa reta medida a par-
tir da origem. Para ¢ € [~/3,V/3] qualquer planc Py, da familia
intersecta transversalmente o cubo em um poligono, podendo essa
intersegao ser um triangulo &, € (u\/g, —3@) ou fy € (+33&, \/5),
ou um hexagono £y € (—@,—i—l@). Na figura 2.5 mostramos o
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poligono de intersegédo para quatro valores do pardmetro £.

Figura 2.3. Projegio do cubo

Figura 2.4. Projegiao genérica do cubo
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3.0. O Hipercubo em R*?

Repetiremos nesta segio as construgdes geométricas da se¢do
anterior para o hipercubo K* em R?. Nossa situacio é andloga a
dos habitantes imaginarios de um plano, na tentativa de entender
o cubo do espago de trés dimensoes.

Figura 3.1. Projecio genérica de K°

De um ponto de vista intuitivo, podemos observar o seguinte:
as projecdes ortogonais do cubo em R® no plano R* vistas an-
teriormente podem ser obtidas por translagdes do cubo em R?
(quadrado) no plano. Se fizermos essa translagao ao longo de uma
dire¢ao nao paralela a um dos lados obtemos a projegao genérica da
fig. 3.1; caso contrario cbtemos as projegdes dadas nas figuras 3.2
e 3.3. Desse ponto de vista somos levados a intuir que as projegoes
de K® no plano R? sao obtidas por translagdes das proje¢des do
cubo de R3 em R®. Podemos pois esperar que a projecao genérica
de K3 seja obtida quando fizermos essa translacio em uma diregio
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Figura 3.2.

‘Figura 3.3.

que seja linearmente independente com qualquer projegao das ares-
tas. A imagem obtida nesse caso é mostrada na figura 3.1, onde
as linhas mais cheias representam o cubo original que foi transla-
dado. ‘

‘Ainda na mesma linha é de se esperar que as projecoes nao
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genéricas de K3 sejamn como mostradas nas ﬁguras\ 3.2,33,34e
3.5.

Figura 3.4.

Figura 3.5.

Como fizemos para o cubo em R®, podemos programar o com-
putador de modo a obter as projegoes ortogonais de K no plano
R%. Nesse caso as rotagdes (que no caso R® foram feitas em torno
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dos eixos coordenados) serdo efetuadas em torno dos.planos coor-
denados x1%2, Toxs, 3Ty, €LC.

Assim, por exemplo, a rotagio de angulo 8 em torno do plano
z3z4 € dada pela matriz

cosff —smf 0 0
sinf cosfg 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

A matriz de rotagao em torno de um plano coordenado z;z; é
obtida trocando convenientemente na matriz acima a posigao dos

cosfi —sinf
sinff cosf? ’

Como no caso de cubos em R®, estamos obtendo a projegao
de K*, supondo que o computador ja tem conhecimento de sua
definicio. E claro que o modelo do hipercubo deve ser forne-
cido ao computador juntamente com o programa que determina
as projegoes. Nao entraremos neste detalhe. Apenas observamos
que isto é um problema combinatério elementar que envolve ape-
nas conhecimentos rudimentares de Algebra Linear e Computagao
Grafica.

Usaremos a seguinte convengao: 3;; é o angulo de rotagao em
torno do plano coordenado z;z;. Usando o computador, obtemos
entac os seguintes resultados:

a) A figura 3.1 representa realmente a projecdo genérica do hi-
percubo K? em R*, e neste caso ela foi obtida fazendo as
seguintes rotacdes de K3:

Brs = 20%; Baq = 207, Prg = 30%; PBy3 = 307
b) Na figura 3.2 temos a projecio de K* para fi; = 0, (i,7) =
(1,4).

c) A figura 3.3 é a proje¢do do hipercubo onde fazemos apenas
uma rotacao em torno do plano coordenado zjrs de um
angulo de 20°.
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d) A figura 3.4 é a proje¢dao do hipercubo, onde fizernos duas
rotacoes de 20°, uma em torno do plano coordenado z;z3, e
outro em torno do plano zoz4.

e) Na figura 3.5 mostramos a projecio de K efetuando rotagoes
de um angulo de 20° em torno dos planos coordenados #; z3,
Toly € T1T4.

Do mesmo modo que procedemos com o cubo em R®, pode-
mos tomar a diagonal ligando os pontos de coordenadas (-1, -1,
—1,~1} e (1,1,1,1), e estudar as intersecdes de K com os ele-
mentos da familia F; de hiperplanos ortogonais a reta suporte
dessa diagonal, onde £ é tomado como sendo a distancia orientada
ao longo da reta suporte da diagonal a partir da origem. Para
£ < =2 ou £ > 2 o hiperplano P; nao intercepta K3. No caso
£ = —2e f=2 aintersecdo é apenas um ponto.

Figura 3.6. Tetraedro da segio de K°
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A intersecdo de cada hiperplano da familia acima com as fa-
ces tridimensionais de K* é um poligono. Segue-se entdo que a
intersecio de K2 com um hiperplano P; para £ € (—2,2) é um
poliedro. Nas figuras que se seguem mostramos como muda esse
poliedro quando variamos £ desde —2 até 2.

Para ¢ variando de —2 até —1, o hiperplano Fy intersecta ape-
nas quatro faces tridimensionais de K°, a intersegdo resulta pois
em um tetraedro. Esse tetraedro tem volume méaximo guando
£ = —1, e é mostrado na figura 3.6.

Quando £ passa por —1, cada vértice do tetraedro se bifurca
em trés vértices; obtemos assim um poliedro.com oito faces, sendo
guatro faces triangulares, e quatro hexagonais. Na figura 3.7 mos-
tramos esse poliedro para um determinado valor do parametro £.

Para ¢ = 0 obtemos um octaedro regular, como mostramos na
figura 3.8. Bsse é o poliedro que tem volume maximo entre todos
os poliedros de intersegiao do hipercubo com os planos da familia
P;, pois é facil verificar que o hipercubo é invariante por reflexao
em torno do hiperplano que define esse poliedro.
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Figura 3.7. Poliedro da segio de K°

Devido & simetria mencionada no paragrafo anterior, conclui-
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mos que quando £ varia de 0 até 2, obtemos todas as secoes en-
contradas anteriormente para £ variando de —2 até 0, porém com
as figuras geométricas invertidas.
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Figura 3.8. Octaedro da segio de K?
O programa do hipercubo foi implementado usando Fortran
77, com o sistema grafico GKS no ambiente DOS. Existe também
uma implementagao feita em Turbo Pascal. O programa pode ser
> obtido enviando um disquete para um dos editores da secao.
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