Matemética Universitiria N. 7, Junho de 1988, 49 - 54,

Sobre a Existéncia de Coberturas
Simples

Elon Lages Lima
Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada - CNPq
Estrada Dona Castorina 110, Jardim Botanico
22.460 ~ Rio de Janeiro, RJ

Em vérias situagbes, quando se estuda a topologia de uma
variedade diferenciavel M, é necessario considerar uma cobertura
de M por abertos contréteis, tais que a intersecao de um nimero
finito qualquer deles é ainda contratil. Em sua conhecida demons-
tracio do Teorema de De Rham, André Weil (1] chamou simples
as coberturas que tém esta propriedade. Seguiremos sua termino-
logia.

Para provar que em toda variedade diferenciavel existem co-
berturas simples arbitrariamente finas, o argumento comumente
usado se beseia na Geometria Riemanniana, cobrindo a variedade
com vizinhangas V “geodesicamente convexas”, isto é, tais que
dois pontos quaisquer de V podem ser ligados por uma iinica
geodésica minimizante, contida em V.‘ (Ver, por exemplo, (2],
pp. 50-71.}

Embora seja razoivel esperar que afamlharldade com os fatos
basicos da Geometria Riemanniana fata parte da cultura de um
matematico, parece conveniente, num curso, seminario ou livro
texto de Topologia, demonstrar a existéncia de coberturas simples
com argumentos topolégicos elementares, complementados, natu-
ralmente, pelos elementos de Analise _]a que se tem como ambiente
uma variedade diferencidvel. _

Weil (1] deu uma demonstragio desse tipo. Aqui apresentare-
mos outra, que nos parece mais simples, "‘-,Ela faz uso da vizinhanga
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tubular de uma superficie no espaco euclidiano. O argumento cru-
cial apela para o teorema abaixo, que ocorre como™exercicio no
volume 2 de nosso “Curso de Andlise”. (Veja {3], p. 342.)

Teorema 1. Seja f : U — V um difeomorfismo de classe C? entre
abertos do espago euclidiano IR™. Para tode ponto a € U existe
um ndmero real r > 0 tel que ¢ imagem f(B) de gualguer bola B
de centro a € rato < r ¢ um conjunto convezo.

Lembremos que um conjunto X C JR™ se diz convero quando,
para quaisquer dois pontos a, b € X, o segmento de reta o, b =
{(1-1t)a+1tb; 0 <t <1} esta contido em X.

Seja X C IR® convexo. Uma fungdo ¢ : X — IR, com valores
reais, diz—se conveza quando, para quaisquer a, b€ X el € [0, 1],
tem-—se

e((1 - t)a + tb) < (1 — t)p(a) + te(b).

A fim de que uma funcdo ¢ : U -+ IR, duas vezes diferencidvel
no aberto convexo U C IR™, seja convexa é necessario e suficiente
que sua melriz hessiana

(Bi;‘;j (z))

seja nao—negativa em todos os pontos z € U.
Isto significa que, para cada z € U e cada u = (@,...,an) €
R™, vale

" 2 _ - = 62‘9 s >0
o'(z)-u" = 1.;1 529z; (z)ose; > 0.
O niimero ¢"(z)-u?, déﬁnido pelo somatoério acima, chama-se

o valor da derivada sequndz ¢"(z) no vetor u € R".

Esta caracterizagao das fungdes convexas resulta simplesmente
da obseravagio de que o : U — IR é convexa se, e somente se, sua
restricio a todo segmento de reta contido em U é uma fungio
convexa real de uma varidvel real. Ora, para fungdes ¢ de uma
variavel real, sabe-se do primeiro curso de Célculo que " > 0
¢ condigao necessaria e‘,éuﬁciente para convexidade se p é duas
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vezes derivavel.
Depois destes preliminares, passemos a .

Demonstracdo: Sejam g = f71:V — U e b= f(a). Considere-
mos a fungio ¢ : V — R, de classe C?, definida por

oly) = o) 9B = (a() - a(b), a(v) — 9(8)).

Suas derivadas parciais sao:

22 (=215 () a0) - o).

As derivadas parcials de segunda ordem szo:

z 2
azz'f;pyj y =2 <BZ; -, 9(y) - g(b)) +
Og
25, W 5, y))

No ponto y = b, tem-se:

d*p g dg
b) = 2 {— (b), — (b)).
E (b) <3yi( ) 54; (6))
Dado u = (ay,...,0n) # 0, seja w = E,-aia%i_(b). Como g é

um difeomorfismo, os vetores a%% (b) sao linearmente independen-
tes, logo w # 0. Segue-se que

para todo u # 0 em IR". Como ¢ ¢é de classe C?, existe uma bola
B', de centro b, tal que ¢”(y) - u® > 0 para todo y € B' e todo
u # 0 em R". Portanto ¢ é uma fungao convexa na bola B'.
Afirmamos agora que, se B = B{a;r) é qualquer bola aberta
de centro a, tal que f(B) C B', entéo o conjunto f(B) é convexo.
Com efeito, dados y;, y3 € f(B) e t € [0, 1], para provar que
(1 - t)y1 +tys € f(B), basta mostrar que o ponto g{(1 —t)y1 +tyz)
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pertence a B, isto é, que sua distdncia ac ponto ¢ é < r. Ora, a
convexidade da fungio ¢ nos da: \

lg((1 = )y +tye) — g(B)* < (- t)lg(w) — 9(B)]* + tlg{w1 — 9(B)I
< (1-t)rt+tr? =42

portanto g((1 — ¢)y1 + ty2) € B, ou seja, (1 — f)y; + ty: € f(B).
Passaremos agora ao nosso resultado principal, que é o

Teorema 2. Em toda variedade diferencidvel existem coberturas
stmples arbitreriamente finas.

A fim de provar o Teorema 2, sem perda de generalidade, po-
demos supor que nossa variedade é uma superficie m-dimensional
M de classe C* no espago euclidiano R™tk,

Para cada ponto p € M, indicames com T, M o espago vetorial
tangente a2 M no ponto p e com T,M* seu complemento ortogo-
nal em IR™™*, Os vetores v € TpM* chamam-se normaisa M no
ponto p.

Y G VS

Sejam V uma vizinhanca tubular de M er : V — M a re-
tragio correspondente. V O M é um aberto em R™*'*  reunido
de segmentos de reta abertos do tipo (p — v, p+ v), centrados nos
pontos p € M, tals que v é um vetor normal a M no ponto p.
Esses segmentos normais sao tomados de modo que (p— v, p+v)
e (¢ — w, ¢+ w) sejam disjuntos quando p # ¢. Portanto, todo
ponto y € V pertence a um tnico segmento normal (p — v, p+ v).
A retraggo r : V — M é definida entdo por r(y) = p.

A existéncia da vizinhanga tubular V' e a prova de que a re-
tragio r : V — M é de classe C* sdo estabelecidas em [4] quando
k = 1 mas o caso geral se prova da mesma maneira.

Dado um ponto arbitrario p € M, seja ¢ : Uy — U uma para-
metrizacao C° de uma vizinhanga U > p e M. A aplicagao ¢ é
definida num aberto Uy C R™, com p(zp) = p.

Tomando Uy suficientemente pequeno, podemos obter & cam-
pos de vetores de classe C® wvy,...,v; : U — R™* tais que,
para cada = € U, {vi(p{z)),...,vi(e{z))} é uma base ortonor-
mal de T‘p(z)Ml.
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Isto nos permite definir a aplicagao

®:Uyx R¥ — R™*
k
®(z,a1,...,ar) = p(z) + Za,-v,-(p(:c)).
i=1 :

Vé-se facilmente que a derivada &'(zp,0) : R™ x R¥ — R™'*
é um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, ® € um
difeomorfismo numa vizinhaca de {zo,0). Usando o Teorema 1,
obtemos uma bola B, de centro (2o, 0} em Up x IRF, tal que ®(B,)
é uma vizinhanga aberta convexa do ponto p em R™F,

A projegio 7 : Ug x IRF — Uy x 0, definida por «(z, z) = (z,0),
transforma a bola B, num seu subconjunto: 7(B,) C B,. Como a
retracao r : V — M, restrita a ®(B,), é dada por r = Pornoc &1
segue-se que r®(B,) C ®(B,). Mais precisamente, se escrevermos
A, = ®(B,) " M, os conjuntos Ay, p € M, constituirao uma co-
bertura aberta de M tal que r{B,) C A, para todo p€ M.

Desta obseravagao, resulta que os abertos A, C M sao r-
convexos no seguinte sentido.

Diremos que um subconjunto X C M é r-convero quando,
para quaisquer a, b € X, o segmento de reta [a, b] estiver contido
na vizinhanga tubular V e, além disso, sua imagem r(|a, b]) pela
retragao r : V — M estiver contida em X.

Evidentemente, a intersegdo de uma familia qualquer de sub-
conjuntos r-convexos de uma superficie M C R™* ¢ ainda um
conjunto r—convexo. Também é claro que todo subconjunto r—
convexo X C M é contratil: basta fixar um ponto ¢ € X
e definir a homotopia H : X x {0,1] — X pondo H(z,t) =
r((1 -~ t)z +ta), z€ X, t€[0,1]. (Note que H é diferencidvel.)

Concluimos ‘portanto que os conjuntos A,, p € M, acima
construidos, constituem uma cobertura simples de M.
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