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1. Introducao

O objetivo desta nota é o de apresentar um problema inte-
ressante sobre desenho de foguetes, para cuja solugao sao utili-
zadas técnicas relativamente simples de Calculo, como integragao
e determinagao do valer minimo de uma fungio. Esse material
pode, pois, ser apresentado nos préprios cursos de Célculo, como
ilustragao de aplicagdes relevantes da disciplina; ou como comple-
mento do curso, seja para leitura adicional, seja para exposigdes
paralelas e complementares.

O material que vamos apresentar aqui )a fol objeto de um
Médulo da série do “UMAP Journal” [3|. Nossa exposigao, entre-
tando, se baseia principalmente no capitulo 4 do livro de Burghes
e Downs [2], que serviu de referéncia bésica para o médulo [3] e é
mais completa que a daquele médulo.

Como é bem sabido, os foguetes utilizados para colocar
satélites em orbita sao construidos em trés estagios: apds a queima
total do combustivel do primeiro estigio, este se desprende do fo-
guete, ao mesmo tempo gue o segundo estdgio é acionado. Ao

“Este artigo fol publicado inicialmente no “Noticlirio da SBM”, Anc XIIJ,
N9 2, Outubro de 1982 e é aqui reproduzide com pequenas corregdes.
tEm licenca da Universidade de Brasilia.
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terminar a queima do combustivel deste, o terceiro estigio é aci-
onado, e o segundo se desprende do foguete. F inalmente, ao ter-
minar a queima do combustivel do terceiro estagio, ele também se
desprende, deixando em ébita o satélite on cipsula espacial.

Mas por que os foguetes s3o assim construidos? Por que nao
foguetes de um tnico estdgio? A andlise que faremos ao longo
desta exposigio mostrard nao apenas que os foguetes de estdgios
multiplos sio bem mais eficientes do que os de um tnico estagio,
mas também que estes ltimos nem mesmo tém condigdes de co-
locar um objeto em orbita.

Vejamos, em primeiro lugar, qual a relagio existente entre a
velocidade orbital v de um satélite e sua distancia D ao centro da
Terra. Sendo G a constante da gravitagio, a lei de Newton nos
diz que a Terra atrai o satélite com forga dada por

Mrm
D’

onde m é a massa do satélite e My é a massa da Terra. Entao,

G

a aceleracio que essa forga imprime ao satélite é simplesmente
GMr/ D?. Como o satélite estd em 6rbita (que supomos circu-
lar, por simplicidade} de raio D, esta aceleragio deve igualar a
acelaracio centripeta v®/ D, isto é, '

GMy _ o* _ |GMy
o = D donde v= D

Vamos eliminar o produto G My desta iiltima expressio. Para
isto basta notar que uma particula qualquer na superficie da Terra
tem aceleragio gravitacional dada por G Mr ] RE, onde Ry é o raio
da Terra; mas, por outro lado, esta é também a aceleragao da
gravidade g, de sorte que GMr = gR%. Substitnindo este valor
na expressao de v acima obtemos

(1) v = RT\/;/—B.
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Esta equagao nos mostra que a velocidade do satélite deve ser
tanto menor quanto maior sua distancia D ao centro da Terra.
Assim, enquanto a Lua, que estd a 384.000 km do centro da
Terra, tem velocidade aproximada de 1 km/s, um satélite a ape-
nas 100 km acima do solo deve ter velocidade v = 7,8 km/s. O
leitor deve notar que estamos falando de velocidade orbital, que é
a velocidade tangencial do satélite. Além de imprimir essa veloci-
dade ao satélite, o foguete deve ser bastante potente para chegar
até a altura desejada. Quanto maior esta altura, mais potente
deve ser o foguete para atingi-la, embora quanto maior a altura,
tanto menor a velocidade final necessiria para manter o satélite
em oOrbita. Nao estamos considerando o problema de atingir de-
terminada altura, mas sim o de imprimir ao satélite a velocidade
necessaria v para manté-lo em érbita a distancia D do centro da
Terra, conforme a eq. 1.

3. Foguetes de um Estagio

Vamos considerar, primeiramente, um foguete de estagio
unico. Seja M a massa do foguete e v sua velocidade relativa-
mente a Terra. Seja ¢ a velocidade dos gases expelidos, relativa-
mente ao foguete, de sorte que a velocidade desses gases em relagao
a Terra é ¥ + ¢. Como a massa do foguete decresce com o tempo, .
devido & queima do combustivel, a derivada dM/dt é negativa e o
—~dM/dt representa a massa dos gases expelidos na unidade de
ternpo. Entdo, a variagdo do momento linear total (do foguete e
dos gases) na unidade de tempo é dada por

d dM di dM

-&E(Mﬁ) + ("?)(t_f"*- E) = M'&-{ — CE—.
De acordo com a segunda lei de Newton, essa quantidade é igual
a forga aplicada F (forga externa ao sistema foguete-gases}:

i _dM -
@ “a D
ou ainda,
v _dM -
(2) M= === 4 F.
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Desprezando a forga de resiténcia com o ar, vamos tomar como
forca externa apenas a atragao gravitacional, na forma do produto
da massa do foguete pela aceleragio da gravidade. (Ao final desta
secdo faremos um comentario sobre a forma exata desta forga.)
Entao, considerando um eixo vertlcal com vetor unltarlo t dmgldo

para cima, teremos F = —Mgt T=vi,e &= —ci, onde vecsao
quantidades positivas. Agora a eq. 2 assume a forma.
(3) dv ¢ dM

d M dt

A massa M do foguete consiste de trés partes: a massa C
da carga dltil, a massa M; do foguete vazio e a massa M, do
combustivel. Esta iltima é a parte varidvel, M, = M,(t), que tem
valor inicial M,(0) e que se anula para um certo valor ty do tempo,
guando o combustivel acaba. Supondo que a queima se processe
a uma taxa constante —k, teremos

dM,
dt

= —k,
donde
M. (t) = M.(0) — kt,
de sorte que
M =C+ Mj + M(t) = C + My + M0} -
Pondo My = My + M.(0), obtemos
M=C+My~kt
e a eq. 3 passa a ser
dv ke
dt C+ My—kt

Basta agora integrar de t = 0 a ¢t para obtermos a expressio da
velocidade. Designado a velocidade inicial com vy (geralmente
vy = (), teremos

_g.

(4) v—v = —clog ——r—"— gt




59

Para encontrar s = s(t) — espago percorrido no tempo ¢t —
devemos integrar a fungio v = v(t) dada em (4). Com s¢ = s(0) =
0, teremos

t 2 4
gt [ C+ M-kt
)= | v(t)dt=vot - T —c [ log Ty
s(t) fo"() T T R T e M

Esta ultima integral se efetua com uma simples mudanca de
varidveis, lembrando também que [log = dz == z log z — z.
Obtemos entao

#2
(5)  s(t) = wvot— 97

r T AA 1
kt + (C + My — kt) log ”—Uﬂ”o—i‘ij

+ CT M,

O

Vamos utilizar a eq. 4 para calcular o incremento da veloci-
dade com a queima total do combustivel. Isto ocorre quando t = g
é tal que M. (fo) = M, (0)—ktp = 0. Entdo ktg = M,(0) = Mo~ M;
e aeg. 4 nos di

C'f‘Mf_g(Mo—“Mf)
C+ M k '

Av =v(tg) — vy = —clog

Em termos do fator estrutural

_ My My

7= My N Mf+MC(O)

e da razdo de massas p = C/M;, a expressio anterior assume a
forma

C+oMy gMo(l-o0) pto
6) Av = -—el - = —clog i——
(6) v COgC+Mg p Cng—l—l
gMo(1 - o) 1+p gMy(l - o)
S——= =clog — .
k o+p k

Para o mesmo tempo ¢ = tg, a altura méxima h = s(tp) é obtida da
eq. 5. Supondo que o foguete tenha partido do repouso (vy = 0),
e notando que

_ MC(O) _ My ~ My _ Mg(l —0’)

o k k E
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obtemos:
N

_gMg(1-0)?

(7) h 2k2
¢ C+ oMy
“la- c e

+ % (1 U)Mg'i-( -I—GMg)log C T+ Mo

Como era de se esperar, a expressao (6) nos mostra que o incre-
mento da velocidade serd tanto maior quanto maior a velocidade
¢ dos gases e quanto menores a razao de massas p € 0 fator estru-
tural ¢. (Como veremos, logo adiante, k é muito grande, de sorte
que o #ltimo termo em (6), contendo g, é desprezivel.) Mas ndo
é possive! diminuir ¢ indefinidamente; em geral, este parametro é
da ordem de 20%, isto &, o foguete vazio pesa 1/5 do foguete car-
regado de combustivel. O pardmetro p pode ser diminuido, mas é
claro que quanto mais préximo de zero ele for tanto menos efici-
ente serd o foguete.

Vejamos um exemplo, com certos valores tipicos:

M, = 10°%g, k=75 x10%kg/s,

= 10000 km/h, 0=0,2 e p=0,0L

Substituindo estes nimeros em (6) encontramos
(8) Av ~ 4,363 — 0,157 = 4,206 km/s,

onde 0,157 é a contribuigio proveniente do termo em g. Como se
vé, essa contribuigio é desprezivel diante do outro termo, 4,363.
Com os mesmo valores numéricos acima, a equagio (7) nos da:

(9) b —1,254 + 26,121 ~ 24,867,

onde —1,254 é a contribuigdo proveniente do primeiro termo em
(7). Novamente aqul vemos que esta contribuigao, devida a g, ¢
desprezivel face ao outro termo.

E claro, pelos valores obtidos em (8) e (9), que o foguete
que estamos considerando nio tem condigdes de colocar um ob-
jeto em érbita, pois ele mal alcanga 25 km de altura, longe de
sair da atmosfera terrestre. E mesmo que fosse possivel colo-
car um satélite em 6rbita nessa altura, o raio dessa érbita seria
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D = 25 + 6400 = 6425 km. Levando este valor em (1} obtemos a
velocidade orbital v =s 7,9 km/s, quase o dobro do valor alcangado
pelo foguete (cf. eq. 8).

Observagio sobre a forga gravitacional. Antes de passarmos
a andlise dos foguetes de estdgios multiplos, observamos que a
forga de atragio gravitacional foi tomada na forma constante Mg.
Isto s6 é possivel no pressuposto de que a altura do foguete seja
pequena em comparagao com o raio da Terra. Para grandes alturas
seria necessario substituir essa expressio Mg pela forma correta

da lei de Newton,
G M M

z(t)?

onde z(t) representa a distancia do foguete ao centro da Terra. Isto
temn o incoveniente de trazer grandes complicagdes ao problema,
pois a eq. 3 seria substituida por uma equagio diferencial muito
complicada em x(t).
Na verdade, o efeito da gravidade é bastante pequeno, como
Ja tivemos oportunidade de ver, numéricamente, em (8) e (9}. E
a razao disto é que a queima do combustivel se processa muito
rapidamente, fazendo com que o empuzo
aM
“at
seja realmente muito maior que o peso Mg. isto permite despre-
zar g no segundo membro da eq. 3. Assim, no exemplo concreto
considerado acima, k = 10%kg /s, vale dizer, o foguete queima uma
tonelada de combustivel por segundo, o que permite gerar um
enocrme empuxo, comparado ao peso do foguete. Face a essas ob-
servagoes, daqui por diante desprezaremos a atragio gravitacional,
o que equivale a tomar g = 0.

4. Os Foguetes de Estidgios Miiltiplos

Consideremos agora um foguete de n estdgios. Seja M; a massa
do i-ésimo estdgio carregado de combustivel. Para simplificar,
suporemos que a velocidade dos gases da combustao seja a mesma
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para todos os estdgios, a qual designaremos por ¢. Suporemos
também que cada estdgio tenha o mesmo fator estrutural o, de
sorte que o M; é a massa do 1—ésimo estagio vazio.

Vamos adaptar a férmula (6) para calcular o incremento Av;
da velocidade do foguete durante a ativagdo do i-ésimo estagio.
Quando isto acontece, é como se estivessemos lidando com um
foguete de estagio tinico, massa M; {que substitul My em (6)) e
carga til de massa M4 +---+ My +C (que substitui C em (6}).
Ent3o, de acordo com a primeira expressio em (6),

(Mij1 4+ My + C)+oM;
(Mig14- -+ M+ C)+ M’

Av; = —clog

ou ainda,
Mi+ My +---+ M+ C
UM;+M¢+1+"'+M,@+C.

Av; = clog

O problema que nos interessa resolver é o de encontrar a me-
thor distribuigio de massas pelos vérios estigios do foguete para
se atingir uma dada velocidade final V', dada por

n n

M+ M+ + M, +C.
10) V= Ay; = 1 .
(10) 1:21 v 012 o8 oM; + Migy+-+ M, +C

e
Isto significa encontrar os valores M, . .., M, que minimizem

a soma

(11) My = My+---+ M,,

ao mesmo tempo que 2 eq. 10 fique satisfeita. A questao assim
posta é um problema de maximos e minimos condicionados, que
pode ser resolvido pelo chamado “método dos multiplicadores de
Langrange”, estudado nos cursos de Calculo de vérias varidveis
(veja, p. ex., {1}, Secio 3.4, p. 97) e que se resume na se-
guinte regra: pere achar os valores que minimizam uma fungdo
flz1,...,2.), sujeitos & condigdo g(z1,...,2,) = 0, formamos a
fungao

Flzy,. .., 20, A} = f(21,.-.,Za) — Ag(21,...,2Zn)

e resolvemos as n+1 equagdes em n+ 1 incdgnitas xy,...Tn, A que
se obtém igualando a zero as n+ 1 derivadas parciais de F, isto ¢,
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af 89 _ .
(12) os; /\axi—O, i=1,...,n
aF
a0

A aplicagio desta regra diretamente ao problema de minimizar
(11) com a condigao (10) é um problema muito complicado. Para
simplifica-lo introduzimos as novas variiveis independentes

M+ M1 +...+ M, +C

13 T = , t=1,---n.
( ) : 0‘M,‘+Mi+1+---+Mn+C ’
Assim a condigio (10) passa a ser

n
(14) g(ml,...,zn):V—chog:c,—::O.

=1
Ao mesmo tempo notamos que
M+ +M,+C
Mg+ -+ M, +C B
(1- o) (M;+ -+ Mo+ C)

oM;+(1-0)Migy ++-+ (1= 0)Mp + (1 - 0)C ~ o M;
: (1-o)(Mi+---+ M+ C)
oM;+ Miyy + -+ Mo+ C — o(M;+ -+ + My + C)

(1—o)x;
T 1-ex;
Ent3o,
MO"‘C_M1+"'+Mn+C_M2+---+Mn+c.“
C Mg+ -+ M+C Mz+--+M+C
Mn—1+Mn+O-Mn+C
M, +C C
_ {1-a)n (1—0)12___(1"‘0)-"5n_ﬁ(l—a)x,—
= 1-0my 1-0zx2 1-o0z, _;':1 1-ox;
donde obtemos
My+C
(15) f(.’tl, ey In) = ]og OC —

= i [log z; + log(l — o) - log('l - az;)].

=1
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Observamos agora que minizar M equivale a minimizar (Mp+
C}/C, que por sua vez equivale a minimizar a fungdo f dada
acima. Portanto, nosso problema agora ¢ o de minimizar (15)
com a condigdo (14). Aplicando o método dos multiplicadores de
Lagrange, obtemos o seguinte sistema de equagoes, o equivalente
do sistema (12): :

1+ e o
T 1-—-ox;

=0

, t=1--- n

Resolvendo em relagio a ;, encontramos o mesmo valor para essas
variaveis:
Ac+1

16 ;= .
(16) = Aoe

Levando (16) em (14) obtemos

Ac+1

oc

V = nclogz; = nelog

Daqui segue-se que

(17) z = eV/ne

valor este que levado em (16) nos d4
1
A= (oe"/m 1)L
[

Substituindo (17) em (15) encontramos

o M0+CL"K+I ( 1-¢ )n'
§— ¢ T B\T —geV/ne)
portanto,
M0+C_V/c( 1-¢ )”
c 1-ogeVine )’
ou ainda,
l-o "
18 My = | 1_) - J .
(18 ° [e (l—aeV/"C be

Vejamos agora o que nos diz este resultado numa situagao
concreta. Suponhamos que nosso foguete, partindo do repouso,
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deva atingir a velocidade final V = 7,8 km/s = 28 080 km/h.
Como vimos na Segdo 2, esta é a velocidade orbital de um satélite
a 100 km acima do solo. Tomando, como antes, 0 = (,2 e ¢ =
10 000 km/h, obtemos os seguintes valores:

1. n=1, My~ —6,57C (este valor negativo mostra a impossi-
bilidade de se atingir a velocidade desejada com um foguete
de um estagio);

2. n =2, M= 306C;
3. n =3, My~ TIC,
4. n =4, My = b3C;
5. n =5, My~ 46C;
6. n — co, Mp — 32,4C.

Este tltimo resultado é obtido calculando, primeiro, o limite
de (18) com n — co. Para isto, notamos que

1-0 " V/ne
m) = exp|nlog(l — ) — nlog(l — oe

e que o limite da expressao em colchetes pode ser calculada pela
regra de £'Hépital: quando n — oo o limite dessa expressao € o
mesmo que o limite de

log(1 — &) — log(1 ~ ge¥/™)
1/n ’

o qual, por sua vez, é igual ao limite do quociente das derivadas

o(V/c)e' ™
1 — geVine

que é gV /c(1 - o). Entdo o limite de My em (18) ¢
(eV/c+aV/c(1—a) _ I)C — (eV/c(l—cr} _ I)C.

Substituindo os valores numéricos nesta expressao obtemos, apro-
ximadamente, 32,4C.
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Os resultados obtidos mostram que, enquanto a massa de um
foguete de dois estagios é cerca de 306 vezes a miassa da carga
til, j4 um foguete de trés estagios deve ter massa de 71C, e isto
representa um decréscimo substancial da massa do foguete. Ja
a passagem de trés para quatro estagios implica um decréscimo
muito menor, de 71C para 53C, o que nio é compensador, di-
ante dos enormes custos e complicagdes acarretados pelo maior
nimero de estigios. Isto explica por que os foguetes espaclals tém
trés estdgios, ndo menos nem mais!

Finalmente, vamos calcular as massas My, ..., M, dos vérios
estagios do foguete. Para isto, temos de resolver as egs. 13 utili-
zando os valores de z; dados em (17). E facil ver que essas equacdes
se resolvem, facilmente, comegando com ¢ = n, que d4 M, = oC ,
onde

eVine _ i
a= 1-— UeV/""';
depois resolvemos a eq. 13 com i =n — 1, e assim sucessivamente
até 1 = 1. Encontramos

My = AC, My 1 = XA +1)C, M,_s = (A + 1)°C,
oM =AR+ D)

Assim, para n = 3, as massas dos trés estdgios, no caso do foguete
que vimos considerando, sdo

M ~ 54,8C, M, ~13,2C, M;s =~ 3,20.
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