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Uma questio basica de aritmética é decidir, para dois inteiros {
e m, se ou nao [ é um gquadrado modulo m, ou seja se existe um
inteiro k£ tal que { = k? mddulo m. O simbolo (de Legendre-
Jacobi) fornece uma resposta rdpida a esta pergunta. O simbolo
(%) é igual a +1 e é definido sé para infeiros [ e m tais que ! e
m sdo coprimos e m é fmpar e positivo. Se m for primo entio

(%) = 41 se e sdmente se [ é um quadrado médulo m. Por
exemplo, (3) = +1 = $e () = -1 = () mas () ndoé
definido.

As propriedades basicas do simbolo sio:

L (L) = (£)sel=1 médulo m.

I (4 = hid)
IL (£)(2) = ~1 ©1=3=m médulo 4.

Estas e outras propriedades do simbolo sdo demonstrados em quase
todo livro sobre a teoria elementar dos nimeros. Aqui abordare-
mos o simbolo de um ponto de vista axiomatico. Mostraremos
primeiro como os axiomas LILII determinam (%) completamente,

no sentido que () pode ser calculado a partir dos axiomas. Em
seguida mostraremos que existe uma férmula explicita para (#)
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que satisfaz os axiomas, de maneira que os axiomas sao Consis-

tentes. Finalmente, usando esta férmula, verificaremos o critério,
citado acima, para ! ser um quadrado médulo um primo m. A
férmula que usaremos é baseada no teorema de Zolotareff, do
século passado, que diz que o simbolo € o sinal de uma certa per-
mutagio. '

Vejamos agora como calcular ( ) a partir dos axiomas. Con-

sidere (332), por exemplo. Temos (1 = (&I (a,\ioma II)

= (% (axioma I) = (185)3’(185)2 (amoma, I = (135)’ pois
(+) é sempre £1.

Os valores de (2) e de (=) podem ser calculados a partir dos
axiomas. Pelo axioma III temos

(m-{—4 :(.._ nxgx.(mniéi)
e (ME2 = ()

O leitor poderd deduzir, usando s6 axiomas I e IT que

§§=eﬁ?

2
m+ 2

e (2 —) = (—
Mas (2) = (2) = +1. Entéo

) ( )

m—§—2

=3 =-B=3=0=-@=-G =

Em particular, (%) = (%) = +1. Como 257 é primo, con-
cluimos que existe k tal que 185 = k2 médulo 257.

Conhecendo o valor de (%) é facil se convencer que qualquer
(%) pode ser calculado a partir dos axiomas.

Antes de dar a férmula para o simbolo, lembramos que o sinal
de uma permutacgio ¢ dos nimeros {1, 2,..., n} pode ser definido
pela formula T
E(G’) — H U(J)- - a(’“)

i<k -k
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Se, em vez da ordem usual 1 < 2 < ... < m usamos uma outra
ordem (por exemplon < n—1 < ... < 1} para definir ¢, o
resultado serd o mesmo. Por exemplo, usando 3 2 1 em vez de
12 3, podemos passar de 1 2 3 para 3 2 1 por uma segiiéncia de
trocas de elementos vizinhos 123 — 212 — 231 — 32 1.
Escrevendo £;j; para o € definido usando a ordem ijk, temos, por
exemplo,
o{2)-a{l) o(2)-0(3) o{1}-0o(3}

ens(o) = =594 T3 1-3
a(N-e(1)  o(2)-0(3)  g(3)-0(1)

= 6231(0')

Assim €321(¢) = eam(o) = eu3(e) = £123(0). A propriedade
basica do sinal é a inultiplicatividade

elo ob) = ¢(o)-&(p)

onde oo p leva j em o(p(j)).Temos

e(oop) = HU(P(J’"))_:Z(PUC))
j<k ¥

a(p(4)) — olp(k)) y1 PU) = (k)
O=60=m 175

Mas,no primeiro fator podemos usar a ordem p(1}, p(2),...,p(n)
em vez da ordem 1, 2,..., n. Escrevendo u = p(jlev = p(k),
obtemos

H o(u) — o{v)

Bl w—v

que mostra que e(g o p) = e(o) - e(p).
Se em vez de {1, 2,..., n} consideramos um conjunto finito
K num corpo e uma permutagio o dos elementos de K, o sinal

E(G’) — H U(E) _ J(’y)

Ty -y

é bem definido, ndo depende da ordem escolhida para /i e é mul-
tiplicativo.
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Seja R, o conjunto das m-esimas raizes complexas de 1 ou
seja {C°, (*,..., (™Y onde ¢ = €2"/™ (0 sendo 1). Considere
a permutagdo de R,, que leva X em X'. E uma permutac¢io pois,
[ e m sendo coprimo, existe I* tal que {[* = 1 mddulo m. Se
X' =Ylentio X = X! = yi' = v,

Define (%) a ser o sinal desta permutacdo , ou seja:

! X!yt
(=)= ]I ==
m ey X-Y

Por defini¢do axioma I é satisfeito e axioma II segue do fato que
Xt _ (XI)I’_

Para verificar axioma III (a lei da Reciprocidade Quadratica)
sejam ! e m inteiros positivos, fmpares, coprimos. Usaremos a
segninte formula

[
;) = II T[(eX -pY)(6x —av)
A<Y acp
onde X, Y pertencem a R, e @, 8 a B;. Neste produto tem
151, 2=l termos da forma (X — BY)BX - aY). Para
verificar a formula precisaremos da observagio que (L) = (L),
pois (#) = *1 el é fmpar e do fato que o polinémio homogéneo
{ifg—'}‘ de grau I(/—1) éigual a H (az — fy). Deixamos a prova
a#f
desta fatoragio ao leitor notando que Ha = 41, pois ! é impar.

[+4
Temos entio

g~
I

I
I

Xl _ YI
LG
= JI II(ex -pv)

XY afp

= I II(aXx - BY)(BX — a¥)

X<Y a<cp

Usando esta férmula é ficil verificar axioma IT1, pois, trocando {
por m, a por X, B por Y temos

II Il Xa-¥B)XB-Ya)

alfF XY
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Entéo(;- Ly = (- 1)s (R)ondes = I- !_21 m - b

impar, s = ’21 . "‘; médulo 2 e o axioma III € verificado.
Passamos agora a verificar o critério para ! ser um quadrado

médulo um primo (impar) m. Precisaremos do critério de Euler

que diz que ! é um quadrado médulo m & "7 = +1 médulo m.

Este critério é um caso particular do

Lema Seja F' um corpo finito de ¢ elementos e seja ¢ — 1 = ab.

Entdo, para todo z # 0 em F, existe um y tal que z = w e

z¢ = 1.

Demonstragdo F' — {0} ¢ um grupo (multiplicativo) de ¢ — 1
elementos. Entdo z* = 1sez = y°. Reciprocamente, a equagio
z® = 1 tem, no maximo, a solugoes diferentes no corpo F' e, dado
z, & equacio y’ = = tem, no ma'.ximo, b solugdes em F. Entio,
em F — {0}, tem, no minimo, ¢ = 23+ elementos diferentes da
forma 3?. Cada um destes elementos e uma solugio da equagao
z = 1. Butao cada solugio da equacdo 2* = 1 é da forma 0.
O critério de Euler corresponde ac caso F = Zpeb = 2.
Dado este critério, precisa sé mostrar que (=) = "5 em Zm. O
conjunto R,, pode ser identificado com Z,, pela correspondencxa,
4 (J. Assim a permutacio X — X/ corresponde a permuta,ga,o

j — lj em Z,. O sinal desta permutacio é H em Z,,
i<k j-
ou seja mEE Mas, em Z.., " 4+lemé fmpar. Entao
este sinal & [™% e o critério para [ ser um quadrado modulo m é
verificado.
A definicdo usual do simbolo comega por definir (;’;) quando
m é um primo {mpar (o simbolo de Legendre). Para um produto
m = pit---p.*, onde os p; sdo primos impares, define-se o
simbolo (%) pela férmula

k

[
= 1:[(1;) :
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Com esta defini¢do a féormula (57) = (5;)(;) € imediata. E

um exercicio interessante verificar esta férmula a partir dos ax-
iomas, usando axioma III na forma

() = (0T

m2—1

e aférmula (£) = (-1)" % .




