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Secao 0.

Todos sabemos que uma fun¢éo harmdnica u, tomando valores
reais e definida no disco aberto unitirio D do plano complexo, é
a parte real de uma fun¢o analitica f = u+ iv também definida
em D. O argumento conhecidissimo, empregando as equagdes
de Cauchy-Riemann e o teorema de Green ([LR], por exemplo},
mostra também que todas as partes imagindrias possiveis diferem
de uma constante real. Uma consequéncia 6bvia desse fato é que
uma singularidade isolada genuina de uma fungéo analitica é uma
singularidade de suas partes real e imagindria. A situa¢do é muito
mais complicada para pontos em T, a {ronteira de D. Na secio 2,
vamos construir uma fungio harménica « que se estende continu-
amente a [J sem que 0 mesmo ocorra com a parte imaginaria v. O
estudo de u e v na fronteira de D motivou a criagdo de uma parte
substancial da andlise harménica do nosso século. Esse texto é um
fragmento de uma longa histéria.

Secao 1.

Sob condi¢des bastante gerais, as funges harmoénicas ¢ e v as-
sumem valores de fronteira g e h em T', no seguinte sentido :

liTrrll u(re'?) = g(e'®) ; lilnlx v(re’?) = h(e')
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AN

Nestes casos podemos expressar u e v como solugdes dos proble-
mas de Dirichlet

(1)

representadas pela convolugao com o nicleo de Poisson {[I']), por
exemplo em coordenadas polares

Au=0em D, Av=0em D
ulr =g vir = h

+r 1 — 2

gy _ 1
2) wre™) = 2 —n 1—2rcos(8 —t)+r? ot
para r € [0,1) e § € [-m,m). Do primeiro curso em equagdes
diferenciais parciais sabemos que se, digamos, g for continua em
T, entdo u definida por (2), de fato, é harménica em D, continua
em D e u|r = g. Para estudar quais propriedades de h sio deter-
minadas por ¢ consideramos a correspondéncia

)t |

(3) gr—u+— v {com »{(0) =0)— h=v|r

em um conjunto P de fun¢des muito simples, os polinémios tri-
gonométricos a valores reais, definidos para # € [—m,n]. Estes
sdo combinagdes lineares finitas a coeficientes reais das fungdes
sink#, coskf, k € IN U {0}, ou, equivalentemente, combinagdes
lineares finitas complexas {com restri¢gdes nos coeficientes - veja
(5) abaixo) das fangdes ¢™?, n € Z. O nome, alids, é mais que
merecido: para z = 1-¢e € T, 2" = ¢, Além disso, os coe-
ficientes da combinacio linear sio, a menos da indcua constante
multiplicativa, os coeficientes da série de Fourier do polinémio

+n .
() 9(6) = = 3 i)™, b [-ma]
k=—n

onde alguns dos coeficientes §(k) podem ser zero. Para que g tome
valores reais, devemos ter g(#) = g(6), obrigando

(5) (k) = §(—Fk) (por qué, leitor(a)?)

Para p € P, é fdcil explicitar a correspondéncia (3). Da reali-
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dade de g,

VaEg(®) = §(0)+ 3 (@R + FRT) por (5)
k=1

= Re(5(0) + Xn: 25(k)e'?) (§(0) € IR)
k=1
= Re(3(0) + Y 23(k)2"),

k=1

onde a expressio entre parénteses é uma funcdo analitica (um
polinémio), da qual g é a restrigdo da parte real a T.
Entao

VEE) = (Im( 20D, por (3)
k=1

n
= -i Y sqn(k)j(k)e’™’, por (5)
k=-n
1, sek>10
onde sgn(k) = 0, sek=20
-1, sek<{

A férmula (2), que estende ¢ harmonicamente a u em D, é vilida,
j4 que g é continua. Na verdade, fizemos até mais: explicitamos A
em termos dos coeficientes de Fourier de ¢ nas contas acima.

P - P
g = h=
conjugacio, é tal entdoque o diagrama seguinte comuta:

O operador ~: g habitualmente chamado de

P = P
J | 17
A s . Multiplicagao wa s .
seqiiéncias finitas AR seqiiéncias finitas

indexadas por k € Z Por (-isenk)  jndexadas por k€ Z

isto 6, ~ = JIM_; sgn kJ, onde 7 leva um polinémio a seus
coeficientes de Fourier. Como J é um operador unitario
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de L?* a I*(Z), a continuidade da conjugagio é equivalente &
continuidade de

M....isgnk : 12(2) and lz(Z),

que é evidente, jd que | — ¢sgnk| < 1. Logo podemos estender a
conjugacio ao fecho de P na norma L2, que e o préprio L? (pelo
teorema de Stone-Weierstrass), obtendo um operador de norma
igual a 1.

Pergunta inevitavel : e se normarmos P de outra maneira —
serd que a conjugacdo ainda é continua ? Uma norma natural em
P ¢ a norma L?, p € [0,00], e veremos adiante que a conjugacio
é realmente limitada de P a P se p € [1,00]. Se p= 1 ou oo, isto
nao é verdade. Na Segdo 2, vamos construir uma funcio continua
(logo no fecho uniforme de P) cuja conjugacio nio é continua,
empregando uma terceira descri¢io do operador de conjugagio
que veremos adiante. Antes disso, vamos considerar um outro
problema no qual a conjugagio aparece naturalmente.

Para uma funcdo continua f : T' — @, o operador de Cauchy,

P ¥ (o L[ Ay,

20 Jrw—z
define uma fun¢do F analitica no disco aberto D (afinal, F é de-
rivivel em 2 € D). Mais uma vez, em que sentido F tem valores
de fronteira ? Pelo teorema de Cauchy, se F ¢ a restricio de uma
fungdo f analitica num aberto contendo D entio Cf = F em D,

e C f se estende continuamente a D, com v.f.(F) = CF|r = f.
Em particular, C(2")|r = 2",sen > 0. Paran € IV,

—-n

C(z™) = —l——f 2 dw=0 emD,
2re Jrw - 2

por residuo. Logo ».f.(z™™) = 0,se n € IN. Em outras palavras,

para polindmios trigonométricos ¢ a valores complexos (isto &,

combinagdes lineares de €™, n € IV, que nio satisfazem (5) nec-

essariamente)

v.f9) = T ' My Tg.

‘A notagio IP representa o espago de fungdes LP(T, d8), tomando valores
reais, onde df é a medida de Lebesgue habitnal, na qual o circulo de raio 1
tem comprimento 2x
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onde a(k)=1,s¢e k> 0ea(k)=0sek <0,ou -
2a(k) = sgnk + 14 doi

Entdo, 2v.f.(9) = ({§+g+ T 6oxTg) = ig+g+3(0). A
continuidade de v.f. na norma LP, entdo é essencialmente equiva-
lente & continuidade da conjugagio: O operador que leva g a §(0) é
limitado na norma L?, p € [0, co], pela desigualidade de Holder.

Secao 2.

Vamos encontrar outra representagio do operador de conjugagao.
Da Secdo 1, para p € P, de grau n,

n+1
B8 = #Imzzﬁ(k)e“‘“ (3(n+1) =0ep(0) € R)

= 1im (z e* =)\ p(w) du,

T k=0

expandindo p(k) e trocando o somatdrio com a integral. Somando
a série e trocando variaveis,

z(n+2)u

#8) = —Imf —])(9 — u)du

Na dltima linha, a conjugc¢do de p é descrita por um operador in-
tegral que, infelizmente, depende do grau de p. Para obter uma
expressio para a conjugacio de qualquer p € P, que nio depende
do grau de p, decompomos o integrando em duas partes:

(*) Im(w) = Im(l...lgm) In (e'(“"’z)“)

1—em T—et®

de modo que a primeira parcela independe de n e, como veremos,
a segunda parte ¢ irrelevante. H3 uma dificuldade técnica, entre-
tanto: as duas parcelas sao descontinuas em 0, ¢ ndo é ébvio (nem
verdadeiro em geral) que o produto de cada uma por p(f — u) seja
integravel. A saida para isso é familiar:

510 —1 £ -'L
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o valor principal de uma integral,

v.p. ./;: flu)du = leiﬁ}l[ _:rs fluw)du + _/: f(u)dul,

“torna finitas” integrais de fungdes que estouram como 1/z perto
de 0.Além disso, se f é continua,

v.p. /: flu)du = /W f(w)du.

-7

Vamos mostrar que, se p é de grau n,

T et(n+2)u
v.p. / Im( o Jp(0 — w)du = 0.
-

Isso se faz por residuos. Da figura abaixo,

1 A
i

£

ei(n+2}z
j T p(0—-z)dz = 0, por argumentos-padrio do calculo
I.4v 1—

de integrais por residuo [LR]. Pela 2r-periodicidade do integrando,
Ji+ Jy = 0, logo,

T gi(nt2)z eilnt2)z
-p. ~p{ f— = —lim 7 -
vP /_fr 1—¢” plo—z)dz lslfg " 1r 1 —e*

p(f—2z)dz = 0,

porque o residuo do integrando em 0 multiplicado por % é real.

(Lembre que lilrgf-:f f(seig)ieiedﬁ = mwiles(f,0), se f tem um
B 0

A : =
'-'Tl'-ﬂ' ~£ 0 H W g Ke%,
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polo simples em 0 [LR}). De (*), entdo

.

) = un [t

—r 1 — etu

Jp(f—u)du = 'o.p.%j (cot 3 )p(0—u)du.

Em P, o operador integral acima é uma conjugagao. Nao é
dbvio que o operador aja sobre fungdes arbitrarias de, digamos,
L?. Certamente, os operadores

1
(Th)(0) = v/[“W’_E]U[E‘W}(cot L) f(8 — u)du.

27

sao bem definidos e limitados de L? a L? (faga as contas, ou sim-
plesmente mostre que 7. é uma convolugio por uma funcio lmi-
tada, logo integravel). Além disso, para f € L2,

lim||T.f - fllz = 0.
i |7 = Iz
Isso vé-se com um argumento arquetipal:

WTef = flla < WTf = Teplle + [|Tep — Bll2 + [ — fll2,

para qualquer p € P -— vamos mostrar que para uma escolha ad-
equada de ¢o o termo ||Tef — f|]2 é menor que um g arbitrdrio ,
para £ € (0, £g9) ,majorando cada termo de lado direito por p/3.
Para cercar o terceiro termo, usamos que a conjugacao tem norma

1de L? a L? (veja Secao 1):
(a) li5— fll2 < llp = fll2-

Para controlar o primeiro termo, notamos que as normas dos op-
eradores T. sio menores que uma constante ¢ parac € (0, 1/2),
fato mostrado no Apéndice. Dai,

(b) | Tef ~ Tepll2 < Clf = pll2

O segundo termo é um pouco mais dificil. Pelo diagrama da Segdo
1 e o fato que J é unitéria,

©  NTp-dlle = T My,49Tp = T ' M1_iggn, T pll2
4

<v2n+1 sup |Te(k)— (isgnk),

k€[—n,n]
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onde n é o grau de p, e Mz, (1) é o operador de multiplicacio
correspondente & convolugao 7, apds aplicarmos 7. Também no
Apéndice, mostramos que T¢(k) — —~isgnk, quando ¢ — 0, o que
garante Tep — p em L2. Para cercar os lados direitos de (a), (b)
e (c) basta escolher p € P tal que

llp— flla < 1/3 € llp— fll2 < 1/3C,

0 que € possivel por Stone-Welerstrass e, para esse p, escolher £
tal que para ¢ € (0, gg) o segundo termo também seja menor que
n/3.

Nao é verdade, entretanto,que os operadores T, convirjam na
norma de operadores para a conjugacio.

Para que tanto esforco? E que a representagio da conjugacio
em termos do v.p. nos dd um controle maior sobre ela. Como
exemplo disso (muito mais vai acontecer nas préximas Segdes),
vamos construir uma fungéo continua no circulo cuja conjugacio
nao é sequer(???) limitada. Em outras palavras, vamos mostrar a
existéncia de uma fungdo analitica em D cuja parte real se estende
continuamente a D mas a parte imaginaria nio.

Considere a funcio :

0 se u € [—7, —1]
fw) = { g(u) seue-11]
0 se u €1, n]

onde g é par, g{u) = g(—u). Como aquecimento vamos mostrar
que se g = 1, entdo f nédo é limitada. De fato, para 8 € (1, 2),

f= fu.p.%[:r(cot u/2) f(0 — u)du.

f+1
= f cot u/2 du,
8-1

e, integrando explicitamente, 191{111 f(8) = +o.

Para obter uma f continua com f nio limitada, vamos tomar
uma funcao que quase salta em u = 1, fazendo sua derivada 3
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esquerda em 1 ser —oo.
Para g(u) = —(In3(=|u|+ 1)) ede(l,2)

7 1 /" —cotu/2 1 /""‘1 —cotu/2
6

= Sl brut ) T2y Wl(G-utD

Quando 8 | 1, a segunda integral é limitada, mas a primeira ndo
— fica por sua conta, leitor(a).

Uma dudvida possivel: vimos que, para f € L2, T.f — f
em L%, mas quem garante que a representagio integral via v.p.
realmente nos dé valores pontuais de f (que em geral nem ex-
istem para fungoes em L?)? Ha duas abordagens: um teorema
mais dificil, envolvendo as chamadas fungdes maximals, garante
que isso é verdade q.t.p.. Nos exemplos acima, entretanto (e na
demonstracio do teorema da proxima segio ) podemos nos justi-
ficar de maneira bem mais simples. Estamos sempre calculando
F(8) para 6 num intervalo I tal que a singularidade de cotu/2
(isto é u = 0, encontra-se num intervalo onde f(8 — u) é nula.
Para 8 € I, (T.f)(#) faz sentido, é constante para £ suficiente-

mente pequeno, e a convergéncia LZ em I de T.f a f implica a

convergéncia pontual q.t.p. em I (alids,em I, f é continua — por
que, leitor(a)?).

Segao 3.

Para onde vai a conjugagao f de uma fungio limitada f7 Como

L CcLPC L9parap>gq2>1, f deve estar em L? e se admitimos

que a conjugacio leva L? a LP, para p > 1 (0 que nao provamos mas

é verdadeiro), entdo f estd em ﬂ LP. J4 vimos, entretanto,
PE(1,00)

que f nio precisa estar em L. Estamos entdo, procurando um

contradominio X tal que

£ xc () I
pE(1, 0c)

J4 temos até alguns exemplos interessantes de fungdes em X,
as conjugacdes calculadas na Segdo anterior. A escolha do espago
“correto” (e a descoberta de outras razoes que comprovam a corregao
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dessa escolha) é um dos pontos altos da Andlise dos dltimos vinte
anos.

O espaco denotado por BMO, consiste das fungdes mensuriveis
f IR — IR, de perfodo 27 (por isso identificiveis com fungdes
definidas em T para as quais

(1) [ i@k <

def

) 11 A1l
Hm [ f@aal < o0

onde fi, 5 = 5= f7 f(z)dz.

(su

= flagldz)

Vamos explicar um pouco essa definicao. O nimero a4 ©b-
viamente, é a média de f em [a,b] e é finito, por (1) e Cauchy-
Schwarz. O primeiro termo de definigio de || f[|. é o supremo sobre
todos os intervalos () de um nimero que pode ser pensado como
a oscilagdo média de f em torno de sua média fy no intervalo
¢. Queremos que |{f||« seja uma norma e, por isso, convém acre-
sentar o segundo termo -— a oscilagzo média de uma constante é
zero, e queremos ter ||fll. = 0 & f = 0. Defato ] - |l.
é uma norma que torna BMO um espago de Banach — nio va-
mos dar detalhes, que ndo sdo dificeis. Alids, BMO quer dizer
bounded mean oscillation - oscilagio média limitada. E verdade
que BMOC L?, p € (1,00) mas tamhém nio vamos demonstrar
— a afirmativa segue do famoso lema de John-Nirenberg, que ja
haviam empregado BMO no estudo de certas equagdes diferenci-
ais parciais.

O resto da Segdo é dedicado a demonstrar o resultado abaixo.

Teorema (Spanne-Stein): A conjugacio é um operador linear
limitado de L a BMO.

Queremos entdo mostrar que existe C tal que

1Al < €[]l
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Note que basta controlar a oscilagio média em torno de uma
constante Cg, dependente de @), para ter o controle da oscilagio
em torno da média fg: mais precisamente, omitindo a dependéncia
na varidvel,

;%;fQU—fQ!

1A

i Jalf = Cal + 1 Jo ICa — fal
&1 Jof = Cal + 31l fo(Ca - fo)l
< Glalf-Cal

Em resumo

1 1
*) sup o fo 17— Jal <2 sup o 17~ Col

Vamos comegar por algo ficil:
—1 [ 7l < <=Ilfll2, por Canchy-Schwars
— o — , por Cauchy-Schwar
or f 1= o 2, P ¥

1
< —= < ,
e o segundo termo da definigéo de || f]|. j4 estd controlado. Agora,
vamos estimar a oscilagio média para intervalos @ grandes, dig-
amos |Q| > 7 e |@Q| € (27n, 2x(n + 1)], para algum n = 0,1...

Entao
(151 Jo 12 < w1 JolfF, por Cauchy-Schwarz
< ’-%Ilf:" If|? , pela periodicidade de f
< 1,%}-” fl12 , porque a conjugacio tem
norma 1 de L? a L?
< s,
< A%

Usando (*) acima com Cg = 0, temos

@fqrf—fqi < 2 flloo,
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para intervalos @ grandes. O controle para intervalos pequenos é
mais sutil; para f € L e Q@ = [p-a,p+a], a € (0,27), 0 controle
da oscilagao média de f em @ por || f||« equivale - por uma troca
de varidvel — ao controle da oscilagio média de g(r) = f(7 ~ p)
no intervalo [—a,a] pela cota superior ||g||es = || fl|oo- Logo, sem
perda, podemos supor p = 0. Seja x2¢ a funcho caracteristica do
intervalo [—2a,2a] = 2@ e decomponha f,

f=Fh+Ff= fxeo+(f- fxaq)

em suas partes “perto” e “longe” de @ (e da singularidade em 0
de cot u/2) - temos que controlar || f;]}. em termos de || flloo. Mais
uma vez, tendo em vista (*) com Cg = 0,

1 7 N2 1 72 I R
(ﬂ]c;)lfll) < £L|f1i < Z/_W LAl
i
< gallAl} < 5o [ 1P < 2L

Para controlar fz, vamos usar a representacio via v.p. da con-
Jjugacao:

+r +
a8 = 'u.p./ K{u)g(0 — u)du = v.p.j K8 — u)g(u)du,
onde K(u) = - cotu/2. Note que para 8 € Q,

fa(0) = ]A e KO W)

o0 v.p. mais uma vez desapareceu (ver o final da Se¢do anterior).

Convém fazer a seguinte escolha diabdlica de Cg: Cg = f2(0) =
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Ia K(—u)f(u)du. Entao

AN

|fa — Col £ /A |K(8 — ) — K(—u)|}f(u)ldu

< Mflleo [ 1K (O=0)-K(=u)ldu < |fllel [ 11(0—0) K (~u)ldu

onde B = {ul| = > |u] > 2|8|}.

A dltima desigualdade, 6bvia pela figura acima (jd que A C B),
estima | fo— Cg| por um niimero independente de Q. Agora, é “s6”
mostrar que esse niimero é menor que M < co, para todo 8 €
— de novo, a conta € sua, leitor(a): divida em casos de acordo
com a posi¢do relativa de 8, p e 0, e calcule explicitamente a

integral sobre B. Dai, por (*), ]%[ IQ |f2 - (fQ)Ql < 2M|| flleos € 2
demonstracio estd concluida.

Segao 4.

Na se¢do anterior, BMO foi apresentado como um contradominio
natural para a conjugacio em L*. Na verdade, BMO é um espaco
natural em virios sentidos. A seguir, descrevemos sem demon-
stracdo uma propriedade muito interessante de BMO.

E bem sabido quese L : LP — LP e sua restrigdo L : LY — L7
sao operadores lineares bem definidos e limitados para 1 < p <
g < occentao L: L" — L™ é bem definido e limitado para » € (p,q)
(lembre que L? 3 L™ O L7). Conhecem-se extensoes substanci-
ais desses resultados, os chamados teoremas de interpolagio ([SW],
cap 5). Com o espago BMO foi possivel encontrar extensdes muito
poderosas. O seguinte resultado é um caso particular de um teo-
rema bem mais forte:

Teorema (Fefferman-Stein, [FS}): Se L : I? — LP e L :
L*® — BMQO sao bem definidos e limitados, entdo L : L™ — L
também &, para r € (p,00).

Uma consequéncia imediata desse teorema, da limitagio da
conugacio em L2 e do teorema do Spanne-Stein ¢ a limitagdo da
conjugagio de L? a L?, para p € (2,00). Os argumentos habitu-
ais de dualidade podem ser empregados para definir a conjugagio




como operador limitado de L? a L7, p € (1,2). A limitacao da
conjgacdo de L7 a I?, p € (1,00), é a motivagio para outro resul-
tado classico, cuja demonstragio nio completaremos, entretanto,
neste artigo. Seja H?, p € [1,00), 0 espaco vetorial dos valores de
fronteira f : T — (' de fungbes analiticos F': D — @ (isto é, os
limites radiais 11_{3 F(reie) para quase todo #) tais que

(a) F(0)eR
(b) [1£11% < sup / |F(re®Pdf < oo,
r€{0,1)

—1t
Obviamente, esta norma é equivalente & soma das normas L? das
partes real e imaginaria de f.
Lo LP—H? .
Teorema: A correspondéncia 4, . 4;5; ¢ um isomorfismo de

espagos de Banach, para p € (1,00).

Ja sabemos que § € L? e que g + i§ admite, pela férmula de
Poisson (que vale para valores de fronteira em L?), uma extensio
analitica & a D com G(0) € IR. Faltaria ver que os limites radiais
de G sdo, de fato, iguais a g + 1§ para quasc todo 4, e isso mais
uma vez envolve 0o emprego de fungdes maximais.

Como interpretar a versio dualizada do teorema de Spanne-
Stein ? A resposta é inevitdvel: 1> é o dual de L! (mas ndo o
contrdrio), logo a conjugagio deve ser limitada de um subespago
Y de L' a L, e o dual de Y deve ser BMO! A descricio explicita
de Y é mais um grande resultado dos tltimos vinte anos.

Teorema( Fefferman): ¥ = ReH?', as partes reais Ref das funcoes
f em HY, com norma ||Refl| = || fll:

Demonstrar esse teorema é muito mais dificil que adivinhé-lo.

Secao 5.

Bom, como esse assunto continua? Algumas extensdes sio natu-
rais — porque nao a reta em vez do circulo? Isso nem é tio dificil,
e os resultados andlogos se encontram nas referéncias. Por que
ndo IR™? Isso é bem pior: vocé deve ter notado a abundancia
de cdlculos com uma varidvel complexa. Para estender os re-
sultados apresentados, foi necessario deserivolver novas técnicas
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de andlise real (fungdes maximais, decomposigao de Calderén-
Zygmund, medidas de Carleron). Ou uma variedade {para ‘onde’
vio as extensdes harmonicas?!)? A resposta é: mais técnicas (de-
composi¢io atémica de Coifman—-Weiss). Essas novas ferramentas
aumentaram substancialmente a compreensao de certas classes de
operadores lineares. No texto, estudamos a regularidade na fron-
teira de um sistema eliptico de equagdes diferenciais parciais (as
equacdes de Cauchy-Riemann em D), um operador integral singu-
lar (0.v.p. da convulagio por cotu/2 — a conjugagdo) e os valores
de fronteira de dois operadores integrais (o operador de Cauchy e
— surpresa (?) — o operador que leva g a it = v|r em (3) da Secdo
1). A nomenclatura da frase anterior foi empregada para sugerir
contextos onde as novas técnicas sio indispensdveis.

QQuase dois séculos depois da defini¢do da continuidade, a anélise
real mantém-se uma area de atividades e aplicagdes surpreen-
dentes.

Apéndice

Os operadores JT..7 ™! sio multiplicagdes Mr, () onde Tek)éo
k-ésimo coefficiente de Fourier da funcdo

-Ks(g) = %X[—w,—e}u[e,fr](g) cot 8/2,

multiplicado por v2r. Demonstrar, entdo, que os T. sio unifor-
mente limitados de L? a L?, reduz-se a mostrar que |T.(k)| < C,
onde C independe de k e £, Descartando a parte impar do inte-
grando,

+r . ;P
VorT.(k) = / K.(8)e *dp = —-;r-./ sin k6 cot(#/2)d6

O gréfico do integrando é um seno (sinkf) ‘modulado’ pela am-
plitude cot 8/2 (k > 0):
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Nio é dificil ver, usando o grifico dos dois fatores e também a
derivada que :

(2) |sinkd cot8/2] < 2k em (0, 7/k)

(b) a drea das regides LILIIL, ... decresce
{c) Ij sink@ cot 8/2df| < drea da regiao I < 27
€

e a limita¢do uniforme agora é imediata.

Além disso, também na secao 2 ficamos devendo a demons-
tragio de que T.(k) — —isgn K quando ¢ | 0. E mais uma
aplicagio do teorema de residuos: para &' < 0, usando a figura da
Secio 2,

1 -
T(K) = —5= /1 e cot /2

— %Res(e"”(z cotz/2,0) = i = —isgn K.

Para K > 0, a conta andloga segue da mesma figura espelhada
no eixo horizontal. Para & = 0, T,(k) = 0, porque o integrando é
impar.
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