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I. Introdugao

Imagine-se circundando e fotografando uma escultura. Cada fo-
tografia a exibe de um determinado dngulo e o contorno da escul-
tura € o que chamamos perfil. Perguntamos entéo: .

Dada a sequéncia de fotografias, é possivel reconstruir a escul-
tura a partir de seus perfis ?

Problemas dessa natureza fazem parte do que se convencionou
chamar “reconhecimento de formas”, um ramo do que é atual-
mente conhecido por “visado artificial”. :

Nesse artigo consideramos o problema de reconstrucio de uma
superficie suave M a partir de uma familia de perfis de M. As
superficies das quais tratamos sdo transparentes e nao opacas pois,
em relagdo a essas tltimas, o problema apresenta difficuldades
ainda nao superadas.

O uso de perfis no reconhecimento e descrigio de superficies
foi explorado por varios autores. Em [3, lema 2.1] a caracteristica
de Luler-Poincaré de M é obtida a partir de um tinico perfil. Em
[4] busca-se uma classificagio de superficies a partir de perfis em
todas as diregdes (direcdes da “esfera de visdo”). Em [9] obtém-se
uma férmula para a curvatura gaussiana de M a partir de uma
sequéncia de perfis.

Nosso objetivo aqui serd o de reconstruir superficies a partir de
perfls correspondendo a um circulo de “diregdes de visdao” {contor-
nando a escultura). Quase toda a superficie pode ser reconstruida
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dessa maneira e nos concentramos mais na regido hiperbdlica de
M pois ai os perfis podem apresentar singularidades, o que torna
o problema bem mais interessante. Também exibimos férmulas
para o calculo das curvaturas gaussiana ¢ média de M a partir de
uma sequéncia de perfis.

perfil completo perfil com oclusao
Figura 1 -

O conteido desse artigo é baseado em trabalhos de Giblin, Weiss
e do autor ([G] e [7]).

I1. Perfis de uma superficie

Sejam M uma superficie suave, conexa, sem bordo, mergulhada
em IR? ¢ w um vetor unitirio de R . Consideramos % como
definindo uma dire¢io de visdo , isto & , estamos interessados na
projegio

In, : R* —1,

onde I', é o subespacd de JR® ortogonal a u. Em M, o lugar dos
pontos p nos quais o plano tangente a M em p, T, M, contém a
dire¢do de visdo u € chamado conjunto critico de If, e notado %,.
A imagem de X, por II,, é chamada perfil de M na direcdo u, uma
curva no plano I',.
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Figura 2

Listamos a seguir algumas propriedades bem conhecidos de %, e
do perfil de M.

Proposigao 1

(i) ¥, ¢é uma curva suave em torno de p € M a menos que p
seja um ponto parabdlico e u determine a diregdo assintética
de M em p.

(i1} se ¢ = Il (p) com p € X, entdo o perfil é uma curva suave em
torno de ¢ a menos que % determine uma diregio assintética
de M em p.

(iii) se ¥, € uma curva suave em torno de p entdo sua diregio
tangente em p é paralela ao plano ', se e sdmente se u de-
termina uma direcio principal de M em p.
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(iv) se o perfil é suave em ¢ = Il,(p) com p € ¥, entdo sua
direcio tangente em ¢ estd em T M.

Demonstragio Veja [5] para as nocdes de geometria diferencial
mencionadas.

Podemos supor que p = (0,0,0), que M é um grafico,
z = {(x,y) numa vizinhanga de p e que o plano tangente a M em
péz=0. A férmula de Taylor com centro em (0,0) nos da

f(may) = az? + 2bzy + Cyg + Rg(-'l?,y)

Seja u = (0,1,0) a direcao de visdo. A condigdo para que o plano
tangente a M em (z,y,z) contenha « é que a normal a M nesse
ponto, cuja diregdo é determinada por (- f;, — fy, 1) seja ortogonal
a u, ou seja, f, = 0. Segue do teorema da Fung¢do Implicita que
AcCT,onde A = {{z,y,2),2 — f(z,y) = fy(z,y) = 0} é suave
em p a menos que fyy = fyy, = 0 em (0,0),isto é, b6 =c =00 que
nos diz que p é ponto parabdlico de M e u determina a direg¢do
assintdtica de M em p. Observe que caso também tenhamos a = 0
entdo p é um ponto planar. Isto mostra (i).

Suponha que A é suave em p. Entdo, pelo teorema da Funcéao
Implicita a dire¢do tangente a A em p é determinada por (¢, —b,0)
desde que b ou ¢ ndo sejam ambos nulos. Essa diregdo coincide
com a diregdo de visio se e somente se ¢ = 0, o que nos diz que
u determina uma dire¢do assintotica de M em p. Assim sendo, o
perfil em ¢ = II,{p) é suave a menos que ¢ = 0. Isto mostra (ii).

Observe que caso A nao seja suave em p entdo 0 mesmo oCoITe
com o perfil em ¢ = II,(p) uma vez que projecdes ndo eliminam
singularidades.

Suponha agora que ¢ # 0, isto é, o perfil é suave em q. Sua
diregao tangente em ¢ é a projecao da correspondente diregio em
p, ou seja, I1,,(¢,—b,0) = (¢,0,0). Esta dire¢io estd no planoz =0
o que mostra (iv).

Por outro lado, (¢,—b,0) é paralelo ao plano de visdo y = 0
se e somente se b = 0 e nesse caso temos que u determina uma
diregao principal de M em p. Isto mostra (iii).




73

Exemplos :

Nos exemplos abaixo M é um grafico, p= (0,0,0),
T,M = {z= 0},u= (0,1,0) e portanto r, ={y= 0} e
q = Hu(p) = (010) € ru~

i)z = 2y + y>. Préximo a p temos 3, parametrizado por
¢ (=312, 1, —2¢%). A tangente a £, em p é determinada.
por u e o perfil é parametrizado por ¢ (—3¢2,0, —213) que
possui uma cispide ordindria em g.

I1.2) z = zy + y*. préximo a p temos Xy parametrizado por
t— (—48%, 1, —3t) e o perfil parametrizado por
t s (=413, 0, —3t4) que apresenta uma cdspide degene-
rada em g.

I1.3) z = y® + z?y. Nesse caso p éum ponto planar de M e
temos %, dado por ¢ — (=3t%, 3t%, —54¢°). O perfil é dado
por ¢ — (—3t2, 0, —54t°) que possui uma ciispide bastante
degencrada em 4q.

114) z = z2 + zy® + y°. Nesse caso p é ponto parabdlico e u
determina a direciio assintGtica de M em p. Xy consiste de
duas curvas suaves se cruzando em p, a saber, t = (2, 0, %)
et — (3t, —2t, 9¢24+41>). O perfil consiste de duas curvas se
tangenciando em ¢, ¢ — (2, 0, t*) et — (34,0, 912 + 413).

III. Reconstrugdo de Superficies

Nosso objetivo serd o de reconstruir o méximo possivel de uma su-
perficie M, como em II, a partir de seus perfis. Em IR® existe uma
familia a dois pardmetros de dire¢des de visdo que, se pensadas
como vetores unitérios sio os pontos da esfera § 2, Pretendemos
obter os planos tangentes a M que serd entao a envoltdria dessa
familia de planos. Agora, para tal basta conhecer os perfis de M
correspondentes a diregdes u € 5 2 que est@o num cfrculo maximo.
Para ver isso seja p € M e em T, M considere os vetores unitarios.
Fstes formam wm circulo méximo em S? e como quaisquer dois
circulos maximos em $? se interceptam conclufmos que, fixados
o circulo de direcdes de visdo e p € M, existe u € Tp,M unitério,
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que é uma dire¢do de visdo e portanto o ponto p co\ntribuiré com
o ponto II,(p) € Ty que estd no perfil de M na diregio u.

O procedimento para determinar o plano tangente a M em p
€ o seguinte : uma direcio nesse plano é claramente a da reta por
g = II.(p) de direcio u. Outra direcio é a da reta tangente ao
perfil em gq.

({6
(., oertRT(T2)

N

plns de vieZs 1

Figura 3
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Caso o perfil seja singular em g interpretamos a reta tangente
como limite de retas tangentes ao perfil em pontos proximos a ¢
nos quais o mesmo seja suave. Se 0 perfil possui um cruzamento
em g entdo os ramos do perfil contribuem, cada um, com um plano
tangente a M em pontos distintos.

Passamos agora & reconstrugao de M a partir de perfis corre-
spondentes a diregdes de visdo num circulo méximo de 52
(o processo que utilizamos funciona exceto em pontos de M nos
quais T, M seja paralelo ao plano determinado pelas diregdes de
visio e na regiado parabdlica de M). Os cilculos abaixo s@o de
natureza local pois supomos que temos parametrizagoes dos perfis
em torno de cada um de seus pontos.

Considere a familia de diregdes de visao

ug = (0, cosf, sin )
e a correspondente familia de planos de visdo
[y : ycos® + zsinfl = 0

Cada um desses planos contém wm perfil de M. Usamos coorde-
nadas ortonormais (z, w) em Ty sendo que o eixo £ é comum a
todos os planos e o eixo w estd na diregdo (0, sinf, —cosf). Um
ponto (z,w) em Iy corresponde ao ponto

2(1,0,0) + w(0,sin 8, — cos §) = (z,w sind, —w cos )

de IR?,




76

Figura 4

Na pritica, sdo as quantidades ¢ e w que sdo medidas através de
uma imagem. Suponha que os perfis sejam dados por w = w(z, 8},
funcdo suave de z e # num aberto do plano (z,#). Isto nos diz que
para esses valores de z e § os perfis sdo suaves e nio sio tangentes
ao eixo w. Esta suposicdo equivale a dizer que, comegando com
um dado ponto de um perfil, escolhemos um eixo de rotagio que
nao é paralelo & normal ao perfil nesse ponto. E claro, que, caso a
diregéo de visdo permaneca sempre no plano tangente a M em p,
nenhuma informagio nova é obtida variando-se a dire¢io de visio.

Considere z e @ fixos, isto é, um ponto fixado no perfil de M
em I's. O plano tangente a M determinado por z e # passa pelo
ponto

(z,w) € Ty que corresponde a

(#,wsin 8, —wcos ) de IR>
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e contém as diregdes
(0,cos d,sin 8) dire¢do de visao

(1,w,sinf, —w, cosf) tangente ao perfil

A equacdo do plano é portanto

(1) wy X —sinfY +cosbZ = 2w, —w

{aqui estamos usando coordenadas (X,Y, Z) em IR® afim de evitar
o uso repetido de x).

Qbservagio

No caso geral, isto é, quando os perfis sdo dados por
z = z(t,0) , w = w(¢,8) para algum parametro t, a equagdo do
plano fica

(2) wi X — zesin8Y + z4c0887 = 2wy — 24w

A superficie M é a envoltéria da familia de planos dada por (1)
(veja [8] para conceito e cdlculo de envoltérias) e obtemos pontos
(X,Y,Z)onde X =z, Y = wsinf + wg cos b,

Z = —wcosf + wgsin b,
Considere a aplicagio f : (z,8) — (X,Y, Z), ou seja,

(3) f(z,8) = (z,wsin 8, —w cos ) + wy(0, cos §, sin §)

Note que wy = %—‘g é a profundidade (distincia com sinal)
de um ponto do perfil ao ponto correspondente de M. f é uma
parametrizagio local de M caso sua derivada tenha posto 2 e a

condi¢io para tal é w + wgg # 0,0 que se vé imediatamente de

(4) fr = (1,wgsind, —w; cosb) + wye(0,cos 8,sin 6)
fo = (w+ we)(0,cosb,sinb)

Na secdo IV exploraremos (4) a fim de deduzir férmulas para
as curvaturas gaussiana e média de M.

Observagado:

Caso os perfis sejam dados por z = z(t,8), w = w(t,8),
a envoltéria da familia de planos (2) é

(5)  f(t,8) = (z,wsin 8, —wcos #) + (wp — zg3*)(0,cos8,sin 6)
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e aqui wg — .'179%:' mede a profundidade de um pontd do perfil ao
ponto correspondente de M, desde que z; # 0.

Pela proposicdo 1 pontos elipticos dao origem a perfis suaves
e (3) ou (5) sdo suficientes para parametrizar A7 numa vizinhanca
de tais pontos.

Passamos agora a considerar pontos hiperbdlicos ou parabdlicos,
que podem apresentar singularidades nos perfis. Comecamos com
alguns exemplos que mostram de imediato que (3) nio mais se
aplica porém (5) sobrevive aos pontos hiperbdlicos. Em seguida
demonstramos que (5) fornece parametrizacdes locais de M na
regido hiperbdlica. Nos exemplos abaixo M é dada por um grafico
z = h(z,y) e estaremos interessados em (x,y) préximo a (0,0) e
diregGes de visdo(0,cos#,sind) préxima a (0,1,0) ou seja 8 = 0.
A normal a superficie em p é dada por (kg hy,—1) e a condicio
pE ¥g lé-se

(hgyhy,—1).(0,c080,5in8) = 0

ou

©) { z—hiz,y) = 0

hy(z,y) —tand = 0
Um célculo simples mostra que
(7) Hg(p) =

(z,ysin?8 — zsin @ cosd, —ysin B cos § + z cos? el

cujas coordenados em Ty sdo

r = z
®) {'w = ysinf - zcosé

Também supomos os perfis parametrizados por z = z(t, 8),

w = w(t,8d).

Exemplos :

ITL.1) 2= 14+2y+y® (o1 que aparece aqui e em outros exemplos
visa manter M afastada do eixo z, que é o eixo comum a todos

os planos de visdo. Isso evita o aparecimento de singularidades
“extras” das quais falaremos adiante). Nesse caso (6) e (8) se




reduzem a

(6)

e fazendo y = ¢

(8)
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z = tanf —3y?
z

{

&
I

= 1+ytan9—-2y3

z = tanf — 3t

—cos 6 + 23 cos @

A Tamilia de perfis (8) possui uma clispide em t = 0 qualquer que
seja # préximo a 0.

w
]
. N
Figura 5
Observe que % = —fcosf (em ¢ = 0 esse nimero mede a

inclinagio da tangente cuspidal) e a férmula de reconstrugao (5)

fica

f(t,8) = (tand — 3t%,%,1 + ttan § — 2t°)

_que & uma parametrizagiio local de M em torno de (0,0,1), apesar
dos perfis singulares.

.2y z =1+ El%;d Nesse caso {6) fica

T

¥

F4

(14 y)?tand — 4y° — 3y

y
1+ (y +4*)tand — 3y*
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e os perfis (8) (fazendo y = {) n
z = (1+1)%tand — 413 — 34
w = —cosf—{*sinf 4 3t! cosd

& FEssa familia de perfis apresenta uma transiciio do tipo “cauda

de andorinha” para # préximo a 0 (veja [1])
JI.

\

Figura 6

Figura 7

Quanto & férmula de reconstrugio (5) temos que oo se reduz a

—ﬁ; cos§ e obtemos uma parametrizagio local de M em torno de
(0,0,1).
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IL3) z=1+42%+ 2%y — y> Aqui (6) fica

z £(3y% + tan 8)3
¥y = ¥
z = 14+ (1+y)tand + 3y% +24°

onde y satisfaz 3y% + tand > 0. Os perfis (8) sdo (fazendo y = 1)

z = :l:(3t2+tan0)%
w = —cos —sind — 3t2cosh — 23 cosb

Essa familia de perfis apresenta uma transi¢ao do tipo “bicos™ para
¢ préximo a 0 (caso tivéssemos +3® a0 invés de —y® na expressio
de z obterfamos uma transigao do tipo “labios”).

W

|

Figura 8

G L S

Figura 9
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N g

258 '

Figura 10

Nesse exemplo (ponto parabélico) ji encontramos dificuldades
com os perfis uma vez que a presenga dos sinais + e — na coorde-
nada 2 (dois ramos) mostra que, mesmo localmente, o perfil para
# = 0 ndo é uma curva parametrizivel. A férmula de reconstrucio
(5) ndo é uma parametrizagio local de M em torno de (0,0,1) (f
deixa de ser uma imersdo apenas para (t,6) = (0,0)).

Poderfamos dizer muito mais na linha dos exemplos acima mas
citaremos apenas os seguintes fatos (veja [1], cp.12 e [2] §7):

II1.4) se p € M é ponto hiperbdlico e a reta por p na diregio ug
tem contato de ordem 3 com M em p entdo Ilz(p) € Ty é uma
cuspide ordindria do perfil.

I11.5) se p € M é ponto hiperbdlico e a reta acima tem contato
de ordem 4 com M em p entdo, ao se variar a diregéo de visao, os
perfis apresentam uma transi¢io do tipo “cauda de andorinha”.

III.6) se p € M é ponto parabdlico e a reta acima tem contato
de ordem 3 com M em p entdo, a0 se variar a diregao de visdo, os
perfis apresentam transi¢des do tipo “bicos” ou “ldbios”.

Certamente existem singularidades mais degeneradas que po-
dem ser observadas nos perfis (borboleta, ganso, gaivota) porém
estas sao visiveis apenas através de dire¢des isoladas.

Mostraremos agora que a férmula de reconstrugio (5) fornece
parametrizagoes locais de M na regido hiperbdlica. '

Considere M dada por z = h(z,y) onde, sem perda de gene-
ralidade, estamos interessados numa vizinhanga de po = (0, %9, 20),
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z0 = h{0,30). O eixo z, comum a todos os planos dewvisdo, desem-
penha um papel especial e, em geral, nio podemos escolher yo = 0
ou zg = 0. Isto se deve a que, ao consideramos os perfis isolada-
mente, é indiferente se eles se interceptam ou naoc porém, mais
adiante vamos empilha-los para formar uma superficie P de perfis
e nesse caso intersecdes entre perfis introduziriam singularidades
“extras” em P. Assim sendo, evitamos tal situagio afastando A
do eixo . As equagdes que determinam } 4 sdo

z=h(z,y) = 0
(6) {hy(:c,y)—ta,nyﬂ =0

As equagdes (6), definem emR* (coordenadas (z,¥,2,6)) uma
superficie suave P parametrizada por z e y. P consiste dos con-
juntos criticos ) 4 empilhados na direcdo 8.

A projecio de P em IR® através da aplicagio

(9) . (z,9,2,8)
(z,ysin?@ — zsinf cos @, —ysinfcos b + zcos? B)

é a superficie de perfis P, que consiste na unido dos perfis nos
planos I'y. Em geral, P apresenta singularidades.
A proje¢io de P em IR? através da aplicagio

(10) (2,9,2,0) = (z,w) = (z,ysind — zcosb)

tem pot imagem, para 8 fixo, o perfil de M em T'.

Desde que nenhum vetor tangente a P seja anulado pela derivada
de (9) ou (10) a imagem correspondente (P ou o perfil) é suave.
Um calculo elementar mostra a seguinte

Proposicdo 2 Suponha 4 # 0 ou z # 0. Entdo, para val-
ores de # préximos a 0, (z,9,2,8) € P é projetado por (9) ou
(10) num ponto singular de p ou do perfil em I's se e sémente se
hyy(z,y) = 0. Assim sendo, existe uma curva ) em P, dada por
(6) e hyy = 0, cuja projecdo é o conjunto singular de P, para pe-
quenos valores de #. A condicio para que pg = (0, yo, 20,0) esteja
em &

(11) hy(0,50) = hyy(0,30) = 0

€ Vamos supor que isso ocorre no que segue. Esta condi¢ao nos




diz que o perfil para # = 0 tem uma cispide (ndo necessiriamente
ordindria) no ponto (z,w) = (0, —z).
Segue do teorema da Fung¢do Implicita a seguinte

Proposigdo 3

(1) Se hyy(0,y0) # 0 entéio y e @ sio coordenadas locais para P
em torno de po; além disso, se também h,,,(0,70) # 0 entdo
# é coordenada local para ¥ em torno de po.

(i) se hyyy(0,%0) # 0 entdo z é coordenada local para 3 em
torno de fy.

(iii) se hzy{0,70) # 0 entio y é coordenada local para 5 em
torno de gy.

(iv) Se vale ou (i) ou (ii) ou (iii) entdo a imagem de 3 por (9)
{curva de ciispides de P) ¢ uma curva suave em (0, yo, z0) se
e somente se fy,,(0,y0) # 0.

(v) Suponha que a curva (iv) de cispides de P seja suave em
(0,%0,20). Entao essa curva é transversal aos planos de
visdo(para pequenos valores de 8) se e sémente se zg # 0

€ ha:y(osyﬂ) 75 0.

(iv) e (v) nos dizem que, a medida que variamos os planos de
visdo, cada perfil apresenta uma cispide ordindria.
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Figura 11

Fscreva M na forma
(12) 2z = h(z,y) = 20+ az + ba? + cz(y — vo) + R(z,y — 3o)

onde R se anula até segunda ordem em (0,3). Note que, por
{(11), ndo aparecem termos em y e y*. Logo, (0,1,0) é uma diregio
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assintética de M em po = (0,40, 20) € po € hiperbélico caso ¢ # 0,
parabdlico caso ¢ = 0 onde ¢ = hgy (0, yo).

Suponha pg hiperbélico de modo que, por (i) da proposicao 3,
Pé parametrizada por y e f. A imagem por (10) nos d4 perfis

(13) (2(y,8), w(y,8)) =
(=(y,6), ysin b — A(2(y,8),y) cos )

e dai

wy = sinf — hyx, cosé — hycosd
cosf(tanf — hy) — hyz, cosf
= —hgzycosf por (6)

Logo, desde que zy, # 0 a inclinagio das tangentes aos perfis é
dada por

(14) m(y,8) = %5 = ~hycosd

Esta {érmula permanece vélida (passando ac limite) nos pontos
singulares dos perfis, isto é, m(y, #) é uma fungio suave, desde que
finita, mesmo nos pontos singulares.

Escreva (5) na forma

f(4,0) = (z,wsinf, —wcos §) + (wg — map)(0,cos §,sin §)
Calculando wy de (13) e usando (14) obtemos
F(9,0) = (2(,9), v, h(a(y, 6),9))

e portanto f ¢ parametrizagio de M em torno de (D,yg,éo) desde
que

(1,0) = ((y,9),y)
seja um difeomorfismo local em (y,8) = (yo,0). Isto ocorre pois a
derivada dessa aplicagio é

sec® @
Ty Tg ) _ | Ty T (G
(1 0)_(1 Oy)pm(())

e em (g, 0) ficamos com

( wy(yﬂ’o)
1

0 |
—
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IV. Férmulas para K e H a partir dos perfis

Nessa secio obtemos férmulas para as curvaturas gaussiana e média
de M a partir de segdes da superficie e dos perfis.

Comegamos considerando superficies de revelugao que exem-
plificam bem os tipos de férmulas que buscamos. Uma tal su-
perficie é obtida girando-se uma curva plana suave em torno de
um eixo. Podemos supor que a curva {geratriz) estd no plano
y = 0 e que o eixo 2 € o eixo de rotagao. E claro que o perfil
de M na direcdo {0,1,0) é a propria geratriz. Seja p € M um
ponto no plano y = 0 em torno do qual a geratriz se escreve como
um grafico w = w(x). Segue da proposigao 1(iii} que as diregoes
principais de M em p sio a diregdo tangente a geratriz em p e
a direciio de visdo (0,1,0). Logo, se k.{p) denota a curvatura da
geratriz em p {caso curva plana) e ko(p) é a curvatura do circulo
obtido girando-se p em torno do eixo z temos que

K (p) = ke(p)ko(p) e H{p) = 1(ke(p) + ko(p))

sa0 as curvaturas gaussiana e média de M em p.

g
Figura 12

Note que H e K foram obtidas através da curvatura do perfil
e da curvatura seccional de M na diregdo de visdo.

Passamos agora ao caso geral. Suponha que os perfis sdo
parametrizados por w = w(z,#) como em III e que (3) é uma
parametrizacio local de M. Num ponto f(z,f) em M temos
directes coordenadas correspondendo a f, e fp onde f; estd na
direcio tangente a Y4 e fp na diregdo de visio. Em geral fz e fp
nao sio ortogonais, porém sio conjugados relativamente a segunda
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forma fundamental de M. Isto significa que a matriz da segunda
forma fundamental na base f, f; é diagonal e, tomando

1
—(—wg,sinéd, — cos 0)

= ——
(1 +w3)z

como normal unitirio a M em f(z,8) temos que esta matriz se

escreve
—2L¥w 0
(14w2) .
0 wWw
(14+w2) ;
J4 a matriz da primeira forma fundamental é

L+ w2+ w2y wep(w+ wee)
wre{w + weg) w + wgg

Com isso em maos podemos calcular K e H, antes porém intro- -

duzimos trés curvaturas que comporio as férmulas para H ¢ K.

k. é a curvatura do perfil e é dada por
— Waz
T (L4 w)d

kz é a curvatura seccional de M na direcio f,

k

w-’ﬂm
ky = I .
(1+wd)z (L + wi + wiy)

kg € a curvatura seccional de M na direcdo f;, que é a diregdo de
visdo ug se w + wgy > 0 e —uy caso w + wgy < 0. Temos

-1
(1 w2)E(w + wep)

Na prdtica, k. é determinada a partir de um perfil e k. e kg a
partir de uma sequéncia de perfis. Um célculo elementar mostra
a

kg

Proposigéo 4. As curvaturas gaussiana K e média H de M em
f(z,8) sio dadas por

— Wz

K = k.ky =
C= ek = e + wm)
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7= jlékc(l-F :kﬁ) _ wer(Ww+ weg} — 1 — wf,g

kx 2(?11 + wgg)
Além disso, w,g = 0 se e sdmente se a direao de visdo € uma
direczo principal de M em f(z,6) e nesse caso f; e fp sdo as
diregdes principais, k. = ky e H = 2(ke + kg)-

O que ocorre caso o perfil seja singular? Num ponto de cispide
do perfil K, por exemplo, nao pode ser expressa como kckg pois ai
temos k. infinita e kg nula. Nio pretendemos detalhar esse caso
uma vez que os calculos envolvidos siao longos mas apresentaremos
alguns resultados.

Suponha os perfis dados por z = 2(,8), w = w(¢,8) e que
apresentem singularidades (pontos nos quais 2y = w; = 0). Ponha
m(t,6) = . Entdo, no ponto f(2,6) (5) temos

bt 117}

L
YT T+ m2)eD

~(w + wgg )M + Tggmmy + 2,(1 + m3) + z,m?

H = '
2(1+m?)2D

onde D = (w + ’LUgg).’Et + mgmt — TgpTem — 2249y,

A vantagem das férmulas acima é que podemos ver o que se
passa num ponto singular onde z; = wy = 0 e m, my e my sdo
finitos. As férmulas continuam vélidas por continuidade de K e
H e ficamos com

-1 _
= 53 omme H= (w + wop) + :Cfgm
g1+ m?) 222(1 + m?)2

e
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