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A teoria das superficies m{nimas é um tdpico antigo em Ma-
tematica que se iniciou com Lagrange em 1760 e tem tido surtos
esporadicos de intenso desenvolvimento. As ditimas trés décadas
presenciaram um destes periodos de grande atividade, e gostaria
de apresentar aqui uma questio que estd em pleno desenvolvi-
mento.

Recordemos que uma superficie minima M C R3 é definida
pela condigio de ser sua curvatura média H = (k;+k;)/2 identica-
mente nula; em outras palavras, em cada ponto p de M as curvatu-
ras normais maxima k1 e minima ks satisfazem &, = —ks. Decorre
dal que elas podem ser pensadas fisicamente como a posigio de
equilibrio de uma pelicula eldstica submetida unicamente & agio
da tensio superficial.

Um ponto importante é que as superficies minimas M limi-
tadas por uma curva fechada &M sdo solugdes de um problema
variacional envolvendo a 4rea, a saber, M é ponto critico da drea
de todas as perturbagdes de M que deixam o bordo &M fixo. Mais
precisamente, se f é uma func¢do diferencidvel por partes em M
(suposta agora orientada) que se anula em 6M, e considerarmos
a pertubagio a um parimetro

'T"f(p) = :Cg(p) + ff(P)??(P)s i€ (—E,E): (1)
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Figura 1

onde zq é o vetor posicio de M e n é o seu vetor unitdrio normal,
abteremos que

dA
E?(O) =0,

onde A:(—¢,¢) — R é a area da superficie z;.

E natural tentar obter condicdes para que tal ponto critico
seja realmente um minimo, i.e., para que ‘i‘;‘(@) > 0 para qual-
quer perturbaciio de M. Fisicamente, isto significa que o equilibrio
da pelicula eldstica é estdvel, no sentido que para qualquer per-
turbacio de M mantendo 8M fixo, a tensio superficial fard M
voltar & posicdo inicial de equilibrio. As superficies minimas que
satisfazem a esta condi¢io sao chamadas esidvers.

£ claro que a busca de condigdes para a estabilidade inte-
ressou aos primeiros investigadores em superficies minimas. Um
resultado completamente satisfatdrio, entretanto, foi s6 obtido em
1974.

Teorema 1. (J.L. Barbosa ¢ M. do Carmo (1] e [2]) Seja M
uma superficie minima orientivel em R3, compacta e com bordo
OM, e seja g: M — S§% a sua aplicagdo normal de Gauss. Se
area g(M) < 2w, entdo M € estdvel.

O resultado é o melhor possivel no sentido que existem su-
perficies minimas nioc-estivels cuja drea da imagem esferérica é
21 + ¢, onde £ > 0 € arbitrdrio.

Uma aplicagac do teorema acima é que graficos minimos, isto
é, superficies minimas na forma z = f(z,y), sdo estaveis. Por
outro lado, um teorema de Bernstein afirma que se um grafico
minimo est4 definido em todo o plano zy (de modo que a superficie
é completa no sentido de nio ter fronteiras ou buracos), entao tal
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Figura 2

grafico é um plano. jo profundamente surpreendente que o teorema
de Bernstein possa ser estendido substituindo grdafico por estdvel.

Teorema 2. (M. do Carmo, C.K. Peng [3] e Fischer-Colbrie, R.
Schoen [6]) As tnicas superficies minimas orientdveis do R*® que
sdo estdveis e completas sao os planos.

Os teoremas 1 e 2 dao um razoavel entendimento da estabili-
dade de superficies minimas em R? e levantam a seguinte questio.
Suponha que uma superficie minima nZo é estdvel. Como se
pode medir a sua nio-estabilidade. Para isto, precisamos de al-
guns preliminares. Vamos nos restringir inicialmente as superficies
minimas orientdvels compactas M com bordo 9.

AN

Figura 3
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. Figura 6

Se M nao é es‘gével, existe uma funcio f: M — R com
F1OM = 0 e tal que ££(0) < 0, onde A(t) é a drea da perturbagio
(1) correspondente a f. Pode ser provado que tal derivada segunda
para t = 0 é dada por

def

@)=~ [ as-2xman 1),

onde Af é o laplaciano de f em M e K = kiks é a curvatura
gaussiana de M. Seja F o espaco vetorial (de dimensio infinita)
das funcdes diferencidveis por partes em M que se anulam em
OM. Nio é dificil mostrar que I: F — R é uma forma quadritica
sobre o espago F. A dimensdo do maior subespago de F' no qual
I é negativa definida (o chamado indice da forma quadratica I)
fornece uma medida da ndo-estabilidade de M. Por razdes que
apresentaremos dentro em pouco, tal indice é finito, e é chamado
o indice (de Morse) Ind(M) da superficie minima M.

Uma interpretacgio conveniente do indice de M é a seguinte.



128

Considere em F o bem conhecido produto interno

(f,9) = /M fgdM,

e defina uma aplicagio linear L: F — F por Lf = Af - 2K,
f € F. Entao I(f) = —(Lf, f). Seja A dado por Lf + Af =0,
para algum f, isto é, A € um valor préprio de L (pela escolha
que fizemos do sinal do laplaciano, é conveniente tomar o valor
préprio de L com o sinal trocado). E um resultado de Andlise que
podemos diagonalizar L com uma seqiiéncia crescente de valores
proprios reais:

M<AM <A< o <AL — +o0, (2)

cujos subespagos de vetores proprios tém dimensdo finita. Por-
tanto,

[e.0]
Iy =Y Ml Ji)s (3)
i=1
onde f; pertence ao subespago préprio de A;. Decorre dal que
ind(M) é o nimero (contado com multiplicidade) de valores
préprios negativos do operador L. Uma consegiiéncia de (2) é
que o indice de uma superficie minima compacta com bordo é fi-
nito. Além disto, é bem conhecido que se M C M, A; > X;, para
todo 4. Logo, se M C M, entdo Ind(M) < IndM.

Até agora, definimos o indice para uma superficie minima
compacta com bordo. Para definirmos o indice de uma superficie
minima completa M, procederemos da maneira seguinte. Con-
sidere uma seqiiéncia crescente My C Ms C -+ C My C -+
de subconjuntos limitados de M com bordos regulares e tais que
UM, = M (uma tal seqiiéncia é chamada uma ezaustio de M).
Pelo que vimos, os {ndices de M, formam uma seqiiéncia crescente.
Por um argumento simples, é possivel mostrar que o supremo dos
indices de M, ndo depende da exaustdo escolhida. Definimos entdo

Ind(M) = sup Ind(M,).
n
Em principio, o indice de uma superficie minima completa

pode ser infinito. Entretanto, prova-se o seguinte resultado ex-
traordindrio.
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Teorema 3. (D. Fischer-Colbrie [7]) Seja M uma superficie
minima orientdvel e completa em R®. Entdo N

Ind(M)<oo4:>l/ KdM| < .
M

O ntimero [, KdM = C(M) é chamado a curvatura total
de M. Entre as superficies minimas completas, as de curvatura
total finita sio as mais bem conhecidas. Dada uma tal superficie
M, existe um difeomorfismo conforme (isto é, uma bije¢do dife-
rencidvel que preserva angulos) 8: M — M —{p1,... ,px} entre M
e uma superficie que é obtida retirando wm ndmero finito de pon-
tos p1,...,pr de uma superficie compacta M. Uma vizinhanca
Vic Mdep;,i=1,...,kéchamada um fim da superficie M; do
ponto de vista métrico, um fim de M se estende para o infinito.

 conveniente apresentar alguns exemplos. Para maiores de-
talhes, o leitor podera consultar {4].

1) O plano (Fig. 1) é conformemente equivalente (por
projecdo estereogrifica) a uma esfera menos um ponto
e tem, portanto, um fim.

2) O catendide (Fig. 2) é conformemente equivalente a uma
esfera menos dois pontos (Fig. 3) e tem dois fins.

3) Luquésio Jorge e William Meeks [8] construiram uma
familia de superficies minimas { My}, k = 1,... ,n,... tal
que M}, é conformemente equivalente a uma esfera menos
k pontos. M, é o catendide e M3, chamado trindide, esta
indicada na Fig. 4.

4) Pode ser mostrado que a elegante superficie de Costa,
indicada na Fig. 5, é conformemente equivalente a um
toro menos trés pontos.

Os exemplos acima tem a propriedade que cada fim da su-
perficie ndo possue auto-interseccdes, embora dois fins distintos
possam se intersectar como no exemplo do trindide. Se os fins
possuem auto-intersec¢io, a situacio é um pouco mais compli-
cada, como mostra o exemplo seguinte.

5) A superficie de Enneper (Fig. 6) é conformemente equi-
valente a uma esfera menos um ponto, e tem portanto
um unico fim.

Uma propriedade fundamental das superficies minimas com-
pletas com curvatura total finita é que quando tomamos uma
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seqiiéncia de pontos em um dado fim a qual “tende para o in-
finito”, o vetor normal da superficie nestes pontos se aproxima
de uma posi¢io limite que ndo depende da segiiéncia considerada
mas apenas do fim. Tal posicdo limite é chamado o vetor normal
do fim e sua existéncia implica que a aplicagdo normal de Gauss
@M — {p1,...,px} — S°? se estende continuamente aos pontos
{p;} fornecendo uma aplicagio §: M — S%. A curvatura total se
escreve entdo como C'(M) = ~4rm, onde m = grau g é o nimero
de vezes que M cobre S? por meio da aplicacio 7.

Nos exemplos dados, os valores de C(M) sdo os seguintes:
1) C(M) = 0; 2) C(M) = —4m; 3) C(My) = —4r(k - 1); 4)
C(M) =—-12r; 5) C(M) = —4r.

Voltemos ao Teorema 3. Da prova deste teorema conclui-se facil-
mente que Ind(M) depende apenas da aplicagido normal de Gauss
g de M. A questdo em que estamos interessados surge agora na-
turalmenie: Deveria ser possivel calcular, ou pelo menos estimar,
o indice de M em termos de invariantes da aplicagio g, o mais
simmples deles sendo o grau de g.

O problema tem duas dificuldades fundamentais. O primeira
é a estrutura global de g. Localmente, a aplicacio ¢ no caso de
superficies minimas é relativamente simples. De fato, é possivel
escolher coordenadas locais (u,v) em M e (£,7) em §? de modo
que, fazendo z = u+iv € C, w = £ + in € C, a aplicagio ¢ se
comporta localmente como w = 2", e sua extensio g = M — 5%
possui a mesma propriedade. Portanto, a menos de pontos (isola-
dos) onde sua derivada se anula (chamados pontos de ramificagdo), -
a aplicagdo g é um difeomorfismo local, e a wnica complicacio
possivel provém dos pontos de ramificagio. Globalmente, en-
tretanto, os pontos de ramificagdo podem apresentar wma comn-
figuragio caprichosa e, até o presente, ainda nao estd claro a in-
fluéncia de tais pontos no cdlculo do indice.

A segunda dificuldade provém no fato que o cdlculo do indice
de superficies conhecidas é uma tarefa nao-trivial.

O problema tem sido recentemente atacado por varios ma-
temdti cos. Varias contribui¢bes parciais foram obtidas, e vamos
mencionar algumas delas. No que se segue, uma superficie M
indicard uma superficie minima em R3, orientdvel, completa e
com curvatura total finita.
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1) J. Tysk [10]. Ind(M) £ 7,68 grau ¢
2) F. Lopez e A. Ros [9]. O catendide ¢ a superficie
de Enneper sio as dnicas superficies que tém indice
um.
3) Tushlin (comunicagao pessoal). Para a familia M;
das superficies de Jorge-Meeks, tem-se Ind(M;) =
2 grau (g) — 1.
4) J. Choe [5]. O indice da superficie de Costa é > 3.
5) J. Choe [5]. Ndo existe M, com ind(M) = 2, tal que
a sua compacta associada M seja uma esfera.
Exceto por (1), que é provavelmente uma limitagdo longe de
ser satisfatdria, os resultados se referem a situactes particulares.
O problema geral, mesmo no que se refere apenas a obter boas
limita¢Ges, estd inteiramente aberto, e a minha conjectura favorita,
para superlicies minimas cuja compacta associada é uma esfera, é
a seguinte:
grau g < Ind(M) < 2 grau g — 1.

Antes de concluir, gostarfamos de mencionar que o problema
aqui apresentado é apenas um caso simples do problema geral de
“medir” a nao-estabilidade de solucdes de problemas variacionais.
Um caso extremamente interessante é o de superficies completas de
curvatura média constante no espago hiperbélico (o espago da geo-
metria ndo-euclideana) que tem sido também objeto de trabalhos
recentes. Isto, entretanto, é uma outra histéria, que teremos que
deixar para outra ocasido.
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