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1. Raizes primitivas.

Dado um nimero primo p, uma raiz primitiva mddulo p é um
inteiro g tal que todo inteiro nio divisfvel por p é congruente a
uma poténcia de ¢ médulo p.

Em outras palavras, uma raiz primitiva ¢ médulo p é um
inteiro cuja classe gera o grupo ciclico multiplicativo (Z/pZ)* =
Z/pZ — {0}. Provaremos adiante que, de fato, (Z/pZ)* é ciclico
_ para todo primo p e, conseqiientemente, existem rafzes primitivas
médulo p. Esse fato foi primeiramente provado por Gauss.

O nome raiz primitiva provém da analogia com as raizes da
unidade, j& que todo elemento z € (Z/pZ)* satisfaz zP~! = 1
(mod p), isto é, sdo “raizes (p — 1)-ésimas da unidade”. Esse
resultado é conhecido como pequeno Teorema de Fermat.

Raizes primitivas séo muito dteis para cdlculos médulo p. Em
particular, é bastante conveniente quando 10 é uma raiz primitiva
médulo p, pois sabemos quem sio as poténcias de 10 sem fazer
conta. J4 um computador fica feliz quando 2 é raiz primitiva
moédulo p. Existe ainda uma maneira simples de ver se 10 é raiz
primitiva médulo p, isso ocorre se e somente se o perfodo da ex-
pansao decimal da fragdo 1/p é p~ 1. (Prove!)
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Quio freqiientemente 10 é raiz primitiva modulo p? Gauss
j4 havia notado que isse ocorre para aproximadamente um tergo
dos primos, até onde ele fez as contas. Um niimero mais preciso:
37,396% dos primos tem 10 como raiz primitiva . Que sentido faz
isso e de onde vem esse nimero? Responderemos a essa pergunta
no §2. Antes porém vamos demonstrar o resultado de Gauss men-

cionado acima com uma das duas provas que ele mesmo deu ({5]
art. 55).

Teorema (Gauss). Se p é um ndmero primo entdo (Z/pZ)* é
um grupo ciclico.

" ProvA: Lembremos que Z/pZ é um corpo e que, num corpo, um
polindmio nio nulo de grau n tem, no miximo, n raizes. Segue-se
que para cada d > 1, d|(p — 1) existe z # 0(p) tal que glp~1/d £
1p),jaquep>(p—- 1)/d+ 1.

Sejap—1=g¢q'...¢g;» afatoragio de p — 1 em primos, onde
q1,-..,Gm a0 primos distintos. Aplicando a observagao acima
obtemos, para i = 1,...,m, um inteiro b;, ta{ que b; # 0(p) e
pP=1/% £ 1(5). Note agora que ¢; = bsp—l)/q"l tem ordem g;".
De fato a ordem de ¢; divide ¢i* e, se dividisse ¢]*™!, terfamos

OV

= ¢ = 1(p), absurdo. N&o é dificil entdo verificar
que g = Cy...Cn, tem ordem p — 1, isto &, g & uma raiz primitiva
modulo p.

2. A conjectura de Artin.

Lembremos que o conjunto dos nimeros primos € infinito e,
mais ainda, se  é um numero grande existern aproximadamente
z/log z primos entre 0 e z como nos diz o teorema dos niimeros
primos de Hadamard e de ia Valleé-Poussin. (O leitor interessado
pode consultar [10] para uma discussao informal e [1] para uma
prova simples desse teorema).

Artin conjecturou (veja [3], introdu¢io) que, dado um inteiro
g # 0,1 e que ndo é um quadrado perfeito, g € raiz primitiva
médulo p para uma infinidade de primos p e, malis ainda, o nimero
desses primos menotres que z para z grande deveria ser aproxima-
damente C{(g)z/loge para uma certa constante C(g) > 0. (Por
exemplo C(10) = 0,37396...). Que g = 0,+1 tém de ser ex-
cluidos, é claro. Se g = h? e p é um primo impar, pfg, entdo,
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glP= /2 = pp-1 = 1(p) e g ndo é raiz primitiva médulo p, por isso
os quadrados sio excluidos também. N

A origem da conjectura € o seguinte raciocinio heuristico:

Se p é um primo € g ndo € uma raiz primitiva médulo p entio
o subgrupo gerado por g em (Z/pZ)* tem um certo indice d > 1 0
qual é divisivel por um certo primo £. Temos entdo que £|(p—1) =
#(Z/pZ)" e g(P~D/¢ = 1(p).

Vamos contar, para um primo £ fixo, os primos p que sa-
tisfazem p = 1(£) e ¢g'»~1¢ = 1(p). Primeiramente existem £
classes mddulo £ mas um primo p # £ nunca satisfaz p = 0(£); por
outro lado entre as outras classes nenhuma é privilegiada, logo
a probabilidade de um primo p safisfazer p = 1(£) é 1/(f - 1).
(Isso é corroborado pelo teorema dos nimeros primos em pro-
gressdes aritméticas, ver [1]). Se p = 1(£) seja a = gP~1M/¢ entio
a® = 1(p). Por outro lado existem £ solugdes de zf = 1(p) e ne-
nhuma delas é privilegiada logo a probabilidade de que @ = 1(p)
é 1/¢€ (a justificativa desse raciocinio é dada pelo dificil teorema
de Chebotarev). Vemos entdo que a propor¢io dos primos satisfa-
zendo p = 1(€) e gP~1/¢ = 1(p) é 1/£(£—1). Logo a proporgio dos
primos que nio safisfazem isso é 1 —1/£(£~ 1). Se essas condigdes
fossem independentes, a proporg¢io dos primos que nao as satisfa-
zem para nenhum £ (isto é, aqueles primos para os quais ¢ é raiz
primitiva) seria C = H (1-1/¢(¢-1))=0.3739... !

£primo

Infelizmente essas condigbes nao sdo independentes. Por
exemplo se g é livre de quadrados (i.e., é produto de primos dis-
tintos) e g = 1(4) entdo se p satisfaz p = 1(£), g?~1)/¢ = 1(p) para
cada primo fig entdao g(?~1}/2 = 1(p). Para ver isso, note que p
é quadrado mddulo £ para cada £|g logo, pela lei de reciprocidade
quadratica,

& =T1G) = [0 = ()T Tl

{g tg

Porém 37, (¢ — 1)/2 = (¢ — 1)/2 = 0 (2), por hipdtese. Logo
g'P=1/% = 1(p).

Em casos como o acima o raciocinio que leva a conjectura
de Artin deve ser modificado e di4 um valor diferente de C para
C(g). Mas se, por exemplo, g é livre de quadrados e g # 1(4) (por
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exemplo g = 2 ou 10) entdo a conjectura de Artin deve valer com

Clg)=C =[] -1/¢e-1)). h
£

Em [7], Hooley demonstrou que, supondo-se a validade da
chamada Hipdtese de Riemann Generalizada, a conjectura de Ar-
tin é verdadeira. Sem nenhuma hipétese adicional o melhor re-
sultado é o de Heath-Brown ([8]) que melhorou idéias de Gupta e
Murty. ‘

O resultado completo de Heath-Brown é complicado de enun-
ciar mas algumas conseqiiéncias sdo que “quase todos” os intei-
ros ¢ sio raizes primitivas para uma infinidade de primos e que
no maximo dois primos ¢ sio raizes primitivas para apenas um
nimero finito de primos {mas nio sabemos quem sio essas duas
possiveis excecdes!).

3. Um problema andlogo.

Seja ¢ uma poténcia de um nimero primo e F, o corpo fi-
nito de ¢ elementos. O anel de polinémios F,[z] se comporta de
maneira muito parecida a Z. Por exemplo vale a fatoragio tinica
de polindmics em polindémios irredutiveis (que fazem o papel dos
primos) a menos de constantes (ver [6] cap. I). Também vale que
se f(z) € Fy[z] é irredutivel entdo Fy[z]/(f(z)) é um corpo fi-
nito. Segue que (Fy[z]/{(f(z)))* é um grupo finito ciclico como se
mostra com uma prova analoga a feita acima para Z.

Dado g{z) € F,[z] podemos entdo formular o seguinte andlogo
da conjectura de Artin: serd que héd infinitos polindémios ir-
redutiveis f(z) tais que a classe de g{z) médulo f(z) gera o
grupo ciclico (F,[z]/(f(z)))*? Claramente a resposta sera nio
se g(z) € Fy ou se g(z) é uma poténcia d-ésima em F,[z] para
algun d > 1, d|(¢ — 1). Nos outros casos vale o seguinte Teorema
([4]) que provaremos a seguir:

Teorema (Bilharz). Se g(z) € Fz], g(z) ¢ F, ndo é uma
poténcia d-ésima para nenhum d > 1 d|(g ~ 1) entdo existem in-
finitos polinémios irredutiveis f(z) € F,[z], tais que g(z) gera o
grupo multiplicativo (F,[z|/( f(2)))*.

Prova: Se f(z) ¢ um polindémio irredutivel de grau n entio
F,[z]/(f(z)) é isomorfo a Fyn o corpo de g* elementos. Um iso-
morfismo é obtido passando ao quociente a aplicagdo Fy[z] — Fyn

e e A
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que manda z em a € Fu., onde f(a) = 0. Por esse isomorfismo
a classe de g(z) fica sendo g{a). Reciprocamente, se & € Fyn
¢ tal que Fy» = F,{a] entdo o satisfaz uma equagio irredutivel

f(@) = 0 de grau n. Note também que se & € Fe, d < 7, d|n,
entdo g(a) € F 4 logo nio pode gerar o grupo multlphcatwo Fy..
Com isso em mente vamos que para provar o teorema basta pro-
var que para todo n suficientemente grande existe a € Fyn tal que
g(a) gera Fi.. Seja entio M = M, = #{a € Fpn | g(a) gera
FZ. }. Provaremos que dado £ > 0 existe C. tal que

|M,, — (g™ = 1)| < Cc(deg g)g37te (1)

Onde ¢ é a fungdo de Euler. O resultado segue entdo dessa desi-
gualdade.

Para provar a desigualdade (1) vamos usar o seguinte resul-
tado que é caso especial da chamada hipétese de Riemann para

curvas, provadada por Weil (uma prova elementar desse resultado
pode ser vista em [9]).

Se g{z) néo é poténcia d'-ésima pra nenhum d’ > 1, d'|d entdo
|[#{(2,9) € For x Fon | 9% = g(2)} - ¢"| < df deg g - /2.
Seja di(q” — 1) e Ny = #{o € Fyn | g(@) é poténcia d-ésima}

entdo pela desigualdade acima, e pelas hipéteses, |Ng— ¢"/d| <
deg g - ¢*/%. Por outro lado é facil ver que

M = Z p#{(d) Ny

dl(gm—1}

onde p é a fungio de M&bius definida por

1, n=1
pn)=1< (=17, n=4{...4,¢,..., ¢ primos distintos
0, caso contrario.

Finalmente, escrevendo N, = ¢"/d + Ry

Yy P(d)+ S w(d)Ra,

d|(g™-1) dj(g™~1)
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Pela férmula de Euler, ¢(m) = m H (1-1/8) = mz,u(d

N dim
£ pnmo
logo:
q'ﬂ-
M= (—n:-ﬁgo(q” -1+ Y. w(d)Rq
1 dl(q”-l)

PRIt B P
¢ di(g7 1)

A desigualdade (1) entdo segue de propriedades conhecidas da
fungio p em particular que 37, |p(d)| = d(m) = 0(m*), Ve > 0.
(Ver [2] 13.10).
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