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Um resultado cldssico de Whitney diz que toda variedade
suave de dimensio n pode ser suavemente mergulhada como uma
subvariedade fechada do espaco euclidiano R*"**1. No caso de
variedades compactas uma demonstragio simples deste resultado
foi dada por Pontryagin. O objetivo desta nota é esbogar uma
nova demonstragio do resultado de Whitney, para variedades ar-
bitrdrias, usando um teorema de Michael sobre passagem de pro-
priedades locais para globais em espagos paracompactos. Esta
prova € suficientemente elementar para ser apresentada em um
primeiro curso de variedades diferenciais.

1. Variedades e Aplicacdes.

Usamos o termo “suave” significando “infinitamente dife-
rencidvel” (i.e. de classe C°°) e nossas variedades serdo sem bordo.
Por variedade suave queremos designar um espaco de Hausdorff
X, com base enumerdvel, provido de um atlas méximo suave (veja
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[1], [3], [6] para mais detalhes sobre esta defini¢ao e para concei-
tos relacionados, discutidos abaixo). Para todo n, o'espago eucli-
diano R™ ¢ uma variedade suave, com sua estrutura usual. Todo
subconjunto aberto de uma variedade suave é também uma varie-
dade suave. Se X e Y sio variedades suaves, podemos considerar
aplicagdes suaves: f: X — Y.

Associado a toda variedade suave existe um inteiro ndo nega-
tivo chamado de sua dimensdo. Escrevemos dim X = n ou equi-
valentemente, X é uma n-variedade suave.

Se dim X = n, entdo a todo = € X, estd associado um espago
vetorial real de dimensio n, chamado espago tangente de X em z
e denotado por T;(X). A colegiio dos espagos tangentes de X em
todos os pontos z € X forma o fibrado tangente T(X). O fibrado
tangente é uma variedade suave com dim7'(z) = 2dim X e existe
uma projegdo suave m: T(X) — X tal que 1 '(z) = T,(X) para
todoz € X. Se f: X — Y ésuave, sua diferencial f: T(X) — T(Y)
é uma aplicagio suave tal que o quadrado abaixo é comutativo,

T(x) —L— 7(¥)

X ——f-—+ Y
e tal que para z € X, a aplicagio associada dfy: To(X) — Trxn(Y)
é linear. Uma aplicagdo suave f: X — Y & uma imersao se, em
todo ponto & € X, dfy: ToX — Ty(5Y é um monomorfismo. Um
mergulho f: X — Y ¢é uma imersdo suave que é um homeomor-
fismo de X sobre f(X) C Y. Logo, todo mergulho é uma imerséo
injetiva.

2. Imersdes Injetivas.

Como um passo na constru¢io de mergulhos, construimos
imersdes injetivas. Um subconjunto 4 de uma variedade suave tem
medida 0 se, para toda parametrizagio u: U — R™ de X u(ANT)
tem medida 0 em R™. E claro que uma unifo enumerdvel de

subconjuntos de X de medida 0 é um conjunto de medida 0 em
X.

LEMA 2.1: Seja f: X — Y suave, com dimX < dimY. Entéo
f(X) tem medida O em Y.
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DEMONSTRAGAO: Este é o caso ficil do teorema de Sard e estad
demonstrado na Proposi¢io 1.2 da pigina 69 de [3]. Se v € R™ —
{0}, seja 7, R™ — R™~! a projecio no hiperplano ortogonal a
v (isto é m,(2) = z — {2, v)/{v,v) para z € R™, onde (a,b) é o
produto interno usual de a,b € R™).

LEMA 2.2: Seja f: X — R™ uma imersdo injetiva. Se m >
2dim X +1, o conjunto dos v € R™ — {0} tais que 7,0 f: X — R™
é uma imersdo injetiva é denso em R™.

DEMONSTRAGAO: {Veja a prova do teorema da pégina 51 de [2]).
Como f é suave, df: T(X) — T(R™) também é. Ora, T(R™) =
R™xR™ emodf:T(X)— R™ é uma aplicagdo suave que € um
monomorfismo linear em cada espago tangente T,(X) porque f é
uma imersdo. A aplicagio linear 7,: R™ — R™~! tem diferencial
dry: T(R™) — T(R™1) correspondendo a 7, X 7, R™ x R™ —
R™ 1 x R™! tal que 7, o f é uma imersio se e s6 se v nio estd
na imagem de (73 o df J(T(X)). Se m > 2dim X, segue do Lema
2.1 que (mp 0 df)(T(X)) tem medida 0 em R™.

Seja X' = X x X x R uma variedade suave com dim X' =
2dim X + 1, e defina f": X' — R™ por f'(z,y,t) = t{f(z)— f(¥)).
Entdo f' é suave e m,0 f é injetiva se e s6 se v ndo estd na imagem
de f/{X"). Se m > 2dim X + 1, segue do Lema 2.1 que f'{X’)
tem medida 0 em R™.

Logo, (mp o df {T(X) U f/(X')) tem medida 0 em R™, e dai
R™ — [(m1 0 df)(T(X)) U f'(X")] é denso em R™. Qualquer v €

— (=2 o df )(T(X)) U f/(X')] é tal que 7, 0 f é uma imersdo
injetiva em R™7L.

COROLARIO 2.3: Se uma n-variedade X tem uma imersio injetiva
em algum R™, entdo ela tem uma imersdo injetiva em R*?~L.
DEMONSTRAGAO: Suponha que f: X — R™ seja uma imersio
injetiva com m minimo. Se m < 2n + 1, entdio R™ C R*"t1,
logo f pode ser também considerada como uma imersio injetiva
de X em R*™*1, Se m > 2n + 1, segue do Lema 2.2, que existe
v € R™ — {0} tal que 7, 0 f: X — R™"! é também uma imersio
injetiva. Isto contradiz a minimalidade de m.

LEMA 2.4: Seja U uma cole¢io de subconjuntos abertos de uma
variedade suave X tal que:

(1) Todo r € X estd contido em algum U € U.

(2) Se U € UeV éum subconjunto aberto de U, entdo V € U,
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(3) Se UVeUentaoUUV €U. :
(4) Se {U;}jes é uma colegio disjunta de elementos de U, entao
Uil € .
Entao X € U.
DEMONSTRAGAO: Este é um caso particular do Teorema 3.6 de
[4] que afirma a validade do Lema 2.4 para um espago para-
compacto X. No caso de uma variedade X daremos a seguinte
prova direta: Como uma variedade é localmente compacta e tem
base enumeravel, existe uma seqiiéncia de subconjuntos compactos

{Ci}i=12,.. talque X = U C; e C; C interior de Cj41 para cada t.

Por (1) e pela compacidade de Cy, existe um subconjunto finito de
U cobrindo Ci. Por (3), a unido deste subconjunto finito estd em
U. Logo existe Uy € U com Cy C Us. Seja Vi = int Crp1 — Cr—1
(onde colocamos C, = ¢). Entdo Vi é um conjunto aberto em
Uest, logo pertence a U por (2). As colecbes {Vi}k—impar ©
{Vi }k—par s30 disjuntas (pois VeNVigs C Crp1 X = Cipr) = &)
logo, por (4), U Vie U V) estio em U. Por (3), U Ve U.
k—impar k—par k

Mas X = U Vi porque se k é o menor inteiro tal que z € Cj entao

k
z €intCryy e 7 ¢ Cr—y,logoz € Vi Conseqilentemente X € U.

"TEOREMA 2.5: Se X é uma n-variedade suave, existe uma imersao
injetiva de X em R2*¥1,
DEMONSTRAGAO: Seja U a colegio de subconjuntos abertos de X
que admitem imersdes injetivas em R**1, Queremos mostrar que
X € U. Pelo Lema 2.4 basta mostrar que U tem as propriedades
de (1) a (4). Se z € X, existe um sistema de coordenadas u: UV —
R* com z € U. Entdo u é uma imersdo injetiva de U em R",
logo U tem uma imersdo injetiva em R*™*1 e (1) é satisfeita.
Claramente, se u: U — R?"*! é uma imersio injetiva e V & aberto
em U, entdo u{V:V — R2%t! é uma imersdo injetiva, logo (2)
esta satisfeita. -

Para provar (3), suponha que u: U — R**+! e 91V — R
sejam ambas imersées injetivas. Encotha U eV a U'e V', abertos,
comU c U,V cV (ambos os fechos tomados com relagao
a0 espaco U UV). Seja f1:U UV — R uma fungio suave com

f(ﬁ’) = 1esupp f C U (supp f = fechode {z € UUV|f(z) # 0}).
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Semelhantemente, seja gUUV — R suave com g(V) e
suppg C V. Defina v: U UV — R¥™H p

{f(r uw(z) para z €U

w(e)= para « ¢ supp f

ev: UV — R™! por

V(z) = { glz)v(z) para z €V
z
para z ¢ suppg
Entdo 2’ e v' sdo ambas suaves e w'{U’ = w|U’, o/|V' =

v|[V'. Defina h:U UV — R¥F1 x R**1 x R x R por h(z) =
(w'(z),v'(2), f(=), (9:)) Entdo h é suave. E uma imersio porque
u' é imersdo em U',v' é imersio em V' e U'UV' = TUV. B
injetiva porque se h(u) = h(y) ¢ z € U’, entdo f(z) = 1 = f(y),
logo y € U e f(z)u(z) = f(y)u(y) implica u(z) = u(y), logo
¢ = y. Do mesmo modo se h(z) = h(y) e z € V', entdo z = y logo
h € uma imersio injetiva em RA"*1. Pelo Coroldrio 2.3, U UV
admite uma imersédo injetiva em R*™*! logo UUV € U e (3) estd,
satisfeita.

Finalmente, se {U;}ics é uma colecdo disjunta de elementos
de U, ela é necessariamente enumerdvel (pois X tem base enu-
meravel). Seja {V;} uma cole¢io disjunta enumerdvel de abertos
de R**!, cada um difeomorfo a R***1. Como U; € U, existe
uma imersdo injetiva u;:U; — V;. Defina u: UUj — R+ 4]

i
que u{U; = u;. Entdo u é uma imersdo injetiva, o que mostra que
U U; € U logo (4) estd satisfeita.
j

Se X € compacto, uma imersio injetiva é um mergulho, logo
0 Teorema 2.5 mostra que toda variedade compacta pode ser mer-
gulhada em R?"*!. Para variedades nio compactas, é preciso
trabalhar mais.

3. Mergulhos.

Comegamos com uma propriedade topolégica. Uma aplicagio
f:X — Y é dita prépria se C compacto em Y implica FHC)
compacto em X.
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LEMA 3.1: Seja f: X — R™ continua e injetiva, de um espago
topolégico X em R™. Intéo f é um mergutho de X como
subconjunto fechado de R™, se e s6 se f é propria.

DEMONSTRAGAO: f é um mergulho fechado se e s6 se f é uma
aplicacio fechada (i.e. E fechado em X implica f(F) fechado em
R™). Como R™ ¢é localmente compacto, um subconjunto A C
R™ & fechado em R™ se e s6 se A é compacto, para todo
subconjunto compacto C C R™.

Se f é uma aplica¢io fechada, seja ¢ um subconjunto com-
pacto qualquer de R™. Queremos mostrar que f~HC) é com-
pacto. Mas F~H(C) = f7H{f(X)n ), onde LX) — X é
um homeomorfismo. Logo basta provar que f(X)}NC é compacto,
mas isto é consegiiéncia de f(X) ser fechado em R™. Logo se fé
fechada, ela é prépria.

Reciprocamente, suponha que f seja préopria e seja £ um
subconjunto fechado de X. Queremos mostrar que f(E) é fe-
chado em R™. Basta verificar que f(E)NC é compacto para todo
compacto ¢ em R™. Mas f(E)ynC = f(£nN fFHCN e f7HC)
é compacto porque f é prépria. Como E é fechado, Enf~1C)
é também compacto, logo f(E N f7}(C)) é compacto. Logo, f é
prépria implica f aplicagdo fechada.

TEOREMA 3.2: Toda n-variedade suave mergulha como subvarie-
dade fechada de R"+1,

DEMONSTRAGAO: Compare com a demonstragio do teorema de
Whitney na pagina 53 de [2]. Pelo Teorema 2.5, existe uma
imersio injetiva de X em R**tl. Como R*™*! ¢é difeomorfo
bola unitéria aberta U(1) = {z € R*"! | ||z} < 1}, existe uma
imersao injetiva f: X — U(1). Seja ¢: X — R uma fung¢do suave
prépria (corolério da pagina 53 de [2]) e defina F: X — R*"*? por
F(z) = (f(z),9(z)). Entdo F é também uma aplicagao prépria e,
se v € R _ () x R, a projegio m, o F: X — R*¥™¥1 ¢ também
prépria. Para ver isto, suponha que 7, o F' ndo seja prpria. Entdo
existe ¢ > 0, tal que {z € X | |7, F(z)|| £ ¢} ndo é compacto.
Entio ¢ ¢ ilimitada neste conjunto: logo existe uma seqiiéncia
{z;} em X, tal que ||, F(z;)[] < ¢ mas g(z;) — oo. Podemos
supor que v é um vetor unitdrio (porque w, = Toffv))- Entdo
rF(z) = F(z) — (F(z),v)v logo F(z) — 7, F(z) = (F(z),v)v &

7
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miltiplo de v. Consegilentemente

'\

Pla:) =7, F(zy) _

9(z:) '
. e T F{zi) c - Flzi)
¢ multiplo de v. Mas FED ’ < Gl 0e ren

(ﬁz—:%,l) — (0...0,1). Logo w; — (0...0,1). Mas cada w; é
miiltiplo de v, logo lim w; é miltiplo de v, logo v = (0...0,1) ou
v =1(0...0,1), o que é uma contradicio.

Pelo Lema 2.2 existe v ndo em 0 x R tal que 7, o F é uma

imersdo prépria injetiva, logo pelo Lema 3.1 7,0 F é um mergulho
fechado de X em R2n+1,
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