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“Desde os gregos, quem diz matemdtica diz demonstracio;
alguns mesmo duvidam que se encontrem, fora das mateméticas,
demonstragOes no sentido preciso e rigoroso que esta palavra re-
cebeu dos gregos, e que a ela procuramos dar aqui. Pode-se dizer
que este sentido nao variou, uma vez que o que era para Fuclides
uma demonstragio continua sendo uma para nds; e, em épocas em
que a nocdo foi ameacada de se perder, e quando deste fato a ma-
temética se viu em perigo, foi entre os gregos que se procuraram os
modelos”. Desta maneira — colocando-se na continuidade de uma
tradicdo milenar — comeca o tratado “Elementos de Matemdtica”,
de Nicholas Bourbaki. Mais adiante Bourbaki torna mais pre-
ciso: “a originalidade essencial dos gregos consiste precisamente
em um esforgo consciente de dispor os raciocinios matemdticos em
uma ordem tal que a seqiiencia de um passo ao seguinte nio deixe
qualquer lugar a divida e alcance um consenso universal”. Este
sentido que os gregos desenvolveram de demonstracio foi usado
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para construir o bloco ordenado de definigdes, axiomas e teore-
mas da Geometria Plana e Espacial, que foi sistematicamente re-
gistrado por Euclides e que, depois de tantos séculos, ainda nos
enche de maravilha. O corpo de teoremas da Geometria foi es-
tendido ao longo do tempo, neste processo utilizando-se sempre,
como enfatizou Bourbaki, o mesmo conceito de demonstracao. O

seguinte teorema de Geometria Plana, por exemplo, foi descoberto
no século XVIIL '

Teorema do Circulo. Em um tridngulo qualquer os pontos
médios de cada lado e os pés de todas as alturas situam-se no
mesmo circulo.

Para provar o teorema consideram-se, em um tridngulo ABC,
os pontos médios D, E e F dos lados AB, BC e AC, respectiva-
mente, e considera-se, por exemplo, o ponto H, pé da altura que
cai do ponto B. Por semelhanga de tridngulos a linha DF é para-
lela a BC, com o comprimento DF igual 3 metade do comprimento
BC. O comprimento EH é também igual a metade do compri-
mento BC: com efeito, o dngulo BHC é reto, e logo H situa-se no
segmento circular capaz de angulos retos, que é um circulo com
centro em E e didmentro BC. Analogamente DE é paralela a
AC, e logo o trapézio DEF H é isdsceles e, por isso, inscritivel em
circulo. Como H é o pé de uma altura arbitriria, o teorema se
conclui, com wma demonstragio classicamente perfeita.

Menos de vinte anos depois da publicagio do primeiro volume
dos “Elementos de Matemdtica”, no entanto, comecaram a surgir
raciocinios que se diziam demonstragdes, mas que usavam calculos
que ndo eram explicitados (e assim ndo poderiam ter sua vali-
dade conferida pelo leitor), pela razio de serem célculos feitos por
mdquinas. A infimia maior veio em 1977, quando Kenneth Appel
e Wolfgang Haken mostraram que a primeira demonstragio ale-
gada para a Conjectura das Quatro Cores, feita por Alfred Kempe
em 1878 e apontada como errénea por Percy Heawood em 1890,
poderia ter a linha de raciocinio completada, e assim efetivamente
demonstraram a conjectura. Esta conjectura declarava que quatro
cores seriam suficientes para colorir qualquer mapa no plano. A
pretensa demonstra¢io de Kempe argumentava que um mapa que
necessitasse de cinco cores para ser colorido deveria conter pelo
menos uma dentre quatro configuragdes inevitdveis de paises e
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que, para cada uma destas configuragdes, o nimero de paises po-
deria ser diminuido sem afetar a necessidade de“cinco cores no
colorimento. Assim, qualquer mapa que necessitasse de cinco co-
res para ser colorido poderia ter o nimero de paises reduzido e
continuar exigindo cinco cores, isto é, nao haveria um mapa ne-
cessitando de cinco cores com um nimero minimo de pafses, e logo
nao poderia haver nenhum mapa que efetivamente precisasse de
cinco cores. Para uma das quatro configuragdes inevitdveis, con-
tudo, a demonstracio de Kempe estava errada. A demonstracio
de Appel e Haken usava o mesmo raciocinio, mas tinha o ndmero
de configuragdes inevitdveis aumentado para quase 1500 e, para
mostrar que, para cada uma delas, o nimero de paises poderia
ser reduzido, fol necessaria a utilizacio de cerca de 1200 horas de
computador. E assim, sem ferramenta tedrica nova alguma, ape-
nas com o refinamento de um antigo raciocinio acrescido de um
poder de fogo computacional fantdstico (para a época), foi estabe-
lecida afirmativamente uma das mais famosas diividas que tiravam
o sono dos matemdticos.

Houve muita polémica na ocasido. Quem esperava uma de-
monstragio cheia de sutilezas topoldgicas, que iluminasse alguma
propriedade tnica do plano, encontrou uma enumeracio seca de
casos e a verificagdo mecénica de cada um e, na decepgio, houve
quem duvidasse do status de verdade da conjectura. Certamente
a demonstragio de Appel e Haken nio esgotou a curiosidade sobre
o assunto e mantém-se viva a procura de uma demonstracio com-
putacionalmente mais simples para o Teorema das Quatro Cores.
Enquanto ndo aparece esta demonstragio {que bem pode nem exis-
tir), ndo se deve abandonar, contudo, a certeza de que o teorema
estd demonstrado.

O exemplo de Appel e Haken foi sé o caso mais sensacional
de um tipo de demonstragio que usa cilculos automdticos. Es-
sas demonstragdes vao se tornando cada vez mais habituais, j4
nao despertando mais qualquer surpresa. Confrontado com uma
demonstragio dessas, e desejoso de verifica-la, um matematico sé
tem que repetir o calculo em seu préprio computador - coisa que
foi efetivamente realizada pela equipe de editores do Ilinois Jour-
nal of Mathematics para aceitar como definitiva a demonstracio
de Appel e Haken. Com a idéia cada vez mais generalizada de ver
o computador comoe um instrumento essencial do trabalho ma-
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tematico (algo assim como a estabilidade financeira e uma boa
biblioteca), este procedimento vai se tornando rotineiro. Na ver-
dade, este uso ja é tio comum que hd o perigo de se esquecer
que qualquer computador nio é mais que uma sucessao de estados
que , se instruidos convenientemente, podem representar qualquer
objeto matemdtico que obedega & implacivel condigao de finitude;
tal esquecimento pode levar a ingénua superstigio de que com-
putadores sio capazes, por exemplo, de somar nimeros inteiros.
Assim, parte do trabalho de Appel e Haken foi encontrar uma re-
presentacdo conveniente para os objetos que os interessavam, as
configuragdes de mapas ou, equivalentemente, os grafos.

Atualmente tem sido feito um uso cada vez maior de progra-
mas que permitem representar em mdaquina, além de nimeros e
matrizes, — objetos tradicionalmente associados a calculos em com-
putadores, — outros objetos mateméaticos tais como fungdes, séries
de poténcias, fragdes continuas, e assim por diante; tais programas
lidam com estes objetos de um modo anilogo ao que as calcula-
doras eletrénicas usam ao lidar com ndmeros, isto é, eles desem-
penham uma variedade de operagdes que os objetos matematicos
‘admitem — para funcses reais de varidvel real, por exemplo, eles po-
dem operar somas, produtos, composi¢des, substituicdes, diferen-
ciagdes, integragdes, etc. Estes programas, como o MACSYMA,
o REDUCE, o MAPLE, o MuMATH, sio as ferramentas bdsicas
para o Calculo Formall, isto é, cdlculo com objetos matemdticos
ndo {necessariamente) numéricos. OQutros programas, como o MA-
CAULAY e o SCRATCHPAD, chegam a trabalhar com objetos
como ideais em anéis de polindémios e suas relagdes (syzygies).

A possibilidade de operar fun¢des em grande escala, sem de-
pender de nervos e virtualmente livre de erros de calculo, abriu
uma vasta quantidade de perspectivas novas e os programas
de C’alculo Formal foram usados em uma variedade enorme de
aplicagdes, tais como o estudo em detalhe de movimentos lunares
ou o teste de teorias cosmoldgicas. Em matematica o apareci-

1A denominagie “Cilcule Formal” é tradugio da terminologia francesa; a
designagdo consagrada em inglés é “Computer Algebra” que, além de ser no-
tacionalmente pior do que a francesa (“Computer Algebra” nio é uma parte
da Algebra, como a denominagio parece indicar}, ndo se presta para tradugao

em portugués. Serd jd tarde demais para evitarmos uma terminologia angli-
cista e cacofdnica?
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mento destes programas influenciou (ou foi conseqiiéncia de) uma
tendéncia para raciocinar construtivamente mesmo em ireas em
que os métodos eram, por tradi¢do, puramente existenciais. As-
sim, por exemplo, a Geometria Algébrica, modernamente a pla-
taforma de langamento das mais ousadas abstragbes, viu a in-
troducao de raciocinios efetivos com o algoritmo de Buchberger
para o calculo de bases de Grdbner, que permite manipular ideais
em anéis de polindmios da maneira mais concreta possivel (ver [1]).
As aplicacdes deste método sao das mais variadas; tipicamente, o
algoritmo permite decidir sobre questdes em que hipdteses e teses
tenham formulagao polinomial — uma vastissima gama de questdes,
sem duvida, que inclui, por exemplo, teoremas de Geometria Pla-
na como o Teorema do Circulo enunciado e demonstrado acima,
como indicaremos a seguir. Para informacdes mais detalhadas so-
bre este tipo de aplicagio a referéncia [2] pode ser consultada.

Para dar expressio polinomial ao enunciado fixamos um par
de eixos cartesianos no plano e consideramos como varidveis as
coordenadas dos pontos A, B, C, ... envolvidos. Observamos,
em seguida, que as condigdes da hipdtese e da tese tém expressio
polinomial nestas varidveis: por exemplo, se fixarmos como coor-
denadas A = (z1,22), B = (z3,24), C = (235,2¢), D = (z7,23),
H = (z9,710), entdo a condigio de D ser o ponto médio de AB se
expressa pelo par de equac¢des lineares

hy 1229 —21—723=0
h2 I2$3—$2 -.’64:0;
a condigao de H estar em AC pela equagao quadratica
h3 : (ﬂ?g - S’Jl)(ﬂ:s - $2) - (IIO — .7,‘2)(275 - .'171) = 0,

a condigdo de perpendicularidade de AC e BH pela equagio
quadrética

hy : (X5 - Ig)($4 - '7"10) + (3:9 - $3)($5 - .’L'l) = 0;
e assim por diante. Fixamos ainda coordenadas para o centro G

do circulo que circunscreve DEF, e a condigao da tese, de que
H se situa neste circulo, tem ainda uma expressio quadratica h;.
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Queremos entdo decidir se a expressdo h, é conseqiiéncia das ex-
pressoes hy, ha,. .., isto é, se para todo vetor (21,...;%16) satisfa-
zendo hq, hy,... ocorre que hy também ¢ satisfeita — em linguagem
geométrica, queremos saber se f; estd no ideal da variedade defi-
nida por hq,hs,.... Gostariamos neste ponto de invocar o Null-
stellensatz, o Teorema dos Zeros de Hilbert, que afirma que esta
questao é equivalente a decidir se

hte VI(h17h21-" ’ - (1)

onde I(h1,hs,...) denota o ideal gerado por hi,hs,... em
k[z1,...] e /I denota o radical de um ideal I; mas ai se coloca
um problema: quem é k? Euclides, sem o saber, parecia pensar
estar trabalhando com & = R, mas se quisermos usar o Teorema
dos Zeros de Hilbert deveremos tomar k algebricamente fechado,
por exemplo, & = C. Ocorre que os teoremas da Geometria Plana
sdo verdadeiros para k = R ou para k = C. O método que des-
creveremos agora, aplicando o algoritmo de Buchberger, decidira
a questdo para k = C e, se provarmos que neste caso (*) é ver-
dadeira, entdo o teorema se deduz evidentemente também para
k = R C C. Seria no entanto concebivel, para algum teorema de
Geometria Plana, mostrarmos que a incluso correspondente a (*)
é falsa para k = C e, ainda assim, termos um teorema verdadeiro
para k = R.

Finalmente aplicamos o algoritmo de Buchberger para decidir
sobre (*) — uma questdo finita; o algoritmo estd implementado na
maioria dos programas de Calculo Formal, como 0o MACSYMA e
o REDUCE, de modo que podemos simplesmente deixar o com-
putador ligado e ir dormir, para acordar no dia seguinte com o
teorema demonstrado.

Umea objecio dbvia de ordem estética se coloca: como compa-
rar uma demonstra¢io em estilo cldssico como a apresentada antes,
que requer habilidade e imagina¢do na escolha dos argumentos e
que, quando consumada, nos parece iluminar e que certamente nos
traz satisfacio, com uma atividade puramente mecéanica e banal
como executar um programa pronto? E um sentimento andlogo a
frustragio de um topdlogo a noticia da demonstragio de Appel e
Haken para o Teorema das Quatro Cores. .

Confrontamos esta objegdo com duas defesas. A primeira
é pragmatica: estd certo que um matemdatico queira desenvol-
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ver seu raciocinio elevando-se a abstragbes rarefeitas, mas a Ma-
temdtica também deve ser aplicada e aplicacbes necessitam de
resultados. Hoje, sofremos por nio ter uma demonstragio este-
ticamente satisfatoria do Teorema das Quatro Cores, mas antes
sofriamos (quanto!) por nao saber da validade da Conjectura das
Quatro Cores. Questdes de Geometria Plana mais complexas que
o Teorema do Circulo ilustrado acima sao efetivamente usadas em
modelamento geométrico, devem ter sua validade decidida e, para
isso, uma demonstracdo automética é tio boa quanto qualquer
outra.

A segunda defesa é estética: o desenvolvimento de novos al-
goritmos sem divida traz tanta alegria guanto o desenvolvimento
de novos teoremas e envolve argumentos de mesma natureza que
0s que estao implicitos no conceito de demonstragio herdado de
Euclides: mesmo porque uma idéia estreita de demonstragio, que
ndo admitisse cdlculos verificados por miquinas, seria realmente
um presente de grego.
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