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1. Introducéo.

Um primeiro curso sobre equagdes diferenciais ordindrias ge-
ralmente tem como preocupagio bisica a procura de solucio de
‘um problema de valor inicial. Se o problema envolve uma equacio
linear homoggnea com coeficientes constantes e se se desejar obter
a solugdio geral, o ponto mais delicado é quando a equacio ca-
racteristica associada tem raizes de multiplicidade maior que um.
Nesse caso, quando a equagdo é de ordem dais, temos uma solugio
na forma exponencial e a outra solugio linearmente independente
(L.L.) é obtida através do chamado Método da Redugao de Ordem,
como se pode ver em [2]. Os textos tratam muitc rapidamente. as
equagoes de ordem n > 2 geralmente se limitando. a dar a forma
das solugdes L.I. obtidas de cada raiz caracteristica militipla.

Em (1] os autores consideram uma equagdo linear homogénéa
de segunda ordem com raiz caracteristica dupla, da qual, portanto,
se conhece uma solugdo na forma exponencial, e usam o artificio de
introduzir um pardmetro na equagio de modo a obter duas raizes
simples. A segunda solucio é entdo obtida através do limite da
familia de solugdes do problema parametrizado. O objetivo destas
notas € expor esse método no caso bidimensioinal e mostrar como
ele pode ser usado em equagdes de ordem maior que dois.

Os resultados aqui apresentados podem ser utilizados em duas
situacoes distintas: nos cursos elementares, como uma busca da
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solugio geral das equagdes {e. néste caso, a fungdo limite encon-
trada no final deve ser encarada comno “candidata” a solugdo da
equagdo); e nos curses mais avangados, como ilustraééo do conhe-
cido Teorema de Continuidade em Relacdo &s Condigdes Iniciais e
Parametros.

2. Equagoes Lineares com raizes miultiplas.

Consideremos uma equagao diferencial ordindria linear de se-
gunda ordem homogénea,

ay” +0y +cy=0. (a#0), (M

e o polindmio caracteristico associado, p{A) = aA® + bA +¢. Se
A =7 éum zero de p(A) entdo y(a) = exp(ra) é uma solugdo de
(1); e se 71, r2 sao zeros distintos. entdo a solugdo geral de (1) é
y(z) = A exp(riz}+ B exp{ruz). A e B constantes. Vamos admitir
que p(A) tenha um zero A = »r duplo. Neste caso, a equacio tem
evidentemente a forma

g =2y iy =0 {(2)

e conhecemos uma solugao y{x) = exp(rz), satisfazendo as
condigdes iniciais 91(0) = 1, y1(0} = r. Desejamos obter uma
segunda solugdo ys(2) L.I. com a primeira, e para isso devemos
ter o Wronskiano Wy, 1:]{0) # 0, o que acontece se determinaz-
mos y»(z) satisfazendo as condigdes iniciais

O =00 =1 - ®

A idéia é introduzir um parametro o em (2) de modo que a equagio
parametrizada tenha polindmio caracteristico com dois zeros dis-
tintos e que ela se reduza a (2) quando o = 0. A solugdo ya(z)
de {2) serd obtida como limite da familia de solucdes do problema
parametrizado.

O polinémio caracteristico associado a (2) é p{A) = (A~ r)?.
Introduzimos a de modo gue a equagao parametrizada tenha
polinémio caracteristico po(A) = (A — r — a)(A — 7 + @)

A% = 27X + (12 — 0¥), isto &, consideramos a equagio

g =2y F (P -ty =0, (4)
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A solugdo geral de (4) é yalu) = AeTo¥ 4 B e"~)7 e quando
impomos as condigdes () obtemos A

yalz) = o denh(an).

Calculando o limite {pontuai) para a tendendo a zero, usando
L'Hospital, temos

Lim yafa) =0 ¢,
que & a solucdo de {2) satisfazendo (3). Portanto, a solugao geral
de (2) é dada por y(z) = e (A + Bu).

E importante obervar que o procedimento acima pode ser
usado para equagdes lineares de ordem n > 2 com zero 7 de mul-
tiplicidade m > 2. De fato, neste caso p(A) = (A - r)2g(A) e
toma-se pa(A) = (A =7 — a)(A = r + a)g(A). Portanto, para
uma equagio de ordem n > 2 com valor caracteristico 7 de
multiplicidade m > 2, temos sempre duas soluges dadas por
y1(2) = exp(ra), ya(@) = @ exp(ra).

O passo seguinte ¢ analisarmos o caso de multlphmdade trés.
Partimos de uma equacdo de ordem 3, que evidentemente pode
ser colocada na forma

M Sy 4 3%y - 3 =0 (5)

com polinémio caracteristico p{A) = (A — ry*. A equagao parame-
trizada devera ter polindmio caracteristico pa(A) = (A— r+a)(A-
7)(A =7 —a). Pela obervagéo contida no pardgrafo anterior, ja co-
nhecemos duas solugdes de (5), a saber y(a) = e‘cp(m )y Yalz) =

z exp(rz), satlsfa,zendo 1 (0) = Loyi(0) =r, y7(0) = 725 42(0) =
0, ¥4(0) = 1 e y§(0) = 2r. Para que a terceira solugéo y3(z)
satisfaga T’E’[yl,Jg,yg] ) # 0, impomos as condigdes iniciais

y0) = 0; ¥'(0) = 0; y"(0) = 1. (6)
A solucdo geral da equagio parametrizada é
y(z) = AU L BT 4 C e
que sob as condigbes expressas em {6) nos da

Yol2) = e™a"?cosh{az) ~ 1].
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Usando L’Hospital calculamos

1 D] .
lJm YalZ) = —x~e™
a—0 2

e vemos facilmente que yi{x) = 2%’ & a solucio de (5) satisfa-
zendo (6). Assim. a solucio geral de (5) ¢ yle) = e (A 4+ Br +
Cz?).

E curioso observar que no preseuie método, o polindémio mul-
tiplicando a exponencial na expressio da 5011;§&0 aparece com o
uso repetido da regra de L'Hospital no cdlculo do limite da familia
parametrizada. Repetimos também que mesmo paran > 3 e r
de multiplicidade m > 3. as trés funcdes encontradas acima sio
solugdes L.1. da equacio original. A generalizagdo para ordem
n > 3 ¢ imediata. '

Esse método pode facilmente ser estendido pd,la sistemas li-
neares com coeficientes constantes "/ = = AY, quando a matriz 4
admite autovalores miltiplos. Mas hi necessidade de se colocar o
sistema numa forma canénica, com a matriz na forma triangular.
O parametro é entio 1nL10duchlo na diagonal principal, ocupando
uma posiGao conveniente junto aos autovalores miltiplos.
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