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1. Introducgao.

O objetivo do presente artigo é mostrar como o método da
fase estaciondria (2} pode ser utilizado para estudar o compor-
tamento da solugao do problema (2)-(3), formulado adiante e co-
nhecido como problema de Cauchy ou problema de valores iniciais
para a equagdo das ondas. Este é um problema cuja solugio pode
ser obtida explicitamente., No entanto, é também uma situacio
tipica do fato de que, para efeito das aplicacdes, nio basta obter a
solugio; & preciso ter meios de explord-la para obter informacoes
relevantes na interpretacio dos fendmenos que ela descreve. E
no caso particular do problema que consideramos aqui o estudo
da solugéo aproximada permite exibir com clareza o fenémeno da
propagacdo de ondas, bem como o modo como ocorre a distri-
buicio e propagacao da energia associada a essas ondas.

2. Generalidades.

Muitos problemas de propagacio de ondas originam-se de
uma situagao de repouso, quando, a partir de determinado ins-
tante, algum mecanismo ¢ acionado, provocando o surgimento de
ondas e sua propaga¢io. Assim, por exemplo, um transmissor
de radio produz uma corrente elétrica em sua antena, originando
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ondas eletromagnéticas que se propagam no espago. De maneira
andloga sao produzidas ondas acGsticas, sismicas, etc.

A geragdo e propagacdo desses dlfexentes tipos de ondas sdo
governadas por equagdes especificas. Vamos nos restringir aqui a
um dos tipos mais simples dessas equagdes, chamada equagdo das
ondas. Designando com z = (z1,... ,2,) a varidvel espacial e com
t o tempo, ela se escreve:

ugy — Au = hz, 1) (1)

onde A(z,t) é uma funcio dada, que representa a causa geradora
das ondas, e que, portanto, deve ser zero antes de um certo tempo,
digamos t = 0. A fungdo u = u(2,t) é a funcdo onda que se pro-
cura determinar; ela pode ser uma das componentes do campo
eletromagnético, de um abalo sfsmico, a variacio de pressio ou
densidade em Acistica, etc. O pardmetro ¢, que supomos cons-
fante e positivo, tem o significado de velocidade de propagacio.
No caso de ondas geradas a partir do instante t = 0 e que
se propagam no espago livre, sem {ronteiras, o problema que se
formula para a equagéo (1) é o de achar uma solucio {(tnica, é o
que se espera e se procura provar) sujeita as condigBes iniciais

u(2,0) = ue(z,0) = 0.

O chamado Principio de Duhamel ([5], p. 112} permite mostrar
que esse problema pode ser reduzido a um problema de Cauchy
ou de valores iniciais para a equagio homogénea, isto é, com h =
0. Isto explica a importincia prética deste iltimo problema, que
consiste em achar u(2,1) que satisfaca a equacio

Uss — CQA'U =0 (2)

para z € R™ et > 0, e as seguintes condigdes iniciais, onde f e g
sao fungdes dadas:

u(m,O) = f(z), u(x,0) = g(z}. (3)
3. Solugao do Problema de Cauchy.

Ha vdrias maneiras de se resolver o problema (2)-(3). Uma
delas se baseia na utilizagio da transformada de Fourier, cujos
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resultados bdsicos mencionaremos a seguir. O leitor encontrard
uma exposi¢io dessa transformada em uma dimensio no capitulo
6 de [4]; para uma exposi¢io em n dimensdes veja, por exemplo,
(8], pp- 146-149.

Dada uma funcio f, definimos sua transformada f pela

féormula .
fe) = (2m)n/? /e_ip'rf('"‘}d“"’ (4)

onde a integracdo se estende a todo o R™. A fungio f é obtida de
sua transformada f pela {érmula inversa:

10)= G [ P r)in, (5)

As férmulas (4) e (5) se aplicam diretamente a fungdes do
espago S, isto é, fungdes f € (°° tais que, juntamente com suas
derivadas de todas as ordens, tendem a zero, com |z| — o0, mais
rapidamente que qualquer poténcia negativa de |z|. Elas se esten-
dem, de uma maneira bem natural, a todo o espaco L*(R") (veja
8], p. 153).

Uma das virtudes da transformada de Fourier é que ela trans-
forma a derivagio em relagio a 2; em multiplicagdo por ip;, isto
€,

Isto nos permite reduzir o problema (2)-(3) a um problema de
equacgdes diferenciais ordindrias por simples aplicagio da transfor-
mada de Fourier. Assim, se u(p,?) é a translormada de u(z,?), a
equacdo (2) transforma-se em

de(p,t) + ¢*|pl*d(p,t) = 0,

onde, evidentemente,

]

Ipl? = pi +... + 2.

As condigdes iniciais (3) transformam-se em

W(p,0) = f(p) e Tlp,0) = §(p).
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Impondo estas condigdes & solucao geral da equacio diferencial,
@p,t) = Acos(clplt) + B sen(clp|t),

obtemos:

amn;%wwmu+%pmMWJ

—~ zg(p) l&.f}) A(p) e_iclplt
Fioy - T2 =+ (o + )
( (») cpl /2 clp] 2
Tomando agora a transformada inversa desta dltima expressio,

encontramos
v(z,t)+ wla,i
u(a:,t)_“ (’)_) ( ),

onde

v(z,t) = (27511/2 /ei(p.r—|p|ct) (f(p) n aiil(_;)) J

wie,t) = (271':;71/2 /‘-’i(p'”“"p'” (f(p) - iif—;])) d

Observemos agora que a transformada de Fourier de uma

funcdo real goza da propriedade: f(p) = f( —p). E facil verifi-
car entdo que w(z,t) = v(z,1); logo,

u(z,t) = Re[v(a,t)]. | (6)

E ficil ver também que

o(w,1) = (275”/2/ {p-==Iplet(p)dp, (7)
onde R
3@=ﬂmw%ﬁ (8)

‘Todo o procedimento usado para chegarmos 4 solugao (6)-(8)
é puramente formal e carece de justificativa. Todavia, é mais facil
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seguir outro caminho, verificando diretamente que a fungdo u(z, ),
dada por (6)-(8), € solugdo do problema (2)-(3). E claro que isto
exige que os dados iniciais satisfagam certas condigoes de regulari-
dade. Nao vamos nos ocupar deste problema aqui, limitando—nos a
remeter o leitor interessado ao capitulo 5 de [5], onde a equagio das
ondas é resolvida pelo método das médias esféricas, que também
é um procedimento formal que exige se verifique que a “solugdo
formal” é solugao auténtica.

4. A Solugdo Aproximada.

A solucio de (2)-(3) na forma (6) a (8) encontra-se em [6].
A partir de agora, usaremos ¢ mesmo procedimento de [6] na
aplicagio do método da fase estaciondria para estudar o compor-
tamento da funcdo v(z,1).

Notemos inicialmente que a expressdo {7) é validase f,g € S.
Isto ocorre por exemplo, se fege C§°. Mais especificamente,
seja D o conjunto das fungdes w € S tais que $€ Cf* e g(p) =0
numa vizinhang¢a da origem. E f4cil provar que D é um conjunto
denso no espago L*(R™), portanto bastante amplo para acomodar
0s dados iniciais f e g. Assim, dados f e g em D, existem ¢ e b,
0 < a < b, tais que ?z(p) tem suporte compacto no intervalo {e,b).

Vamos agora introduzir coordenadas polares, pondo p = pw,
onde p = |pl e |w| = 1. Notando que dp = p"~ldpdw, sendo dw

o elemento de drea na esfera |w| = 1, a expressdo (7) assume a
forma
1 b i pct 1
— ~1pet /(o n-— .
v(z, 1) —(gw)nﬁ/a e~V (z,p)p" dp, (9)
onde
V(z,p) :/ 7Y B pw) dew. (10)
fw|=1

Esta dltima expressio serd agora tratada pelo método da fase
estaciondria com |z} — co. Isto é o mesmo que p|z| — o0, J& que
a £ p £ b. Para achar os pontos estaciondrios da fase pz.w, sujeita
3 condigio w? ~ 1 = 0, utilizamos o método dos multiplicadores de
Lagrange ([1], sec. 3.4), igualando a zero as derivadas da fungio

F(w,A) = praw — Mw® = 1)
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em relagdo a wy,ws, ... ,wy € A, Assim verificamos que os pontos
estaciondrios sao w = £n, onde np = z/|z|. N

Para obtermos a contribuicio a integral em (10), proveniente
do ponto w = 7, procedemos da seguinte maneira: com uma
rotagao dos eixos, colocamos o eixo Ow, na dire¢io de 7, de sorte
que

¢ uma representacio conveniente da superficie |w} = 1 numa vi-
zinhanca de w = 5. Em seguida, seja @{wy,... ,wn_1) € C§°
uma fungao que é igual a 1 numa vizinhanga de 7, digamos
w4 +wl | <1/3,eigual azero parawi +---+wl_; > 1/2.
Multiplicando o integrando de (10) por ¢ + (1 — ), separamos
V{(z,p) em dois termos, V,, e Vj_,, correspondentes aos fatores ¢
e 1 — ¢ respectivamente. Ao primeiro destes aplicamos o teorema
6 de [2] diretamente e obtemos:

2n

n=1

Y
2 h( _> giletelHn=1)/4] | (15| ~(n+1)/2),
) Al (=70

Va(ar) = (

O mesmo procedimento é adotado no estudo de V;_,: intro-
duzimos um novo fator 1 para isolar uma vizinhanca dew = -y e
obter a contribuigdo deste ponto a integral {10). O termo restante
sera uma integral sobre um dominio compacto, onde a fase nio
tem pontos estaciondrios, logo o Lema 5 de [2] é aplicivel. Assim,
adotando a convengao usual de que

(:tz)l'” = e:ti?rj's!’

obtemos, para (10),

omi \ T . PN ol
Viz,p)= (——) h(—) e'rlel
@)= o] ]

=1
(55) 7R () e+ Rotan)
plz| || (11)

desenvolvimento este que é vilido para |2| > 0, onde

| Ro(z, p)i < Cole|~+D/2, (12)
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Cp sendo uma constante que, em geral, depende da fun¢io i. Subs-
tituindo, em seguida, esta expressio em {9), chegarhos ao seguinte
resultado, vélido para |z| > 0:

1 b pa:) ollzl o) o =l
) = ——— B 2] giellz]—ct) o d
v(z,t) mll_lnz /a ([ar§ e (ip) )

1 ’ —pz ; r=1
+ — / h( ) e~ iollzl+et) —ip) 7 d
Ver|z|*F Ja |2] (=) g
+ Ri(z,1), (13)

onde, em virtude de (12),

£ )

1 ° -;i c n—-
|Ri(z,t)| = W'/ e Ro(a, t)p™ " Hdp|

C b b — a™)C
S_(2'.'r)’"'/;;a:]£:2':l /a P dp = (Q(W)“f'-’nl;;;:ﬂ"
Portanto, para todo z # 0, Lo
|R1 (2,8)] < ﬁ—}j | (14)
sendo (b7 — a)Co

uma constante que pode depender da funcio A, mas nio de z ou
de t.

O primeiro termo de (13) é precisamente

},_1 F (|:r:| — e, 3'_) :
|| ||
onde
L (5 ome " d 15
F(r, =—-———/h e (ip) T dp.
(ryn) Tz /. (pm)e’* (ip) 7 dp (15)

Quanto ao segundo termo, uma simples mudanga na integracio
em p permite identifica-lo com

_l.rrrG (|1'| + cf, i‘) )
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onde
\

6t = 7= [ “Bemer i e (6)

Portanto, com ajuda das fun¢des introduzidas em (14) e (15), po-
demos escrever (13) na forma

F(la| - et.o/jsl) , Glal + et,2/ls])

2] 2|2
+ Ry(x,t). (17)

v{x,t) =

Assim escrita, a fungdo v(z,?) exibe claramente sua estru-
tura: seu primeiro termo é uma onda divergente, de perfil F e
“amplitude” |z|~(*=1/2, que se propaga radialmente, com veloci-
dade ¢; o segundo termo é uma onda convergente de perfil G e que
também se propaga radialmente, com velocidade -¢; e o termo
restante, Ri(z,t), é desprezivel quando x| — oo, visto que decai
mais rapidamente que os anteriores,

5. A Solugao Assintética.
Vamos mostrar agora que o primeiro termo em (17),
F(ja] - ct,2/la})

vm(mvt) - |‘I,|nT—1 ) (18)

é a contribuicdo mais importante & fungdo v(z,t) para valores
grandes de . Provaremos isto no sentido da norma do espago
L*(R™), dada por

1= ([ 15@Paey 2,

onde f é uma funcio de quadrado integravel, isto é, f € L*(R").
Mais precisamente, provaremos o seguinte

Teorema. lim [[o(:,1) - v™( 2)]| = 0.

Para estabelecermos este resultado necessitaremos dos seguin-
tes lemas.
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Lema 1. A funcao F definida em (15) pertence ao espago §} =
L*(R x S™71). Sua norma, cujo quadrado é dado por

IFI = / f Rdr do,
|w|=1

é tal que [[Flla = [|]-

DEMONSTRAGAO: A definigdo (15) mostra claramente que F(r,w}
como funcdo de r, é a inversa, pela transformada de Fourier, da
funcdo de p que é igual a

(~ip)™= h(pw)
quando a < p < b e zero para p fora desse intervalo. Pelo teorema

de Plancherel ([8] p. 153), as normas de uma funcdo e de sua
transformada sio iguais, logo

o) b
/ \F(r,w)tdr = / ()P dp.

—00 a

Integrando na esfera unitdria |w] = 1, obtemos

IFI = / (p)Pdp = ] Ih(2)Pdz = [IRIP,

donde || Flla = ||h||, que é o resultado desejado.

Lema 2. Fixado o nimero R > 0,

/ lo(z, t)]*dz e / [v°° (2, )2 dz
lz|SR Al=igh

tendem a zero com t — oo,

DEMONSTRAGAO: Introduzindo coordenadas polares em (7), (co-
mo fizemos para obter (9) e (10)), v(z,t) assume a forma

1 b -
PR ip(T.w—ct n-1
v{z,t) = CRE /le:l ./; e Pt n )™ T dp dw.
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A seguir integramos por partes em p, observando que
\

=19
ict dp

—ipct ( —:pci)
¥

lembrando também que Tz(p) tem suporte no intervalo (a, b), obte-
mos

(Zw)‘“/gf fb civet O v ipp n-1
t —_ A pc _— zpr.wh d d .
v(z,t) = e e ap[e (pw)p™ " ]dp dw

Ora, é ficil verificar daqui que existe uma constante C tal que
[v(z,t)} € C/ft, independentemente de 2. Com isto fica provada a
primeira parte do lema.

-Para provar a segunda parte, comegamos com a definicdo (18)
e, novamente, usamos coordenadas polares. Assim,

/ |v°° (2, 1)|*dz -/ / — ct,w)¥dw dp
|zi<R juw|= 1
R—Lt .
/ / | F(r,w)|*dw dr.
|w|=1

O Lema 1 nos permite concluir que esta expressio tende a zero
com ¢ — co, 0 que completa a demonstracio do Lema 2.

Lema 3. O segundo termo em (17),

é dominado por C'/|z| ", onde z #0,t> 0 eC é uma constante.

DEMONSTRAGAO: Observando que

19

ei’pr — ( zpr)

ir Op

e integrando por partes em (16), resulta

G(r,w) =

3 e - 0 o~ n—1
T —Thipw)(—p) 2 |dp.
7= [ el -p e
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Como esta integral é limitada, concluimos que

Grw) < &

Rl
P,

onde C é uma constante. Portanto,

G(lz| + ct,z/lz}) ¢ ¢
n—1 S a1 --<- n+l *
z 217 (lel +et) — |=|=

|z

jd que t > 0. Isto completa a demonstragio.
DEMONSTRAGAO DO TEOREMA: Observemos que

. -y 2 — 5,0 2d
o) = o= (DI = ( /MSR+ /|r|zg”'”(“’” V(2. 1)ds
<2 (a0 +iv? (@ 0 )da
lcI<R
+/ lo(z,1) — v™°(2, 1) dz. (19)
lz|> R
De (17) e (18) segue-se que

o G

v—v% = -

+ Ry

Em face de (14) e do Lema 3, esta dltima expressio é dominada,
para t > 0, por C’/|w|2§']'. Portanto, com ¢ > 0 e z # 0,

: C
I’U(:E,t) el Uoo(ﬂf,t)'z S W

Assim, dado ¢ > 0, podemos encontrar R > 0 tal que (observe
que, em coordenadas polares, da = dw|z|*~d|z|)

/ [v(z,t) — 2™ = (z,t))*dz < £
leI2R 2

Fixado R, invocamos o Lema 2 para encontrar T tal que para
t > T o primeiro termo do iltimo membro de {19) também seja
menor que £2/2. Concluimos entio que, para t > T,

o t) — v (L)) < e,
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o que completa a demonstracido do teorema.

Observagoes Finais

1. Até agora temos feito a hipdtese de que os dados iniciais
(3) pertencam ao conjunto D descrito no inicio da Sec.4. Mas
os resultados obtidos, como a férmula (17) e o teorema da Secdo
5, podem ser facilmente estendidos a dados iniciais mais gerais.
Para isto notamos, pelo Lema 1, que a aplicagio i — F é uma
isometria do espago L*(R™) no espago L*(R x §*~'). Como D
é denso em L*(R™), podemos estender os resultados obtidos a
elementos A neste espago por um procedimento cldssico e freqiiente
de “extensdo por continuidade” ([6], p. 33).

2. Os mesmos resultados referidos no mimero anterior se es-
tendem & solugio u(z,?) de (2)-(3), bastando levar em conta a
relagdo (6). Neste caso, é claro que u™(z,t) é simplesmente a
parte real de v™°(z,1).

3. O teorema da Segdo 5 é também vilido para a energia da
solugdo u de (2)-(3). Designamos energia de « numa regido R no
instante ¢ 3 expressdo

E(H(',i),R) = /};(|Vu(:£,t)|2 + %]ut(rat)lg)dm’

A energia no espago todo, ou simplesmente “energia”, é definida
pela expressdo anterior, tomando R = R™. Ela serd indicada por
E('M(,t))

As solugbes com h € D admitem energia finita, a qual é cons-
tante no tempo, isto é,

E(u(-1)) = E(u(-,0)).

Essas solugdes u podem ser ampliadas, ampliando—se o dominio D

da fungdo h, sem perder a propriedade de que a solugio u tenha
energia finita.

Para tais solucdes, o teorema da Secio 5 permite provar que

E(v—u™ R)— 0 com t— oo,
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tanto no caso de uma regido R qualquer, como no caso R =R"
Daqui segue também que

E(u,R) = E(u™,R) + (R, 1),

onde (R,¢) — 0 com ¢ — 0, uniformemente em R, em particular
com R = re™.

A importancia deste resultado reside no fato de que a energia
deu pode ser estimada, assintoticamente com ¢ — 00, pela energia
de u®, que é uma onda divergente. Isto significa que 2 energia
da solugdo aqui considerada é transportada, assintoticamente com
t — 0, pela componente divergente da solucio, ou seja, u™

4. Todos esses resultados foram estendidos a sistemas hi-
perbélicos e &s equagdes da Magnetodinamica em [7] e [3] respec-
tivamente.
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