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Aritmética de Ponto Flutuante
e Anélise de Erros

Oscar H. Bustos*

1. Introdugao.

Junto a Ralston e Rabinowitz (1978) podemos dizer que a
Anilise Numérica é simultaneamente uma ciéncia e uma arte.

Enquanto ciéncia, 2 Anélise Numérica tem a ver com os pro-
cedimentos para resolver certos problemas matemdticos usando
operagoes aritméticas.

Ora, podem existir virios processos diferentes para resolver
um mesmo problema. Qual é o mais conveniente para usar em um
certo problema? As vezes, a resposta a tal pergunta sera obtida
somente depois de resolver o problema. Outras vezes vai depender
do conhecimento de certas propriedades das fungdes envolvidas,
conhecimento que se poderia se obter seja em teoria ou por meio
de calculos numéricos. E neste ponto que a Analise Numérica
converte-se em uma arte. Assim, podemos dizer que como arte, a
Andlise Numérica tem a ver com a escolha do “melhor” procedi-
mento para resolver um determinado problema.

Sem duvida, atingir um nivel razodvel de aperfeicoamento
tomard muito tempo e esfor¢o, até conseguir o desenvolvimento
da intuigio.

2. Fontes de Erros.

Vamos agora analisar os erros que podemos cometer quando
procuramos a solu¢do numérica de um problema. Esses erros sio
chamados “erros computacionais”.

*O autor agradece ao Prof. Jonas Miranda e ao Prof. Milton P. de Borba
pela valiosa ajuda na tradugio destas notas (escritas em espanhol) e também
na corregio de virios erros,
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Segundo Ralston e Rabinowitz (1978) tais erros podem provir
de trés fontes principais:

S

(i) Erros grosseiros: entrada incorreta de dados (por exemplo, a
colocagao errada da virgula decimal); o programa de computador
nao faz o que queremos, isto é, o programa pode estar efetuando
corretamente operagdes que nio desejamos.

(ii) Erros de truncamento: certos processos matemdticos reque-
rem, por defini¢io, um ndmero infinito de operagdes, coisa invidvel
do ponto de vista do cédlculo efetivo. Assim, devemos aproximar
tais processos por um outro que requeira apenas um namero finito
de operagdes elementares {(soma, subtragio, multiplicagio e/ou di-
visdo). Os exemplos mais comuns de tais procedimentos sdo:

a) Calculo de uma fungio exp(z), seno(z), etc. por meio de um
numero finito de termos da sua expansio em série.

b) Aproximacio de uma integral por uma soma finita, como na
“regra do trapézio”, por exemplo.

¢) Solugio de uma equagao diferencial substituindo as derivadas
por razdes incrementais.

d) Solucde de uma equacio da forma f(z) = 0 por métodos ite-
rativos como, por exemplo, o de Newton-Raphson que, em
geral, convergem quando o nimero de iteragoes vai para infi-
nito.

(iti) Erros de arredondamento: quando decidimos usar um certo
computador para efetuar nossos cilculos, ja estamos fixando o
nosso “universo de nlimeros”, que sera sempre um conjunto fi-
nito e que sera o dnico existente para efetuar todos os calculos.
Em conseqiiéncia disso todos 0s outros nimeros que nio estejam
nesse “universo” deverdo ser representados (aproximados) por al-
gum elemento desse conjunto. Essa aproximagio chama-se “arre-
dondamento” e a diferenga entre o verdadeiro nimero e seu repre-
sentante é conhecida sob nome de “erro de arredondamento”.

3. Algumas formaliza¢des em torno de erros.

DerFINIGAO 3.1: Sejam VV = valor verdadeiro, V A = valor apro-
ximado ou calculado, E = erro; definidos por:

VV=VA+E. (1)
Chama-se “erro relativo (ER) de VA com respeito a VV a
ER=E[VV. (2)
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ExEMPLO 3.1: Sejam VV =1/3, VA = 0.333; entdo E = (1/3)*
1073, ~

Seja 4 um nimero inteiro maior do que 1. Pomos:

R=R(d10)={yeR:y~[y] = 01107} + ... 4+ ag107¢,
e; € {0,1,...,9}}.

Como é costurne, pomos
a1107 .+ adIO'd =0.6;...a83 = .¢1...a3.

Por exemplo, R(3,10) serd o conjunto de todos os niimeros reais
com parte fraciondria decimal de 3 digitos.
PRrROPOSIGAO 3.1: Seja z € R.

(i) Se existir z* € R(d,10) tal que |z* — z| < 0.5 * 10~¢, entdo
z* é o inico elemento em R(d,10) que satisfaz |z* — z| <
0.5% 10749,

(ii) Se z* € R(d,10) é tal que |z* — z| = 0.5+ 107, entdo z** =
z* +sinal(z —z*)10~¢ também satisfaz: |z** — z| = 0.5+ 10~ ¢
e z** € R(d,10).

DEFINIGAO 3.2: Na sitnacdo (i), o0 z* é chamado “z arredondado
a d casas decimais”. Na situagio (ii), se z*—[z*] = .q1...ag e aq é
par, entdo z* é o “z arredondado”, caso contrario, z™* recebe esse
nome. Com z{%) denotamos o “z arredondado a d casas decimais” .

EXEMPLO 3.2: Seja d = 4, entao:

T = .43276 = (¥ = 4328, z = 43274 = =¥ = 4327,
z = .43275 = (¥ = 4328, z = .43265 = =¥ = .4326.

DEFINIGAO 3.3: Sejam z e y em R,k > 1, k inteiro. Diz-se
que a k-ésima casa decimal de y é significativa em relaco a «

(ou quando y é considerado como uma “aproximacgio” de z) se
lz —y] <0.5%107%,

ExXEMPLO 3.3: Sejam 2 = .2475110, y = .2474127, entio:
z — y = .0000983,

assim: |z —y| = .0983 % 1073 = 983 % 107, daf que a 3% casa
decimal de y é significativa mas a 42 nao é.
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Por que néo usar o conceito dé quantidade de digitos significa-
tivos como critério de aproximacao? Vejamos: sejam.z e y nimeros
reais e consideremos y como uma aproximagao de r. Parece na-
tural definir 0 namero de digitos significativos de y em relagdo a
z como o namero de casas decimais de y que sao significativas em
relagio a z. Mas, vejamos o seguinte exemplo:

71 = 98632, zs = 00278
1 = .0863 2 = .0028.

Ora y; e y2 podem ser considerados como aproximagdes de z1 e 29
respectivamente. Porém: sao 3; e y2 igualmente significativos? Se
os dois 830 os resultados finais de um certo célculo e apenas esta-
mos interessados no erro absoluto, entdo a resposta é “sim”; mas
se sao os passos intermediarios de um calculo que logo usard y; e
Y2 como divisores, a resposta é “ndo”; porque a grandeza do erro
em 1/y; é bem menor do que a correspondente em 1/y;. Observe-
mos que o erro relativo de  em relagdo a 21 é 2+ 10~° enquanto
o erro relativo de y; em relacio a x5 € maior que 7#10~2. Daf que
se a soma ou diferen¢a de dois niimeros faz crescer o erro relativo,
este resultado quando usado mais na frente como divisor, poderia
ocasionar um acréscimo importante do erro. Este fenomeno é cha-
mado “supressdo cancelativa”, ¢ é um dos mais importantes para
ser levado em consideragio.

4. Aritmética de ponto fixo.

DEFINIGAO 4.1: Sejam 8 > 2,et > 2 nimeros inteiros. Chama-se
“conjunto de niimeros reais no sistema de ponto fixo caracterizado
por 3 e t” ao conjunto F = F(f,t) de todos os nimeros da forma

z=k(di/B+da/BE +...+d:/B),
onde dy,... ,d; sdo inteiros tais que;

0<d; <f-1Vi=1,... .1

Alguns computadores trabalham com este sistema acrescido
do nimero 41 ou —1. Notemos que todos esses z satisfazem

0< izl < 1.
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Outros computadores existem, porém que somente trabalham
com inteiros, isto é, os z anteriores multiplicados por §°.

A Aritmética de ponto fixo (quer dizer, a realizagio de
operagdes entre nimeros em ponto fixo e representagio dos re-
sultados como se tivéssemos somente o conjunto F') embora seja
potencialmente mais precisa que a de ponto flutuante, requer uma
andlise bem mais cuidadosa e o fluxo natural dos cédlculos é mais
complicado porque fatores de escala devem ser levados em conta.
Nao falaremos mais sobre este sistema. Quem se interessar por
mais detalhes sobre os principais pontos da aritmética de ponto
fixo poderé consultar, por exemplo, WILKINSON (1963).

5. Aritmética de ponto flutuante.

DEFINIGAO 5.1: Sejam 8 > 2,1 > 2,U > 1, L < -1 ndmeros
inteiros. Chama-se “conjunto de ndmeros reais no sistema de
ponto flutuante caracterizado por 3, ¢, U e L” ao conjunto F =
F(p3,t,U,L) de todos os nimeros z da forma

z=2(d1/B+dy/B + ... +difB) * B°,
onde dy,...,d; sdo inteiros tais que:

0<d; -1, ¥Yi=1,...,t
e é outro inteiro tal que L < e < U.

O sistema F diz-se “normalizado” se V& vale que dy # 0.
O inteiro “e” chama-se “expoente” e o nimero

f=di/B+dofB*+ ... +di/B"

chama-se “parte fracionaria”.
Alguns autores chamam “mantissa” ao nimero

m==xf.
E ficil ver que o sistema estd normalizado se e somente se

1/8 < |m| < 1.
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EXEMPLO 5.1: O sistema F(2,3,2,-1) é

+1/4, +(1/4 4+ 1/16), +(1/4 + 1/8), +(1/4 + 1/8\+ 1/16),
+1/2, +(1/2+ 1/8), +(1/2 + 1/4), +(1/2 4+ 1/4 + 1/8),
+1, +(1+1/4), +(1+1/2), +(1 +1/2+1/4),

+2, +(2+1/2), +(2+1), +(2+1+1/2),

~1/4, —=(1/4) + 1/16), ~(1/4 + 1/8), —=(1/4 + 1/8 + 1/18),
- 1/2, —(1/2+ 1/8), —(1/2+ 1/4), =(1/2+ 1[4 +1/8),
-1, —(1+1/4), -(1+1/2), —(1 + 1/2+ 1/4),

-2, —(2+1/2), —(2+1), (2+1+1/2),

DEerINIGAO 5.2: Seja F = F(B,t,U,L). Diz-se que um nimero
real z estd na imagem de F se

y~ <z <yt

onde y* = maxF ey~ = min{y € F:y > 0}.

EXEMPLO 5.2: (Continuagio 5.1). Se F = F(2,3,2,—1) entdo:
¥y~ = 1/4 e y* = 7/2, daf que imagem de F é [-7/2,—-1/4] U
[1/4,7/2).

DEFINIGAO 5.3: Seja z na imagem de F, denota-se por fl(z) um
numero em F tal que:

|z — fi(z)| = min{]z - y| : y € F}.
Pode-se ver facilmente que
|z~ fiz)l /|| < 0.5+ 57"

Neste caso poremos: Az = fl(z) — z.

Exemrro 5.3: (Continuagio do Exemplo 5.2). Neste caso temos:

FI(3.1) = 3 f1(3.25) = 3 ou fI(3.25) - 3.5, fI(3.3) = 3.5.

Operagées elementares em F
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Sejam:
D+* = {(z,y) € Fx F:z + yestd na imagen\l de F},
D-*={(z,y) € F x F: 2 — y estd na imagem de F},
D« /*={(z,y) € Fx F:z+yestd na imagem de F},
D/* = {(z,y) € F x F:z/y estd na imagem de F}.

Chama-se “soma em ponto flutuante” 4 +*: D+* — F dada
por
+(5,9) =3 47 yi= fl(z + ).
Chama-se “diferenca em ponto flutuante” & —*:D—-* — F
dada por '
=z, y) =2 =" y:= fl(z - y).
Chama-se “produto em ponto flutuante” a +*: D+* — F dada
por
¥ {z,y) =z *" y:= fl{zxy).

Chama-se “divisdo em ponto flutuante” & /*: D/* — F dada

por
[z,y) =2 /"y = fl(z/y).

Daqui em diante vamos usar o simbolo op e op* para indicar
qualquer uma das operagbes acima. E Dop para indicar o corres-
pondente dominio.

DEFINIGAO 5.4: Sejam z e y na imagem de F'. Chama-se erro de
arredondamento da operagao op em (z,y) ao:

Aop(z,y) = (fli{z)op™fUly)) — (z opy).
Sem entrar em muito detalhe pode-se dizer que um limitante
superior da certeza relativa da aritmética de ponto flutuante de

um sistema computacional com sistema de ponto flutuante dado
por F = F(B3,t,U, L) é dada por 8'~%; quer dizer:

|Aop(*z,y)/op(z,y)] < 817"

DEFINIGAO 5.5: Sejam z e y na imagem de F.
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Se |zopy| > yt, diz-se que o intento de realizar z opy d4 um erro
de “overflow”. : N

Se |zopy| < ¥, diz-se que o intento de realizar z opy di um erro
de “underflow™.

ExempLO 5.4: (Continuagio do Exemplo 5.3)

z=5/2,y=3 = z+ydi “overflow”.
z=1/2, y =1/4 = z * y d4 “underflow”.

Andlise de erro levando em consideragio a possibilidade de
erros de “overflow” ou “underflow” é muito complicada e ente-
diante. Além disso para cada cdlculo deve-se efetuar uma analise
diferente. Existem técnicas que resolvem mais ou menos satisfato-
riamente certas dificuldades e muitos algoritmos foram desenhados
para tratar com este tipo de erros. Nestas notas nao abordaremos
esta questdo e dai vamos assumir que nio se apresentarao proble-
mas de “overflow” efou “underflow”. Isto é equivalente a supor
que L = —0o e U = 400. Quem desejar mais informagéo sobre
este tema pode ler o excelente livro de WILKINSON (1963).

DEeFINIGAO 5.6: Chama-se épsilon do computador ao nimero
dado por

Sendo F o sistema de ponto flutuante usado pelo sistema compu-
tacional.

Notemos que este niimero nao é {em geral) y~. No sistema
que viemos analisando nos exemplos anteriores, ambos os valores
coincidem. Porém nio acontece a mesma coisa em geral. Pode-se
provar que: )

0.5 * ﬁlnt S Emach S ﬁlﬁ{

Mesmo que 0 Emach esteja bem definido pela férmula acima,
a maioria dos programas usam como “épsilon do computador”
um nimero, digamos eps, que difere do anterior num certo fator
“poténcia de 27, mas tal parece que essa diferenga nao causa graves
dificuldades nas aplicagbes. Um método para calcular eps poderia
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usar um programa em FORTRAN que incluisse o seguinte trecho:

EPS = 1.

10EPS = 0.5+ EPS
EPSPl=EPS+1.
IF(EPSP1.GT.1.)GOTO10.

Suposicdo bdsica para andlise de erros (nestas notas).

Deixando de lado, como j& dissemos, a possibilidade de er-
ros de “overflow” efo “underflow” e certos detalhes quanto ao
“hardware” que efetivamente implementa a aritmética de ponto
flutuante num determinado computador vamos assumir que se o
nosso sistema de ponto flutuante é dado por F' = F(8,t, 4+
—00), entdo:

TeF, yeF  zop"y=(zopy)(1+e(zopy)),
com &e(zopy) < eps. (3) |

Para denotar os resultados de operagdes em ponto flutuante
tem sido adotada uma certa notagio que é conveniente mas pouco
precisa. Nds seguiremos este uso. Se fica claro do contexto como
calcular uma certa expressio aritmética E, entfo fI(E) denota o
valor dessa expressio obtida usando aritmética de ponto flutuante
de nosso sistema. Por exemplo:

fi(z +y) = fli(z) +" fi(y)
flrxz+(y+2)) = fl(z) +" fl(y+2)
= fli{z) +* (fl(y) +" fi(2)),
filllz+y)+2) := fl(z + y) +* fi(2).

Se o nosso sistema computacional tem ji embutidas certas
fungdes como seno, coseno, raiz quadrada, etc. usamos a notacio
sin*(z), cos*(z), /*z, etc. para denotar fl(sm (z)),
fl(cos(z)), fli(\/T), etc., que sdo as aproximacdes calculadas pelo
computador dos va,Iores sin(z), cos(z), /Z, etc.
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6. Propagacao dos erros.

Uma mesma quantidade pode-se calcular de diversas manei-
ras, isto é através de diferentes algoritmos.

EXEMPLO 6.1: Seja ¢: R?® — R definida por:
¢((a,b,¢))=a+b+e

Algoritmo 1:
o U i=a+b u:izec
o v:I= U+ Uy
Algoritmo 2:
o u:=a, uUp:=b+e
e VI= U+ U
EXEMPLO 6.2: Seja ¢: R? — R definida por:

é((a,b)) = a® — b*

Algoritmo 1:
o u:=a® wuy:=b
e Ty = Uy, Vg 1= Us
* W= U — UV
Algoritmo 2:
o uyi=a+b ur:=a-—b
* U= U Uy

Segue-se que devemos ter um critério para escolher o algo-
ritmo mais adequado para ser usado em cada situagio particular.
Para elaborar um tal critério vamos examinar brevemente como
poderia-se analisar propagagio de erros (principalmente dos erros
de arredondamento) na execugio de um certo algoritmo.

Vejamos o que se passa no Exemplo 6.1. Ai se usarmos o
algoritmo 1 obtemos

. . N ~ a+b
gy = erro de § relativo a y = (§ — y)/y = o s + leg,
se usarmos o algoritmo 2 obtemos
- b+ ¢ '
_ [ S o
G-y catle




s

com |¢;] < eps. Os fatores que magnificam os erros sio-Sdi

e+b+e?
L S | N
a+b4c " “
Logo, os valores %H_bc e ?%-CFE sio criticos. Com efeito, suponha-
mos:
a = .23371258 x 10~%,
b= .33678429 x 10° e
c = —.33677811 » 10°.
Entio:
etb 2 -3\ 5
P 0.33...* 10/(0.64...  107°) = 0.5 » 10°,e
bte _ _3 -3\ A
arbre- 0.618...+ 107°/(0.64... + 107"} = 0.97.

O método que usamos para analisar a propagagao dos erros de
arredondamento: comegar supondo que cada dado tem associado
um certo erro e seguir passo a passo um algoritmo calculando
em cada etapa o erro de arrendondamento que se vai obtendo
e descartando os termos com erro de ordem grande, é chamado
“forward error asnalysis”. Assim, usando esta técnica, podemos
calcular os erros absolutos e/ou relativos para cada operagio e
usé-los nas operages a seguir até chegar ao valor final v.

Porém este método apresenta dois defeitos importantes: 1) a
maijoria das vezes obtém-se cotas muito grandes; 2) esta anélise é
freqiientemente muito tediosa e complicada. De qualquer maneira
pode-se aplicar a todos os célculos e obter resultados de utilidade.

Uma outra forma de efetuar analise de erros, chamada “back-
ward error analysis”, é também usada com bastante fregiiéncia.
Essencialmente, consiste na determinagio do conjunto de valores
iniciais de dados que poderiam ter conduzido a0 mesmo resultado
final. Por exemplo: suponhamos que os dados iniciais foram z;,
Z7 e 73 e o resultado do célculo: z; + 22 + x5 foi y, o “backward
error analysis” consiste na determinacdo de cotas para os erros de
entrada dos z;’s, digamos e;’s, tais que

y=(z1+e1)+ (22 +e2)* (23 + e3).
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Férmulas aprozimadas dos erros absolutos e relativos.

DEFINIGAO 6.3: Sejam z e 3 dois ntimeros ou vetores. Chama-se
“erro absoluto da aproximagéao de » por " ao

Afz,z):=%- 2.
“Erro relativo da aproximagao de z por Z ao

£(z,2) = (2 - z)/z, se z#0.

Suponhamos que D é um subconjunto aberto do R™ e que ¢ é
uma funcio definnida sobre D com valores em R™ continuamente
diferencidvel sobre D. Sejaz € D e # € D um valor “aproximado”
de z,§ = ¢(Z), definimos:

¥ =¢i(8), Vi=1,...,m.

onde ¢1,... ,$m s4o as componentes da ¢. Entao, pode-se verificar
expandindo em série de Taylor e descartando os termos com erro
de ordem alto, que:

Ali,n) 2 Y Bedr(2)A(E5,25)

i=1
A(§,y) = Dg(2)A(2,2)

onde 8; é o operador “derivada parcial com respeito a j-ésima
varidvel” e D¢ é a matriz Jacobiana da ¢. Dai:

e(Fiu) 2 Y _(3/9i(2))dsdi(2)e(E5,55).

i=1

O fator d;¢:(z) mede a sensibilidade com que y; reage i per-
turbagio A(Z;,z;). Analogamente, o fator ({(z;/¢:(2))0;0i(z))
indica quanto o erro relativo £(Z;, z;) afeta o erro relativo (%, 3:).
Estes fatores de amplificacido dos erros relativos tém a vantagem
de ndo depender das escalas dos #'s nem dos y’s. Sao chama-
dos também “ntmeros de condigdo”. Se algum cdlculo apresenta
nimeros de condigio “grandes”, diz-se que o tal problema de
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calculo estd “mal condicionado”™, caso contrdrio, diz-se que o pro-
blema estd “bem condicionado”. N

Problemas bem e mal condicionados

Numa linguagem nao tao precisa, pode-se dizer que um pro-
blema estd mal condicionado, quando pequenas perturbagdes nos
dados de entrada ocasionam perturbacgoes grandes nos resultados.
ExeMPLO 6.3: Problema mal condicionado.
Suponhamos querer encontrar os zeros de

f(z) =0,

onde
f(RY=(z+1D*(z+2)%...%(z+ 20).

E ébvio que esses zeros sao: —1,-2,...,-20.
Agora modificamos ligeiramente os dados de entrada. Suponha-
IMOs querer encontrar os zeros de

F(z)=0,

onde
F(2) = f(2) + 278215,

Pode-se ver que esta tiltima equagio tem 5 pares de zeros comple-
x0s (um deles é —19.502 £ 1.9401) e entre os 10 zeros reais estd o
numero 20.847.... Vemos entdo que, uma mudanca da ordem de
10" em um dos coeficientes modificou totalmente a solugio.

A experiéncia diz que o calculo de zeros de polinémios de
grau elevado constitui um exemplo tipico de problema mal condi-
cionado.

EXEMPLO 6.4: Problema bem condicionado.
Suponhamos querer resolver a equagio diferencial:

I

vy ==
sua condigao inicial;:
y(U) =1.

A solucdo é y = e~ e constitui um problema bem condicionado
no sentido de que se trocamos y(0) = 1 por y(0) = 1 + ¢, entdo a
solugdo mudard de y = e~* paray = (14 ¢)e™" .
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ExEMPLO 6.5: Continuagdo do Exemplo 6.1. Seja

N
y=¢((a,b,c)) =a+b+e
Entao
. a - a T c .
E(y.a y)= m e(a, a)+ m e(b,b) + m e(é,c).

Dai que o problema vai estar bem condicionado se cada somando
é pequeno quando comparado com a soma a + b + c.

ExemprLO 6.6: Seja

v =¢({p,q)) = -p+ (p* +¢)*/%

Entao:

e(§,9) = (—p/(p* + ¢)*/*)e(5,p)
+(p+ (7" + VH/Q0* + ) eldg).

Agora: |~p/(p* + 9)'/?| < Le|(p + (p* + )VD)/ (25 + ¢)/2)} <
1 quando ¢ > 0, logo, o problema estard bem condicionado se ¢ > 0
e mal condicionado se g & —p?.

Erros relativos nas operacoes bdsicas.

ProposigAo 6.1: Vale que: (z e y sdo ndo nulos)
(1) z=zxy=>e(Z,2) 2 e(8,2) + (5, 9)-
(i) z=o/y = e(3,2) % e(3,2) - (3,9).
(ili) z=2cty=>e(32) iy (&) £ e, y)
sezty#0.
(iv) 2=z = ¢e(3,2) 205 *¢(d,z).
DEMONSTRAGAO: Ficil.

Desta proposicao segue-se que as operagdes de multiplicacio,
divisdo e raiz quadrada ndo sio perigosas. Mas nio acontece o
mesmo com a soma, pois vai depender do valor de z £+ 3.

7. Aritmética de Intervalos - Estimacdo Estatistica do
Erro de Arredondamento.

A técnica conhecida com o nome de “Aritmética de Inter-
valos” fornece uma maneira de determinar cotas entre as quais
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pode-se assegurar que estd o erro absoluto dum algoritmo, levando
em consideragio os erros de arredondamento e de ertrada nos da-
dos. Essa técnica baseia-se no fato de que quase todos os niimeros
reais que entram num algoritmo, tanto como dados de entrada ou
como resultados intermedidrios, sio impossiveis de ser represen-
tados exatamente num computador. O que melhor se pode saber
é que para cada a € R, existem dois nimeros consecutivos, di-
gamos @' e ¢” representdveis exatamente no computador tais que
a € [a',a"]. Dai que a técnica consiste na realizagio dos cilculos
em termos desses intervalos em vez de fazé-los em termos de um
nimero s6. As operagdes aritméticas entre intervalos, digamos,
o € {®,5,9,0}, sio definidas de forma tal que sejam consisten-
tes com a interpretagéo acima. Istoé,sede bsio intervalos, entdo:
& = &0 b é definido como um intervalo (o menor possivel) tal que

EQ{aob:aE&ebGE},

e com extremos representaveis exatamente no computador.

Substituindo todo niimero por um intervalo e toda operagéo
aritmética por sua correspondente operagdo entre intervalos, obte-
mos algoritmos de calculo sobre intervalos que vao produzir, como
resultados, intervalos que possuam a solugio exata.

Porém, uma manipulagdo pouco cuidadosa desta técnica pode
conduzir a cotas de erros que sejam confidveis mas muito pessimis-
tas e dai de pouco utilidade prética. De fato, ndo é suficiente subs-
tituir num certo algoritmo as operagdes numéricas por operagoes
entre intervalos sem considerar a forma particular em que se in-
troduzem os erros de arredondamento e/ou entrada de dados num
determinado resultado. Assim por exemplo, pode acontecer que
um certo erro de arredondamento afete severamente os resultados
intermedidrios e contudo, o resultado final nao seja muito afetado.

Vamos ver um exemplo pratico dessa situagdo. Os detalhes
podem-se estudar em STOER e BULIRSCH (1980).

ExempLo 7.1: Calcular y = ¢(z) = 23 — 32% + 3z. Primeira-
mente vamos usar o chamado esquema de Horner, isto é usamos a
identidade

2° — 32 + 3z = ((z - 3)z + 3)z.
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O algoritmo é:
w:=z—3, b
VI U*T,
w:i= v+ 3,
Y= WHZ.

Suponhamos agora que do valor z apenas sabe-se que
re&=1[09, 1.1}

Se no algoritmo substituimos simplesmente os valores numéricos
por intervalos e as operagdes pelas correspondentes operagdes entre
intervalos, obtemos como resultado final o intervalo

§ = [0.621, 1.419].

Mas este intervalo é bem maior que o intervalo que realmente da
conta do efeito do possivel erro em z, isto é:

{¢(z) : = € } = [0.999, 1.001].

Suponhamos agora que o nosso sistema de ponto flutuante tem
apenas 2 digitos. Entdo, aplicando o algoritmo separadamente a
z =0.9ez = 1.1, obtemos:

para z=0.9, y=0.99, epara z=11, y=10.99.

Neste exemplo vemos que obtemos uma resposta mais 1til sem
usar aritmética de intervalos. _ ,

Muitas vezes, antes de comecar a fazer contas, convém arru-
mar as coisas de forma tal que sugerem algoritmos mais adequados.
Vejamos: '

y=¢(z)=2° -3z + 3z =1+ (z - 1)°.

O algoritmo é:

=g -1,
vz U * U,
wi=v*u,

y=w-+1.
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Aplicando agora a este esquema a técnica da aritmética de in-
tervalos, obtemos a partir do z € & = [0.9, 1.1], o intervalo
§ = [0.999, 1.001].

A moral do exemplo é que para aplicar com sucesso a técnica
de intervalos é necessario desenvolver novos algoritmos que produ-
zam 05 mesmos resultados finais mas elaborando um esquema de
tratamento dos erros nos passos intermedidrios bem melhorado.

Para acabar estas notas sobre andlise de erros computacio-
nais, vamos ver apenas muito superficialmente uma outra técnica
chamada de “andlise estatistica (ou probabilistica) de erros”. Nio
entraremos a estudar detalhes formais. Para tanto seria necessirio
assumir que se conhecem os elementos matemdaticos da Teoria de
Probabilidades, o que nio é o nosso caso. Quem desejar um estudo
apenas um pouco mais detalhado deste assunto, com uma razoavel
introdugao a matemdtica das probabilidades, pode consuitar, por
exemplo o livro de PIZER (1975).

A Teoria de Probabilidades é a parte da Matemdtica que é
desenvolvida para analisar situagdes nas quais o aleatério tem um
papel importante. Quer dizer, o resultado dum certo experimento
ou fenémeno ndo pode ser conhecido exatamente. Por exemplo, o
erro nos dados de entrada num computador devido a que o com-
putador trabalha apenas com um conjunto finito de nimeros, o
erro final no célculo duma certa y = @(r) quando usamos um
certo algoritmo. Obviamente, a maioria dos fenomenos da vida
rea.l tem resultados prediziveis mais ou menos aproximadamente.
E claro que a Teoria de Probabilidades € aplicada também em mui-
tos casos onde uma maior informagio poderia ser coletada para
obter resultados exatos ou mais aproximados aos verdadeiros. Por
exemplo, se estudarmos com todo detalhe o hardware dum deter-
minado computador, e como os nimeros estio nele representados,
e como sao realmente efetuadas as diversas operacdes aritméticas,
e como ele transmite os resultados para nosso conhecimento, e
como... quiga possamos saber o que realmente fez nosso compu-
tador quando solicitamos-lhe calcular ¥y = ¢(x). Porém, ao usar
probabilidades estamos supondo que essa informagio toda nio estd
disponivel ou que o seu manejo é muito complicado como para ser
de utilidade prética, dado que queremos uma resposta a nosso pro-
blema num tempo razodvel. Neste caso justifica-se bem o emprego
da Teoria de Probabilidades para melhor entender o problema sob
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estudo.

Pois bem. Uma das formas de usar Teoria de Probabilidades
ou Estatistica para analisar erros de computacdo, seria supor que
em vez de trabalhar com nimeros exatos, estamos trabalhando
com certos conjuntos de niimeros (varidveis aleatdrias} que tem
associada uma certa distribui¢do sobre a reta (ou sobre um espaco
vetorial caso estejamos trablhando com vetores). Dai aplicar o
que essa Teoria ensina sobre como conhecer certos pardmetros das
distribuigbes das varidveis obtidas através de transformagoes de
outras varigveis. Dessa forma poder-se-ia obter um certo conheci-
mento da distribuigdo do erro total num célculo, e dai uma medida
da bondade do algoritmo usado.
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