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Alguns Teoremas de Existéncia
em Geometria Computacional

Luiz Henrique de Figueiredo

1. Introdugao.

O que se entende geralmente por “teorema de existéncia” em
matemadtica é uma afirmagdo que objetos de certa classe existem
sem que no entanto seja dada qualquer pista concreta de como
construir um tal objeto.

Em certos casos, isso é apenas um “defeito” da demonstragao,
pois podem existir outras demonstragdes construtivas. Em outros
casos, entretanto, néo se conhece nenhum objeto da classe ainda
que se possa demonstrar que a classe ndo é vazia. (e.g., bases de R
como espago vetorial sobre Q—as chamadas bases de Hamel).
Existem correntes filosdficas que evitam esse problema exigindo
que toda prova de existéncia seja construtiva [1].

Entre as demonstrac¢des construtivas, temos aquelas que redu-
zem o problema a encontrar a solugio numa lista finita de candida-
tos e temos aquelas que constroem efetivamente a solucdo. Estrita-
mente falando, esta é uma falsa dicotomia. Na prafica, entretanto,
as construgdes tem eficiéncia varidvel. O estudo da eficiéncia de
algoritmos chama-se complexidade computacional [4]; no caso
especifico de algoritmos geométricos, a drea chama-se geometria
computacional {2,6].

Neste artigo, mostraremos alguns exemplos de como questdes
de existéncia ocorrem em problemas construtivos de geometria
computacional, podendo até mesmo sugerir algoritmos.

Como motivagdo e pano de fundo, considere o problema de
interpolagido de dados esparsos: sio dados pontos em uma
subvariedade de um espago euclideano e deseja-se encontrar uma
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aproximagao poligonal para esta subvariedade que interpole esses
pontos. Este é um problema de modelagem geométrica que ocorre
freqiientemente em ciéncias aplicadas (e.g., tomografia, geologia,
topografia). Em geral, assume-se algo sobre a subvariedade, como,
por exemplo, ser fechada, ser grifico, ter género zero (ser topolo-
gicamente uma esfera).

Antes de tentar construir uma interpolagao, € natural querer
saber se tais aproximagdes poligonais existem.

2. Existéncia e algoritmos para poligonos simples.

Considere a versio do problema de interpolagao de dados es-
parsos, na gual a subvariedade é uma curva plana fechada:

ProOBLEMA 1. Encontrar um poligono simples cujos vértices s&o
pontos dados. E

Na forma como estd enunciado, o problema assume a exis-
téncia de um tal poligono. Uma prova elegante dessa existéncia é
dada pelo seguinte teoremas:

TEOREMA 1: De todos os poligonos passando por um dado con-
junto de pontos, o poligono de menor perimetro € simples.

Prova: Quatro aplicagbes da desigualdade triangular mostram
que a soma dos comprimentos das diagonais de um quadrildtero
convexo nunca é menor gue a soma de dois lados opostos. Assim,
um poligono ndo simples ndo pode ter perimetro minimo (veja

Figura 1). I

Figura 1l

Como os poligonos passande por um dado conjunto de pon-
tos podem ser identificados com as permutagdes circulares desse
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conjunto, a busca por um poligono simples fica restrita a um
conjunto finito. Assim, o Teorema 1 mostra que o Problema 1
tem uma solucdo construtiva. Do ponto de vista de matemitica
classica, o problema est4 totalmente resolvido. Do ponto de vista
computacional, a situagdo é diferente: o algoritmo que o teorema
fornece é exponencial e, portanto, somente wtil na pritica para
conjuntos muito pequenos {e.g., com menos de 20 pontos). Além
disso, néo se conhece nenhum algoritmo que encontre o caminho
poligonal minimo em tempo polinomial (esse é o problema do
caixeiro viajante, que desconfia-se ser exponencial j4 que é NP-
completo [4]).

Existem algoritmos que produzem um poligono simples muito
mais eficientemente; por exemplo, ligar os pontos em ordem polar
com centro em um ponto do fecho convexo constréi um poligono
simples em tempo O(nlogn) [6,7] (veja Figura 2).

Figura 2

Considere agora o anilogo espacial do Problema 1:

PROBLEMA 2. Encontrar um poliedro de género zero cujos vértices
sado pontos dados.

A exigéncia de género zero ndo é essencial e foi feita somente
para reforgar a analogia topolégica com o Problema 1.

Infelizmente, os algoritmos que demos para o Problema 1 nio
se generalizam para 3 dimensdes: nio temos coordenadas pola-
res nem conhecemos nenhum resultado andlogo Aquele sobre as
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diagonais de um quadrildtero usado na prova do Teorema 1 que
nos permita concluir que poliedros de drea minima ndo tém auto-
intersecoes.

A procura por um teorema de existéncia para o Problema 2
(e talvez um algoritmo) pode comegar entdo com algoritmos para
o Problema 1, néo necessariamente 6timos, mas que sejam gene-
ralizdveis para 3 dimensdes.

Uma técnica que estd diretamente ligada a provas por indugéo
¢ a procura de algoritmos incrementais: tenta-se modificar uma
solugdo parcial para atender a “chegada” de mais um ponto. No
nosso caso, queremos modificar um poligono simples para incluir
mais um ponto. Ordenando os pontos pelas suas abcissas, pode-
mos organizar a chegada dos pontos de modo gue o novo ponto
esteja sempre fora da solugdo parcial. A modificacio seria facil se
pudéssemos substituir exatamente uma aresta do poligono por um
desvio até o novo ponto sem cortar o poligono (veja Figura 3).

Figura 3

Isso nos leva a um novo problema de existéncia, que tratare-
mos na proxima se¢dao. Por enquanto, note que esse algoritmo tem
uma chance de ser generalizado, ainda que tenhamos que provar
resultados andlogos para 3 dimensdes.

3. Um problema de visibilidade.

O problema de existéncia a que chegamos na segio anterior
pode ser descrito em termos de visibilidade:

ProBLEMA 3. Dado um poligono simples e um ponto exterior,
encontrar uma aresta do poligono que seja totalmente visivel a
partir desse ponto.
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Na generalidade com que estd enunciado, o Problema 3 n3o
tem solugio pois existem casos nos quais nenhuma aresta ¢ total-
mente visivel {veja Figura 4).

Figura 4

Entretanto, o candidato a algoritmo proposto na secao ante-
rior ndo precisa de toda essa generalidade pois podemos orga.mzam
a chegada dos pontos de modo que o novo ponto esteja sempre 3
esquerda da solugio parcial. Neste caso, o novo ponto estd longe
do poligono, no sentido que existe uma reta que separa o ponto
do poligono.

O problema que realmente precisamos resolver &:

PROBLEMA 4. Encontrar uma aresta que seja totalmente visivel
a partir de um ponto longe de um poligono simples.

Nesse momento, a hipStese de termos um poligono parece
supérflua e tentamos resolver um problema mais geral:

ProsLEMA 5. Dado um conjunto de segmentos de reta que nao
se interceptam a nao ser possivelmente nos extremos e um ponto
longe desse conjunto, encontrar um segmento que seja totalmente
visivel a partir desse ponto.

Para resolver esse problema, assim como outros problemas de
visibilidade, ¢ 1til considerar o grafo de visibilidade associado
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[5]. Em contraste com esses outros problemas, no nosso caso te-
mos um grafo orientado. Explicitamente, temos um grafo G cujos
vértices sao os segmentos dados e cujas arestas sao de A para
B sse A bloqueia B. Em termos desse grafo, um segmento total-
mente visivel corresponde a um vértice ao qual nao chega nenhuma
aresta. Tais vértices sio chamados fontes e sempre existem em
grafos aciclicos (sem ciclos) [3].

Dado um segmento A e um ponto pna projegﬁ.oz de A nareta
separatriz, denotaremos por p(A) a distancia do ponto de visao 0

a0 ponto onde a semi-reta (Tf) encontra A. Entdo, A bloqueia B
e temos uma aresta A — B em G se e somente se as projecoes A
e T se interceptam e p(A) < p(B) para algum (e portanto todo)
ponto p € AN B (veja Figura 5).

p(A) = d(p,a) < d(p.b) = p(B)

O
Figura 5

Temos assim um grafo ndo orientado G cujos vértices siao
as projecoes dos segmentos dados e cujas arestas sio AB sse
ANTB # ¢ O grafo G é a versio nao orientada de G; além
disso, G é um grafo de intervalos da reta e, felizmente, os ciclos
neste tipo de grafos sdo especiais, como veremos nos teoremas a
seguir. Antes, entretanto, algumas definigdes: um tridngulo num
grafo é um ciclo de 3 vértices; uma corda num ciclo € uma aresta
entre dois vértices nio consecutivos; um grafo é dito de intervalo
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quando seus vértices correspondem a intervalos da reta e suas ares-
tas correspondem aos pares de intervalos que se interceptam.

TeOREMA 2: Num grafe de intervalo, os iunicos ciclos que ndo
tem cordas sdo os triangulos.

Prova: Seja V1,Va,...,V, um ciclo com n > 3. Sem perda de
generalidade, podemos supor que Vi é o intervalo mais 4 esquerda.
Se Vo C V; entdao V1 V3 é uma corda. Caso contrério, se V, C W
entio V1V, _; é uma corda. Caso contrario, V3V, é uma corda. §

TEOREMA 3: Se A, B, C formam um tridngulo num grafo de
intervalo, entdo ANBNC # ¢.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos supor que inf A <
inf B<infC. MasentdoinfCe AnBnNnC. 4

Estas propriedades dos ciclos de G nos permitem mostrar que
G nao tem ciclos: :

TeorEMA 4: O grafo G € aciclico.

Prova: Como a relagio “bloguear visdo” € ndo-reflexiva e anti-
simétrica, G nio tem ciclos de tamanho 1 ou 2. Passemos, entio,
aos ciclos de tamanho 3, os tridngulos:

Seja A > B — C — A um tridngulo em G. Entio 4, B,
C formam um tridngulo em G e, portanto, existe um ponto p €
AN BnNC. Entao p(A) < p(B) < p(C) e, portanto, p(4) < p(C).
Como ANC # ¢, isso quer dizer que A — C, o que contradiz
C — A.
__ No caso geral, se C um ciclo em G entio C é um ciclo em
G e, logo, tem uma corda. Esta corda induz um subciclo em C.
Continuando por indugdo, concluimos que se G' contém um ciclo
entdo G contém um tridngulo. Como G nio contém tridngulos,
concluimos que G nao tem ciclos. I

4. Algoritmos para o problema de visibilidade.

O Teorema 4 garante que o Problema 5 tem solugio. Na
verdade, uma vez que se sabe que o grafo G' é aciclico, é possivel
usar algoritmos classicos de grafos para encontrar uma fonte e
assim um segmento totalmente visivel.

A dificuldade de aplicar algoritmos genéricos de grafos a pro-
blemas geométricos € que, em geral, as arestas estdo implicitas e
podem reguerer um tempo quadritico para serem totalmente ex-
plicitadas. Neste caso, algoritmos que sio lineares no nimero de
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arestas do grafo tornam-se quadrdticos ao serem aplicados ao pro-
blema geomsétrico, j& que os dados geométricos correspondem aos
vértices do grafo e ndo s arestas. O desafio é explorar a geometria
para que somente algumas arestas precisem ser explicitadas.

Isto é exatamente o que ocorre na procura de fontes em grafos
orientados aciclicos: busca em profundidade encontra uma fonte
em grafos aciclicos genéricos em tempo linear no tamanho do grafo
(ndmero de vértices + nimero de arestas) {3,7}. Para usar estes
algoritmos no nosso problema de visibilidade, teriamos que usar
grafos completos, que tém tamanho quadratico no nimero de pon-
tos (vértices). Obteriamos, entdo, algoritmos quadraticos e nao li-
neares. Na pratica, o algoritmo quadratico mais apropriado seria
mesmo o mais simples: comparar a visibilidade de cada segmento
com a de cada outro segmento.

Daremos agora um algoritmo que encontra um segmento to-
talmente visivel em tempo O(nlogn). Esse algoritmo utiliza var-
redura plana, uma técnica muito comum em geometria compu-
tacional [6]. Conceitualmente, varre-se o plano com uma reta,
atualizando uma estrutura de dados cada vez que esta reta encon-
trar um objeto geométrico. Esta estrutura de dados deve descrever
os aspectos da distribuigio espacial dos objetos que sio relevantes
para o problema em questdo e é chamada o estado da varredura.
Como algoritmos s6 sdo capazes de descrever um nimero finito de
posicdes da reta de varredura, o estado 6 é alterado quando certos
eventos acontecem. Estes eventos sdo geralmente o inicio ou o
fim da intersecéio da reta de varredura com um objeto geométrico.

No caso do Problema 5, organizamos a varredura da seguinte
forma. Ordenam-se as projecdes dos extremos dos segmentos na
reta separatriz. A seguir, percorre-se esta lista em ordem, atua-
lizando o estado a cada extremo encontrado. O estado é muito
simples: somente um segmento cujo trecho até a posigao da reta
de varredura é totalmente visivel, chamado o segmento visivel.
A atualizagio do estado é igualmente simples: quando encontra-
mos 0 extremo inicial de um segmento, este segmento passa a ser o
novo segmento visivel caso ele bloqueie a visdo do segmento visivel;
quando encontramos o extremo final do segmento visivel, paramos,




91

pois este é o segmento que procuramos {veja Figura 6).
N

Figura 6

O Teorema 4 garante que a condigio de parada sempre ocorre.
Portanto, a varredura descrita acima sempre termina e d4 um
algoritmo que encontra um segmento totalmente visivel. Como
temos um nimero linear de extremos e podemos testar bloqueio de
visdo em tempo constante, o custo computacional deste algoritmo
¢ dominado pela ordenagio, o que mostra que a sua complexidade
¢ O(nlogn).

Como nao foi encontrada nenhuma referéncia na literatura
sobre a complexidade do Problema 5, resta, entdo, a questio de
saber se existem algoritmos que encontrem um segmento visivel
em tempo linear. De qualquer modo, é possivel que o Problema 4
tenha complexidade menor que a do Problema 5, ji que tem mais
restricoes geométricas.

Conforme descrito anteriormente, segmentos totalmente vi-
siveis permitem construir poligonos simples incrementalmente.
Usando o algoritmo acima, obtemos um algoritmo incremental que
resolve o Problema 1 em tempo O(n?logn).

E possivel adaptar o algoritmo dado para encontrar niio sé um
mas fodos os segmentos totalmente visiveis. Para isso, é necessirio
manter uma lista de todos 0s segmentos que interceptam a reta de
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varredura, ordenados pela distincia ao ponto de visdio — lembrar
somente o segmento mais perto ndo é mais suficiente. Para que
a complexidade continue a mesma, é preciso usar estruturas de
dados mais sofisticadas que possam ser pesquisadas e atualizadas
em tempo logaritimico.

5. Conclusao.

A procura de solugbes construtivas para o Problema 1 nos
levou a uma segiiéncia de problemas puramente existenciais, cuja
solugao indicou algoritmos.

Esta é uma situacdo tipica em geometria computacional, na
qual técnicas cldssicas colaboram com motivagGes computacionais
— uma colaboracio que reacendeu o interesse em geometria “ele-
mentar”.

O Problema 2, apesar de ter sido usado como motivagao, 130
foi resolvido pois, em contraste com a situagio no plano, o grafo de
visibilidade de um conjunto de faces pode ter ciclos (veja Figura 7).
Deste modo, ndo é possivel uma solu¢do para o Problema 2 na
mesma linha da que demos para os Problemas 4 e 3.

Figura 7

Existem, entretanto, solugdes baseadas em solugdes alterna-
tivas para o Problema 1; por exemplo, usando uma triangulagio
das projegbes dos pontos numa face do fecho convexo.
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Um outro andlogo espacial para o Problema 1 seria continuar
procurando poligonos simples mas agora com os pontos no espago.
Este problema também pode ser resolvido via triangulages: basta
| encontrar uma triangulacido que contenha um poligono simples
passando pelas projecbes dos pontos. Triangulagdes deste tipo
sao chamadas hamiltonianas e podem ser construidas em tempo
O(nlogn), mas esta é uma outra estéria.
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