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Resolubilidade das Equacoes
Diferenciais Parciais Lineares

Paulo Domingos Cordaro

O propésito desta mota é apresentar um ligeiro apanhado
histérico de um dos problemas mais basicos da teoria das equagoes
diferenciais parciais lineares: decidir sobre a resolubilidade local
de uma equacio diferencial parcial (EDP) linear. Na medida do
possivel ilustraremos os resultados e técnicas mais importantes
através de exemplos, esperando que com isto o leitor adquira al-
guma idéia de como esta bonita teoria foi desenvolvida. Para
formular o problema iniciamos introduzindo algumas notagoes e
definicdes.

Um operador diferencial parcial linear (ODPL) em um aberto
} de RY é um operador da forma

P(zD)= Y aul(®)D*. (1)

lef<m
Aqui a:(alv"' ,O‘N)Ezfs ]a|=a1+---+aNe

1+ S (23] XN T li

D* = D" ... D}, D"_éaa;j
(¢ denota a unidade imagindria). Os coeficientes a, serdo assu-
midos infinitamente diferenciaveis em {2 e a valores complexos. O
inteiro m denomina-se ordem de P(z,D) se para algum o com

|e} = m a fun¢io a, n3o se anula identicamente em §2.

Diremos que P(z, D) € resohivel no ponto z, € § se para toda
f € C*(Q) for possivel determinar uma solugao fraca da equagio

P{z,Dyu=f (2)
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em alguma vizinhanga (possivelmente dependente de f) de z,. E
possivel demonstrar, via Teorema de Baire, que P(z,D) é resoliivel
em z, se, e somente se, existir uma vizinhanga aberta {7 de z, em
2 tal que

P(=z, DYD'(U) 2 C2°(0)

onde D'(U} [resp. C°(U)] denota o espago das distribuigdes [resp.
funcdes-teste| sobre U. Esta formulagao é mais conveniente para
o estudo do problema.

Por exemplo, todos os operadores com coeficientes constantes
30 tesoliveis em todo ponto de RY. De fato, foi demonstrado
independentemente por Malgrange {9] e Ehrenpreis [2] que todo
ODPL com coeficientes constantes P{D) nao identicamente nulo

admite uma solugdo fundamental, isto é, existe uma chstrlbulgao
E sobre R¥ tal que

- P(D)E =6,

onde denotz; a medida de Dirac em R,
Entdo se para f € CX(R") definirmos u = E x f teremos

P(D)u = P(D)(Ef)=(P(D)E)xf=6xf=f

em R”. Note que neste caso a solugio obtida ¢ infinitamente
diferenciavel.

Para o estudo de problemas envolvendo equacgdes diferenciais
parciais lineares é conveniente introduzir as nocdes de simbolo e
stmbolo principal de um ODPL. Dado P(z, D) as fungdes

denominam-se, respectivamente, simbolo e simbolo principal do
operador. Aqui estamos escrevendo, para f € R" e o € Zf ,

ey,

Dizemos que P(z, D) € eliptico no ponto z, se

Pr(2,,8)=0, E(cRY =¢=0.
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Por exemplo o operador de Laplace A = — ) D; é eliptico em
j=1
todo ponto de RV,

E fcil verificar que se P(z,D) é eliptico em z, entdo ele o
sera em toda uma vizinhanca de z,.

Todo operador eliptico em z, é resolivel em z, e, de fato,
todas as solugbes de (2) sdo infinitamente diferencidveis. Tais re-
sultados ja podem, hoje, ser considerados classicos e para uma
exposi¢io destes, com referéncias histéricas, o leitor deve consul-
tar [4]. :

Somos entio naturalmente levados a considerar, a seguir,
ODPL’s cujos simbolos principais podem se anular e analisar a
resolubilidade das equacdes por eles definidas. Isto motiva a se-
guinte definigio:

DEFINIGAO 1:  Diremos que P{x, D) € de tipo principal em z, se
6#0, Pm(mg,f)=01'>V5Pm($o,E)7éO.
Observe que a identidade de Euler

ENVPp(25,6) = mPp(20,8)

mostra que Pz, D} é de tipo principal em z, se, e somente se, a
funcdo & — V¢ Pp(2,,£) nao se anula no complementar da origem
de RY, Em particular, um ODPL de primeira ordem

. N
L{z,D) = Zaj(:c)Dj + aq(z)

i=1

é do tipo principal em z, se, e somente se,

N
> " laj(zo)i # 0.
j=1

Heuristicamente os operadores de tipo principal sio aqueles
em que os termos de ordem menor gque m podem, no estudo, ser
desprezados. O leitor deve observar que este ndo é, em geral, o
caso. Por exemplo, tanto o operador do calor no plano

Py(z,D) = iDy + D3
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quanto o operador de Schrédinger
Py(z,D) = Dy + D3

possuem o mesmo simbolo principal (= £;) mas tem compor-
tamento distinto quanto, por exemplo, 4 regularidade de suas
solucdes.

Em 1955 Hérmander obteve em sua tese [5] o primeiro resui-
tado de resolubilidade para uma classe de ODPL’s de tipo princi-
pal:

TEBOREMA 1t Se P(z, D) tiver simbolo principal real e for de tipo
principal em z, entdo P(z, D) € resohivel em z,.

A técnica utilizada por Hérmander consiste em obter uma
desigualdade “a priori” envolvendo o chamado transposto formal
de P(z,D) e concluir entdo a resolubilidade do operador via um

argumento de dualidade. Daremos, a seguir, uma ilustragio de tal
método.

DEFINIGAO 2:  Dado um ODPL em 2, P(z, D), seu transposto
formal é 0 ODPL em Q que satisfaz o identidade

[(Pe. Do) vt = [ Pz, D) iz

quaisquer que sejam ¢, € C2(Q).

Denotaremos por L*(2)} o espaco de Hilbert das (classes de
- equivaléncia de) fun¢des mensuraveis sobre Q tais que [|f|]2dz <
o0. A norma neste espago serd denotada por bl '

PROPOSIGAO 1:  Suponha que ezista uma constante C > 0 tal
que

lell < C [ P(z, D)yl| (3)

para tode ¢ € CZ(Q). Entdo P(z, D)L*(Q) D L3(Q). Em parti-
cular P(x, D} ¢ resohivel em todo ponto de 0.

DEMONSTRAGAO: Consideremos

E={"P(z,D)p: ¢ € CZ(M)}

como subespago topoldgico de L*(1).

oy
e el




55

Para cada f € L?(Q) o funcional linear £ — C definido por

~,
hS

‘P(z, D) / fds

estd bem definido e é continuo uma vez que a desigualdade de
Cauchy-Schwarz e (3) implicam

/fsod:v

Pelo Teorema de Hahn-Banach este funcional pode ser estendido
a L*(Q)) continuamente. Aplicando o Teorema de Riesz a esta
extensdo concluimos a existéncia de um elemento u € L2(() tal
que

L CIfI| Pz, D).

/ fods = / w(*P(s, D)p) da

para toda ¢ € C°(£). Logo P(z,D)u = f no sentido de distri-
buigdes e a proposigao fica, portanto, demonstrada.

A segunda metade da década de 50 assiste o aparecimento de
dois trabalhos cruciais sobre o tema. O primeiro deles apresenta
o célebre exemplo de Hans Lewy [8]. Em 1956 Lewy mostrou que
o operador de primeira ordem

L(z,D) = iDy — Dy + 2(z1 + iz2) D3

nio é resolivel em ponto algum de R*. Na realidade o resultado
é ainda mais forte: existe f € C*°(R3) para a qual a equagdo
L(z,D)u = f ndo tem solugdo em aberto algum (néo vazio) de
R3. '

O segundo trabalho mencionado é assinado por Hormander
[6] e apresenta uma clara explicagido do fendmeno detectado por
Lewy. Neste trabalko o autor demonstra uma condigao necessaria
para a resolubilidade local de um ODPL, em um dado ponto z,,
envolvendo o comutador entre P(z, D) e seu conjugado P(z, D):

C(z, D) = P(z,D)P(z,D) - P(z,D)P(z, D).

Aqui, se P(z,D) é como em (1), estamos escrevendo

P(z,D) = Z aa(z) D2,

ferf<m
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Deve-se observar que C'{z, D) é um ODPL de ordem < 2m - 1,
isto é, um operador da forma

Clz, D)= Y cafz)D"

|a|<2m—1

A condig@o necessaria em questdo é a seguinte:
TEOREMA 2: Se P(z,D) ¢ resolivel em z, entdo

Pn(z,,6) =0, teRY = Cam-1(2,,€) = 0.

A nao resolubilidade do operador de Hans Lewy é uma con-
seqiiéncia imediata deste resultado. De fato, temos

Li(z,8) = (22183 — &) + (22085 + &1)

L(z,D)L{x, D) - L(z,D)L(z,D) = —8Ds
donde
C'1(3.’,‘, 5) = —8¢3.

Assim, se para cada z, = (z{,2%,2%) em R? tomarmos £ =
—2z§, £§ = 2x7, £ = 1 teremos Li{z,,&,) = 0 mas C(z,,&,)
-8, 0 que demonstra nossa afirmacao.

A demonstragao do Teorema 2 é muito interessante e portanto
merece algumas palavras. A primeira parte consiste em demons-
trar, por argumentos da teoria dos espagos localmente convexos,
que a resolubilidade de P(z, D) em z, implica a validade de uma
estimativa “a priori” envolvendo ‘P(z, D). Mais precisamente:

H

LEMA 1:  Seja U C Q wma vizinhance aberta de x, tal que
P(z, DYD'(U) 2 C>(U). Entdo dado V, aberto com fecho com-
pacto contido em U, ezistem constantes C > 0, k € Z. tais que,
quaisquer gue sejam f,v € C(V), tem-se

!/ fla)u(z) dz

A segunda parte, tecnicamente mais elaborada, consiste em
demonstrar que a conclusio do Lema 1 ndo pode ser verdadeira

<C Z sup | D¥ f| Z sup |DP P(z, D)o} (4)

lex| <k 1B|1<k

Y
R 4}2255\#'—?":1;&_{:‘_5‘
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sob a hipétese da existéncia de um vetor £, € RV satisfazendo
Polzo,65) = 0 Com—1(z,,&) # 0. Teremos a oportunidade, mais
adiante, de retornar & discussao desta técnica gue, por sinal, é
ainda hoje utilizada quando se investigam condi¢des necessirias
para a resolubilidade de EDPL’s.

A condic¢do que resultou necessaria e suficiente para a reso-
lubilidade de um ODPL de tipo principal foi enunciada por Ni-
renberg e Treves no decorrer da década seguinte e pode-se com
certeza afirmar que ela tem sua origem na analise, por eles feita,
dos chamados operadores de Mizohata.

Denotemos as varidveis em R? por (z,t). Para cada £ € Z,
consideremos o ODPL

My = My(z,t,D;,D;) = D; - it'D,.
O simbolo principal de M, é a fungio em R*
O'g(m,t,f,T) =T~ iteg‘

Observe que se t # 0 entdo M, éeliptico em (x,¢). Assim os inicos
pountos que carecemn de analise quanto a resolubilidade sao aqueles
da forma (z,0). Uma vez que M, é invariante pelas translacoes
r — z + h, podemos nos restringir ao caso em gue o ponto em
questao é a origem.

Agora M;=D,+it!'D, e portanto

MM, ~ MM, = 261D,
cujo simbolo principal é a fungéo
Be(z,t,6,7) = —2£571 ¢
Se £ =1 temos
01(0,0,1,0) = 0, 6:(0,0,1,0) = -2

e portanto segue do Teorema 2 que M, ndo é resolivel na origem.
Agora, se { > 2 temos

62(07 0,6,7’) =0
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para todo par (£, 7) e portanto, neste caso, aquele teorema nio for-
nece informagao alguma. Mas, para estes operadores; uma analise
completa pode ser feita e de modo razoavelmente elementar.

ProPosiGAO 2: M, € resohivel na origem se, e somente se, { €
par.

DEMONSTRAGAO: Vamos primeiramente demonstrar que quando
{ é fmpar entdo M, ndo & resolivel na origem utilizando o Lema
1; mostraremos que dada gqualquer vizinhanca aberta V' da origem
a desigualdade {4) ndo é verdadeira para P = M,, quaisquer que
sejam os valores de C' e k.

O primeiro passo consiste em provar que, quando £ é impar,
existe uma solugdo da equagio homogénea Myh = 0 cuja parte real
assume minimo estrito na origem. Isto é bem simples: considere

t€+]
£41

Ze(,t) = @ 4 | (5)

E imediato verificar que MyZ; = 0 e portanto o mesmo é verda-
deiro para a funcéo

hz,t) = —iZ + Z2.

Temos

Reh(z,t) = 2% + e 1 - £
T i+1 t+1/"

Logo, como £ + 1 é par, existird § > 0 tal que Reh(z,t) > 0 se
zeR, |t] < ée(z,t)#(0,0).

A partir desta propriedade a demonstragio de que M, nio
¢ resolivel na origem se conclui facilmente. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que V tenha fecho compacto contido na
faixa {[t| < 6}. Tomaremos duas fungdes-teste x, 1 € C=(V),
escolhidas do seguinte modo: a primeira, x, deve ser identicamente
igual a 1 em uma vizinhanga aberta W C V da origem.

Agora, existe ¢ > 0 tal que Reh > ¢ em V\W (Reh tem
minimo estrito na origem!). Tomamos entdo v € CX(W), v >
0, ¥(0,0) > 0, e de tal modo que Reh seja menor ou igual a £/2
sobre o suporte de 2,
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Para r > 1 formamos, finalmente, as familias
™,

ve(z,t) = x(z,t)e”" h(zt)
fr(z,t) = ¥z, t)e” Mz.t),
Como ‘M, = —-Mg e Myh = 0 temos
‘Movy, = (—ng)enfh

e portanto, uma vez que Myx = 0em W,

Z sup | D D?(* Mgv,)| < constante T, (6)
j+psk

Por outro, dada & defini¢do de 4,
Z sup | DI D?f,| < constante T¥e¥ 7. (7)
jtpsk

Assim, se (4) fosse verdadeira obteriamos, de (6) e (7),

| ‘/f f-(z, t)v.(z, t) dzdt

// fr(z,t)vr(z,t) dedt = /f P(z,t)dedt # 0.

Fazendo 7 — oo obtemos a contradi¢do desejada.

Mostraremos a seguir que quando £ é par entdo M é resolivel
na origem. A idéia aqui é muito simples: uma vez que os coeficien-
tes de M, sio independentes de z, é natural aplicar a transformada
de Fourier nesta varidvel a equacdo

-
< constante 72¥e~ 37,

Mas

Miju=f _ (8)

para transformé-la em uma EDO na varidvel {. Suponha que
f € C*(R?). Obtemos

%’T(‘s, 1)+ 6L U(E,t) = F(E,1)
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que por sua vez é equivalente a
0 ¢ en(t) 0
AL (£, 0} = e840 Pg,1).

Aqui U e F denotam, respectivamente, as transformadas de Fou-
rier de % e f na varidvel z e

b(t) _ t£+1
i+
Portanto
t
U6t = [ 0 Fig,s)ds (9)
a()

Uma vez que ¢ nosso intuito é encontrar uma solucio para
a equacio (8) devemos determinar a(£) de modo que U(&,1) seja
“temperada” em £. Se isto for possivel entdo

w(z,t) = % /m e U7(¢, 1) de (10)

Q0

serd a solugio procurada. E neste ponto que a paridade de ¢
entra de modo crucial. Observe que quando £ é par a fungio b é
crescente em R e, conseqgiientemente, (b(s) — 8(2)){ < 0se s < ¢
e >0ous>tef < 0. Logo, se definirmos a(§) = —oo se
£>0, a(€) = +oosef < 0, aseguinte propriedade é consegiiéncia
de (9): dados p > 0, n,k € Z, existe C' > 0 tal que

o
e Gren|sc viener, <y

Deste modo, se substituirmos (9) em (10) obteremos uma
solugdo de classe C* de (8) que pode, ainda, ser expressa como

K(f)(=zt) =

1 ea &« roo ca pt oo
_{_/ / / +/ / / }ei(Zc(z,t)—z,(y,a))ff(y,S) dydsde.
2T —oa Ji —oa & —oa J =00 (11)
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onde Z; é dada por (5). A demonstragio da Proposigido 2 estd
completa. ™
Para motivar a condigio de resolubilidade de Nirenberg-

Treves relembremos, primeiramente, o conceito de curvas bica- -

racteristicas.
Dada F' € C°(Q x R") e a valores reais as curvas bicara-
cteristicas de F' sdo, por defini¢do, as solugbes das equagbes de

Hamilton-Jacobi
&= VF(z,§)

€ = -V F(z,§).

Um calculo simples mostra que F é constante ao longo de suas”

curvas bicaracteristicas. Uma bicaracteristica sobre a qual F' se
anula identicamente é chamada bicaracteristica nula de F.
A seguinte observacio é importante: se v for uma bicara-

cteristica de F tal que ¥(0) = (2,,&,) e se G € C=(Q x RM)
entio

N 198G 8F OF 8CG
GovY(0) = Lz AT
(Gov)'(0) J_§=IL ( 5s; O, ~ 9 agj) (0,0)

- Retornemos, entao, a condigao necessaria de Hormander apre-
sentada no Teorema 2.
Seja P(z, D) um ODPL de tipo principal sobre 2 e escrevamos

Pr(z,8) = A(2,£) + iB(z,£), com A e B a valores reais. Um
calculo direto mostra que

0A 0B 0A 9B
Can-1(2:8) = 22(353.3% araag;)( &

Suponha agora que (a:o,fo) € QX (R“\{(}}) seja ta.l que
P(24,€,) = 0. Como P é de tipo principal podemos assumir, di-
gamos, que V¢ A(xo, £5) # 0. Tomemos, a seguir, a bicaracteristica
nula 74 de A passando por (z,,£,) (note que esta curva nio se
reduz a um ponto, o0 mesmo sendo verdade para sua projegio em
). O Teorema 2 entdo afirma que se a restricao de B a v, tiver
derivada ao longo de 7,4 diferente de zero no ponto (z,,£,) entdo




62

P(z,D) nio é resolivel em z,. Observe que, sob a condigdo an-
terior, B necessariamente muda de sinal ao longo devy,4 no ponto
(z0, o)

" Uma andlise semelhante pode ser feita para os operadores de
Mizohata M,.

Lembremos que o simbolo principal de M, é a funcéo
ooz, t,&,7) = 7 — it E. Assim og(zyt0,60,7T0) = 0, (€60, 7o) #
(0,0) se, e somente se, t, = 7, = 0, £, # 0. A bicaracteristica nula
de Reo, = 7 que passapor (z,,0,£,,0) é dada por s — (s,2,,0,&)
e a restricio de Im o a esta curva é a funcio s — s%,, que muda
de sinal em s = 0 se, e somente se, £ é {mpar.

Estas consideragbes motivam a seguinte definigéo:

DEFINIGAO 3: Diremos que 0 ODPL P(z, D) satisfaz a condi¢do
(P) no ponto (z,,£,) € x(RN\{0}) se existirem uma vizinhanga
aberta @ de (z,,&,) em £ x (RV\{0}) € um nimero complezo z
tats que: '
1. VeRe(2Py )(z,6) # 0, Y(x,£) € O.
2. A restri¢do de Im(zP,) a qualquer bicaracteristica nula de
Re(zPp) em O ndo mudae de sinal.
Diremos que P(z, D} satisfaz a condigdo (P) em § se P(z, D)
satisfizer a condigdo (P) em todo ponto de  x (RV\{0}).

Em 1970 Nirenberg e Treves enunciaram a condi¢do (P}, mos-
traram que esta é invariante sob multiplicacdo do operador por
fungbes que ndo se anulam e conjeturaram que para um ODPL
de tipo principal ser resolivel em todo de um aberto {2 seria ne-
cessério e suficiente que a propriedade (P) fosse verificada em 2.

Nio é dificil verificar que se P(z, D) for eliptico em z, ou
se Im P, = 0 em uma vizinhanga de z, entdo P(z, D) satisfaz a
condi¢do (P) em uma vizinlanga de z,. Esta observacdo, junta-
mente com as consideragdes que precedem a Definicdo 3, fazem
com que a conjetura seja compativel com os resultados que men-
cionamos até entdo. Além disto, até aquela data, a suficiéncia
da condigio (P) havia sido demonstrada nos casos m = 1 [10] e
N = 2 [12] e a necessidade e suficiéncia de (P) verificada para
ODPL’s cujos coeficientes a,, com |a| = m, sdo funcdes analiticas
reais [11].

A conjetura de Nirenberg-Treves resultou verdadeira em ge-
ral. A suficiéncia da condigdo {P) foi demonstrada por R. Beals
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e C. Fefferman {1} em 1972 enquanto que & necessidade foi de-
monstrada por Moyer em 1980 (jd no contexto dos operadores
pseudodiferenciais) ([4]).

Resta, ainda, uma pergunta natural a ser respondida: para
operadores de tipo principal satisfazendo a condigao {(P) é sempre
possivel determinar ‘solugdes infinitamente diferencidveis para a
equacio {2)? A demonstracdo de Beals ¢ Fefferman nao esclarecia
este ponto uma vez que a técnica utilizada foi a de estimativas
“a priori” como na Proposicio 1. Em 1976, porém, Treves [13]
obteve o seguinte resultado:

TeoREMA 3: Seja L(z,D) um ODPL de tipo principal e de
primeira ordem sobre o aberto Q. Suponha que os coeficientes
de L{x, D) sejam analiticos e que a condigdo (P) esteja satisfeita
em wma vizinhanca do ponto z, € .

Entio ezistem uma vizinhanca aberta U de z, em @ e um
operador linear continuo

K:C®(U) — (V)

tais que L(z, DK = I, a identidade em C°(U).

Observe que quando L(z, D) é o operador de Mizohata My,
com £ par, provamos este resultado na demonstragio da Pro-
posicio 2: o operador K é dado explicitamente em (!

A demonstragio do Teorema 3 é construtiva; o operador K é
obtido a partir de fun¢des que fazem o papel de Z; em (11) e que
sio obtidas através do Teorema de Cauchy-Kovalevsky.

Posteriormente, em 1978, Hérmander [7] mostrou que de fato,
quando o operador P(z, D) satisfaz a condigéo (P) entdo (1) pos-
sui soluges locais em C* se f for da mesma classe. A técnica
por ele utilizada foi a chamada andlise de propagagao de singula-
ridades. Neste caso a existéncia (semi-global) de solugdes infini-
tamente diferencidveis é conseqiiéncia, uma vez mais, de um ar-
gumento de dualidade de Analise Funcional. Até a presente data
nio se sabe se um resultado como aquele enunciado no Teorema 3
para um ODPL de tipo principal qualquer satisfazendo a condigdo
{P) é verdadeiro ou nao.

N#o poderfamos concluir esta nota sem mencionar algumas
poucas palavras sobre a resolubilidade local para ODPL’s com ca-
racteristicas multiplas, isto é, operadores cujos simbolos principails
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Prm(2,£) admitem zeros (z,,&,) € @ x (RV\{0}) que satisfazem
VePr{2,,6) = 0. Muito estudo foi feito nesta direcio nas duas
iltimas décadas mas uma teoria geral ainda é muito dificil de di-
visar.

Nio entraremos em maiores detalhes aqui; apenas finalizare-
mos apresentando alguns exemplos que ilustram o contraste com
a teoria dos ODPL’s de tipo principal,

Retornemos aos operadores de Mizohata M; e definamos o
seguinte operador em R2:

P = P(z,t,D;, Dy} = MiM1, = D} + £*D2 + D,.

Como M; ndo é resolivel na origem (Proposicio 2) existe
f € C=(R?) tal que a equagio Mu = f nio possui solucio fraca
em vizinhanca alguma da origem e portanto, por maior razio, o
mesmo é verdade para a equagdo Pu = M;Myu = f. Assim P
ndo & resolivel na origem apesar de ter como simbolo principal a
fungdo real 72 +12£2. O leitor deve comparar este exemplo com o
resultado enunciado no Teorema 1. Na realidade vale o seguinte
[3]: dado a € R, o operador P+ a D, é resolivel na origem se, e
somente se, ¢ ndo € um nimero inteiro par, Como era, portanto,
de se esperar, nio é possivel decidir sobre a resolubilidade local de
um ODPL com caracteristicas multiplas a partir somente de seu
simbolo principal. '

APENDICE

Neste apéndice discutiremos brevemente como a técnica apre-
sentada na Proposigio 1 pode ser utilizada para se demonstrar o
Teorema de Malgrange-Ehrenpreis aludido anteriormente.

Em {5] Hormander mostrou que todo ODPL com coeficientes
constantes satisfaz (3) se 2 for um subconjunto aberto e limitado
de RV, obtendo uma nova demonstragdo da resolubilidade Iocal
para esta classe de operadores. Um caso muito simples, porém
instrutivo, é o seguinte: tomemos N = 1 e P(D) = iD = 4.
Se Q =] — a,af, com a > 0, 0 Teorema Fundamental do Célculo
fornece

o= [ Eowos,  pece@)
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

o)< [ (PO S VEIPD)6, €0

—a

e portanto, se elevarmos esta desigualdade ao quadrado e integrar-
mos sobre {2 obtemos

lell® < 4a® | P(DYel)*, @€ CP(Q).

Como 'P(D) = —P{(D), demounstramos (3) para o operador
P(D) = L. Assim, pela Proposicio 1, toda f € L?(Q2) possui
primitiva, no sentido de distribuicdes, em L2(Q).

E interessante observar que este resultado ndo pode ser glo-
balizado. Mais precisamente: nio existe C > 0 tal que

[werasc [ popere 0

seja verdadeira para toda ¢ € C°(R). Isto é muito facil ver:
tomemos x € C2°(R) nio identicamente nula e definamos, para
e >0, xe{z) = x(2), z € R. Entéo x. € CP(R) e

[ @ = [~ et e

o0

[ monaera=e [ e

-0 )
Se (12) fosse entao verdadeira obterfamos

1 0] oo
L w@pa < [T @it

e a contradi¢io aparece se fizermos € — 0.

A globalizagdo de (3) para um ODPL é possivel se introdu-
zirmos pesos nas normas L2, Para t € R®, t = (#1,...,In),
introduzimos a notagio

Eyz) = exp{tiel +--- + theN}, zeR".
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O teorema a seguir, devido a Treves [14], generaliza o resultado
de Hérmander mencionado no inicio deste apéndice:,

TEOREMA 4: Sejam P(D) urm ODPL com coeficientes constantes
sobre R et € RV tal que t; # 0 para todo j = 1,... ,N. Entéo
existe C > 0 tal que

/ lo(z)? Ee(z)dz < C / (CP(D)¢)(2) Ed(z)dz
RN RN

para toda p € CP(RY).

Esta desigualdade nos permite demonstrar a resolubilidade
global da equagdo P(D)u = f contanto que sejam impostas
condi¢des de crescimento de f no infinito. De fato, uma adaptacgio
muito simples da demonstragio da Proposi¢io 1 mostra que, sob
as hipdteses do Teorema 4, P(D)H; 2 H; onde H; denota o espago
L? com relagio 4 medida E;'(z)dz.

De posse deste resultado podemos apresentar uma demons-
tracdo elementar do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis. Tome-
mos, primeiramente, um inteiro positivo £ tal que 4£ > N. Entdo
a funcdo

G = (1+ 67, €eRY

pertence a L2(R™N) e portanto o mesmo é verdade para g = F1G,
onde F~! denota a transformada inversa de Fourier; além disto,
aplicando F~1 4 identidade (1 + |£|2)¢G(£) = 1 resulta

(1-A)g=24.
Agora, como L*(RN) C ‘H, qualquer que seja t € RV, existe
v € H; tal que P(D) = g. Se definirmos, finalmente, £ =
(1= A) v e D'(RN) obtemos

P(D)E = P(D)(1-4)v=(1-A)P(D)pw=(1-2)g=35

concluindo a demonstracio.
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11,
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