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A equacdo funcional f~1(z) = -2

Alberto de Azevedo

A idéia deste artigo surgiu num curso de Célculo I. Quando se
ensina esta disciplina, ao introduzir o conceito de fungao inversa
é praxe enfatizar a diferenga entre arcsenz e se}m ou, em geral,
entre f~1(z) ey ) Por outro lado, faz sentido indagar se existem
bijegoes f: X — X tais que

b

(o€ X) [0 = 70 (1)

E claro que, neste contexto, X deve ser um conjunto que nio
contém o zero e que contendo z contém também _:lc- O exemplo
mais simples de uma funga.o com esta propriedade € dado por
f:R* =R, f(z)= -1 ~ quandoz > 0e f(z) = —z quando z < 0,
onde R* = {z € R|z # 0} Quando X = (0,+0c0) os exemplos sio
mais complicados e qualquer solu¢io de (1) tem uma infinidade de
descontinuidades (Teorema 2).

Vejamos uma outra maneira de encarar esta questio. Seja
m: X — X afungdo 7(z) = 1/z. E claro que, em termos de 7, a
equagio (1) se escreve:

fl=tef , (2)

e é facil ver que se f é bijetora e satisfaz (2) entdo f é solucio da
equacio

fof=r - (3)

Reciprocamente, se f: X ~ X & solugdo de (3) entdo f ¢ bijetora

e satisfaz (2). Assim, as funcGes que estamos procurando sio pre-

cisamente as “raizes quadradas” de 7 relativamente & composicio
de fungdes. De forma, andloga, vé-se que (2) ¢ eqiiivalente a

fl=for E ' (4)
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Este problema foi abordado pela primeira vez por A, Barnes em
[1] e, logo apés, por S. Dolan em {5] que mostrou que, quando
X = (0,+00), qualguer solugio de (1) tem uma infinidade de
descontinuidades. Este fato foi demonstrado também por P. J.
MecCarthy e W. Stephenson (vide comentdrio editorial em i5])) eé
um caso particular do principal resultado de [4] pelo qual, quando
¢ é um homeomorfismo decrescente de um intervalo aberto, e n é
par, qualquer solugio da equagio f" = g tem uma infinidade de
descontinuidades; aqui f™ indica a funcio composta fo fo...of (n
vezes). O artigo [3] trata da equagdo f" = g quando g ¢ a fungio
identidade. Agradego a Noral R. Rocco por estas referéncias.

O objetivo desta nota é aprofundar algumas questdes dis-
cutidas em [1] e [5]. Se J é o intervalo aberto {0,+00), cons-
truimos exemplos especificos de fung oes f:J — J que satisfazem
(1} (Exemplo 4), analisamos o comportamento destas solugbes na
vizinhanga do ponto z = 1 (Coroldrio 2), ilustramos alguns as-
pectos de continuidade destas fungdes (Exemplos 8, 9, 10 e 1) e
abordamos uma questio de Anilise que nio é tratada nos textos
usuais. '

Um resultado cldssico de Andlise afirma que se I é um in-
tervalo e f:I — R é continua e injetora entao f é estritamente
mondtona e um homeomorfismo entre dois intervalos. Na mesma
ordem de idéias, se I e K sdo intervalos e f: [ — K & uma bijegdo
mondtona entio f é um homeomorfismo. Por outro lado, exis-
tem bijegdes entre dois intervelos que sdo descontinuas em to-
dos os pontos como mostra a fun¢do f:R — R definida por
f(z) = —z quando z é racional e f(z) = + quando z & irra-
cional. Tentando compreender as propriedades de descontinui-
dade das solugdes f:J — J da equagdo (1), fomos levados a se-
guinte questio: “Sejam I um intervalo e f:/ — R injetora. Se
f é continua em o € I, podemos concluir que sua inversa fté
continua em yp = f(zq) 7. E f4cil dar um contra-exemplo quando
I é um intervalo fechado e limitado (Exemplo 5) e a concluséo é
valida com a hipétese adicional de f ser monétona. Entretanto, os
textos usuais de Andlise nio tratam, por exemplo, do caso em gue
f & uma bijegdo da reta. No Exemplo 6 construimos uma bijegao
f:R — R que é continua em um ponto zp € R mas cuja inversa
f~1 é descontinua em yo = f(wo). Este exemplo motivou o con-
ceito de funcdo bijetora bem comportada (Definigdo 2, Propesicao
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5) que torna mais transparente a demonstragio do Teorema 2.

A Proposigao 8 trata da equagio (1) no caso decorpos finitos.
O Teorema 3 facilita a constru¢do de exemplos e, em particular,
mostra que se k é um corpo infinito existem fungdes f:k* — k*
que satisfazem a equagao (1).

Para o que segue serd comodo introduzir a seguinte definigio:

DEeFINIGAO I Uma funcio f: X — X é especial quando forem
satisfeitas as seguintes condi¢des:

i) X CJ;

i) (Vz € X)r(z) € X;

iii) f é bijetora;

iv) (Ve e X)f1(z) = f(—lx)-

E claro que se f: X — X é especial entdo f~1: X — X

também é especial.

EXeEMPLO 1: X ={l1}e f: X — X{f(1) = 1);

EXEMPLO 2: Sejam a e b dois niimeros positivos e distintos de 1
Suponhamos, além disto, que b ¢ {a,1}. Entdo, X = {a,b,

é um con_]unto com 4 elementos e f: X — X definida por f( )
b, f(B) =1, f(1)=1e f(}) = a 6 especial;

EXEMPLO 3: Seja X C J enumerdvel ¢ tal que (Vz € X)r(z) € X
(por exemplo, o conjunto de todos os nimeros racionais positivos).
Vamos construir f: X — X especial. E claro que, para este fim,
podemos suporque 1 ¢ X, SeY ={z € X|z<1}eZ={z¢
Xiz > 1} entdo ambos Y e Z sio enumerdveis e X = Y U Z

(reunido disjunta). Seja ay,b1,a3,bq,...,an, bp,... Uma enu-
% 5. L 1L 1 1 11
meragdo dos elementos de Y. Entio, PER Tt b el R <
¢ uma enumeragio dos elementos de Z e se X, = {an, by, -{;}—, BL

n k)

temos X = |J,.; X (reunido disjunta). Pelo Exemplo 2, exis-
te fo: X, — X, especial e, a partir das funcdes f,, obtemos
f: X — X especial.

PROPOSIGAO 1: Sejam f:X — X especial, a € X e b = f(a).
Temos: {a,b,1,1} C X, f(} ):a,f(%):lef(b)z—
DEMONSTRAGAO: De fato, f~!(a) = a) = 1 e, portanto,

f(3) = e. Os outros dois casos resultam por iteragio.
Listamos a seguir quatro conseqiiéncias desta proposigio.




72

A} Se f: X — X é especial e 1 € X entdo f(1) =
tomando ¢ = 1 e b = f{a) = f(1) resulta de £
f(1) = 75 Logo, f(1) = L.

B) Se f:X — X é especial, 2z € X ¢ f(z) = z entdo z
fato, tomando @ = z ¢ b = f(a) = z resulta de f(b)
T = % Logo, z = 1.

C) Se f: X — X é especial e f(z)
tomando e = z e b = f(a) =
% = z. Logo, z = 1.

D) Seja f: X — X especial. Entdoou X = {1} e f(1) = 1 ou
X tem no minimo 4 elementos e f é um elemento de ordem
4 do grupo das bijecdes de X. Seja e € X, ¢ # 1, de forma
que ¢ # 1. Se b= f(a)entdo b # a (por B)) e b #£ L (por
C)). Resulta que {a,b,1,3} é um subconjunto de X com 4
elementos. Enfim, pela Proposicdo 1, f2(a) = L, f(a) =
%,f"(a) = ¢ 0 que mostra que f é um elemento de ordem 4
do grupo das bijecdes de X.

OBSERVAGAO 1: O fato que, quando X # {1}, f é um elemento
de ordem 4 do grupo das bijecdes de X resulta também da relacio
(3). Note-se que os cdlculos acima mostram também que f? = 7
e que f~! = f% 0 que demonstra novamente as relacées (3) e (4).
Nem tedo elemento de ordem 4 do grupo das bijecdes de X é uma
fungéo especial, somente aqueles cujo quadrado é 7 fo f = 7.

O seguinte resultado basico de Andlise serd utilizado repetidas
vezes no que se segue (vide [2], pg 186):

1. De fato,
z)

il

B [=

% entao, z = 1. De fato,
resulta de f(1) = a que

1
T

TEOREMA 1 1. Sejam I um intervalo, f:I — R uma funcio
continua injetora e K = f(I). Entio:

i) f é estritamente monétona,;
ii) K é um intervalo do mesmo tipo que [ (aberto, semi-aberto,
fechado);
ili) f ¢ wm homeomorfismo entre I e K.
A Proposigio 2, a seguir, serd til na construgio de exemplos.

PROPOSIGAO 2: Sejam I e K subconjuntos de J tais que existe
uma bijegdo g: [ — K e I, K,r(I) e 7(K) sio disjuntos dois a dois.
Se X = UK Ur(I)Ur(K) entiio existe uma inica extensio §
de g a X que ¢ especial. Se I e K sio intervalos abertos e ¢ é
continua entdo § também é continua.
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DEMONSTRAGAO: Utilizando a Proposicao 1 vemos, sucessiva-
mente, que § em T{ /') tem necessariamente valores'em [ e é dada
por g~ tor; em 7(I) tem valores em 7(K) e é dada por rogoT e em
K tem valores em 7(I) e é dada por 7o g~1. E fécil verificar que
gog =7 {em X). Logo, § é especial. Pelo Teoremal, g~1: K — I
é continua; logo ¢ ¢ continua em cada um dos intervalos [, X,
7(I) e T(K). Se I e K sdo intervalos abertos entdo 7(I) e 7{K)
também sdo abertos e podemos concluir que §: X — X é continua.

OBSERVAGAO 2: Se [ e K sdo intervalos do mesmo tipo (abertos,
semi-abertos, fechados) e g é um homeomorfismo linear entre [ e
K, digamos, g(z) = az + f entdo, em 7(K), §(z) = 1—;‘2—’:, em
(I), §{z) = atpz & em K, j(z) = ;25. Se I e K sio intervalos
abertos, § € uma funcio continua.

As figuras abaixo ilustram a situagio:

CoroLARIO 1 2. Sejam I e K subconjuntos disjuntos de J tais
que [ U K = (0,1) e existe uma bijegio g:1 — K. Entio, g
tem uma dnica extensdo f a J que € especial. Reciprocamente,
seja f:J — J especial. Entdo, I = {z € (0,1)|f(z) € (0,1)} e
K = f(I) sao disjuntos, I U K = (0,1) e a restricio de f a I é
uma bijecdo g: I — K.

DEMONSTRAGAO: Pela Proposicdo 2, g tem uma iinica extensio
§: X — X que é especial (X = JU Ii Ur(HHur(K) = {0,1)u
(1,+00)) e § tem uma tnica extensdo f:J — J (f(1) = 1). Para
demonstrar a segunda parte do enunciado, seja z € I N K. De
z € [ concluimos, em particular, que 0 < flzY<ledez € K que
0 < f~Yz) < 1. Como fYz) = (I) temos uma contradigéo.
Resta mostrar que /UK = (0,1). Sejaz € (0,1). Se 0 < f(z) < 1
entdo z € I. Se f(x) > 1l entdo f~1(z) = }% < 1. Segue-se que
fTHz)eTequez = f(f'(z) e K = f(I).

O Coroldrio 1 mostra como construir todas as funcdes espe-
ciais f:J — J. Por exemplo, se [ = [§,1) e K = (0, 1) existe uma
bijecdo g: I — K que se estende, de maneira tdnica, a uma funcio
especial f:J — J. Entretanto, a fungdo especial obtida desta
maneira nao pode ser descrita em termos de fungdes elementares
como é o caso do Exemplo 4, a seguir.

EXEMPLO 4: Daremos agora um exemplo especifico de uma fun-

gao especial f:J — J. Para cada n > 1 sejam [, = 51-7;, ﬁ) e
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K, = [ﬁ,#) Considerando o homeomorfismo linear cres-
cente entre I, e K,, a Proposi¢ic 2 mostra que existe uma

funcio especial g,: X, — X, onde X, = I, U K, U 7(l,) U

(K,) = {ﬁ, iﬁ) U(2n - 1,2n + 1]. A partir das funcdes
gn obtemos g: X — X onde X = |J,,; X»n (reunido disjunta}
= {0,1) U (1,400). Enfim, estendemos g a f:J — J colocando
f(H)=1.

Faremos a seguir algumas considerag oes sobre aspectos de
continuidade das fung oes especiais.

PropPOSIGAC 3: Se f:J — J é especial entdo f é descontinua em
algum ponto de J.

DEMONSTRAGAO: De fato, se f fosse continua em todo J entéo,
pelo Teorema 1, f seria mondtona. Suponhamos, para fixar idéias,
que f fosse crescente., Entdo, f~1:J — J também seria crescente.
Por outro lado,

Yz e J T)= .
(Va € d) (&)= oy
logo f seria decrescente; contradicdo.

A rigor, a utilizagdo plena do Teorema 1 leva ao seguinte
resultado:

PrOPOSIGAO 4: Sejam f:J -+ J especial, [ um intervalo aberto
contido em J e K = f(I). Se f é continua em [ entio:

i) f ¢é estritamente mondtona em [;

ii) I e K sio intervalos abertos disjuntos;

iii} f é um homeomorfismo entre { e K;

iv) f é continua em K.

Em particular, f nio é continua em nenhum intervalo aberto

que contem 1 (pois f(1) = 1).

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema 1, s6 temos que demonstrar ii)
e iv). Se, por exemplo, f é estritamente crescente em [ entdo
f~! também é estritamente crescente em K e f(z) = 1//7!(z)
é estritamente decrescente em K. Como I e K sdo intervalos
abertos resulta que, necessariamente, INK = §. Enfim, como f~!
é contimua em K e f(z) = 1/f~!(z) concluimos que f também é
continua em K.
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CoroLARIO 2 3. Se f:J — J é especial entdo ou z = 1 é um
ponto de descontinuidade de f ou entdo f é continua em z = 1
e tem uma infinidade de descontinuidades em toda vizinhanca de
z =1

CoRrROLARIO 3 4. Sejam f:J — J uma funcdo especial e I um
intervalo aberto contide em J. Se f é continua em I entdo os
intervalos I, f(I), f(I), (= 7(I)) e f2(I), (= f~(I)) sdo abertos,
disjuntos dois a dois e f € continua em cada um deles.

DEMONSTRAGAO: Aplicando a Proposigao 4 sucessivamente aos
intervalos I, f(I}, f2(I) e f3(I) vemos que todos eles sio abertos,
que f é cont{nua em cada um deles e que INf(I) = f(Nf}(I) =
FADNFAI) = F3(DNI = 0 (pois f* é aidentidade de J}. Como [
é um intervalo aberto, pela Proposi¢io 4, 1 ¢ I; logo,on I C (0,1)
ou { € (1,400). Em ambos os casos, concluimos que IN7(I) = @,
isto &, que I 1 f2(I) = 0. Enfim, o mesmo raciocinio aplicado
ao intervalo K = f(I) mostra que K N f3(K) = §, isto &, que
f(yn (1) = 0.

Se uma fungido especial f é continua em z = 1 entdo sua in-
versa também é continua em z = 1 pois f~!(z) = 1/f(z). Esta é
uma propriedade particular das fungGes especiais pois, em geral,
uma bije¢do f pode ser continua em um ponto zg e sua inversa, des-
continua em yp = f(zg). Em outras palavras, a versio “pontual”
do Teorema 1 ¢ falsa.

Se f: X — R é uma fungdo, indicaremos por C'; o conjunto
dos pontos de continuidade de f:Cy = {z € X|f é continua em
r}. Analogamente, D; = {& € X|f é descontinua em z}. Serd
comodo introduzir a seguinte defini¢io: '

DEFINIGAO 2: Uma bijegdo f: X — Y (X e Y contidos em R) é
bem comportada em zo € X se e somente se,

“f & continua em zg <= f~' é continua em 3o = f(zq)”

Dizemos que f é bem comportada quando (Vzo € X)f é bem com-
portada em . Eqilivalentemente, f: X — Y é bem comportada
se e somente se f(Cs) = Cy-1 0u, f(Dy) = D1,

E claro que se uma bijecdo f: X — Y é bem comportada entao
f7%Y — X também é bem comportada. Toda funcio especial
f:J — J é bem comportada no ponto z = 1.
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EXEMPLO 5: Sejam X =1{0,2] e f: X — X definida por: se z €
[0,1), f(z) = z;sez € [1,2], f(z) = —2+3. Afuncdo f é continua
em z = 2 mas f~! ndo é continua em 1 = f(2). Logo, f nio é
bem comportada no ponto z = 2.

Se X é um intervalo aberto, exemplos andlogos sao mais ela-
borados.

PROPOSIGAO 5: Seja f: X — Y uma bije¢io entre dois intervalos
abertos. Se f tem um nimero finito de descontinuidades entdo
f é bem comportada. Se /; U...U [, é a decomposigao de C
como reunido de intervalos abertos disjuntos entdo f(;)U...U
f(1.) é a decomposigdo de C'y-1 como reuniio de intervalos abertos
disjuntos.

DEMONSTRAGAO: Se Dy = {a1,... ,an—1} entdo Cfy = X — Dy
¢ reunido de n intervalos abertos disjuntos: Cy = Iy U ... U [,.
Se K; = f(I;) entdo, pelo Teorema 1, K; é um intervalo aberto
e f induz um homeomorfismo entre I; e K;. Como K; é aberto,
podemos concluir que se f é continua em zo (€ [;) entdo f!
continua em yo = f(zo) (€ K;). Logo, se b; = f(a;) entdo D -
esta contido em {by,...,b,_1} e, portanto, é finito. Como, por
hipétese, ¥ também ¢é um intervalo aberto a funcio f~1:Y — X
satisfaz as mesmas condic¢es que f. Logo, pelo que provamos
acima, se f~! é continua em yo(= f(zo)) entdo f = (f~1)~! &
continua em z9 = 7 (y).

Seja M1 U...UM, a decomposicio de D -1 como reunido de
intervalos abertos disjuntos. Como f~! é continua em K; = f(I;),
existe um {ndice o(i) tal que K; C M,;); este indice o(¢) ¢ inico,
visto que os intervalos M; sio disjuntos dois a dois. Temos:

MyU...UM, = Cy-1 = f(Cy)
= f(I)U... U f(Ia) © Moy U U My
Se, para algum indice 7 a inclusdo K;, C Mo(iy) € estrita conclui-
mos que M1 U...UM, C s Mo(s)U...UM;y(ny; absurdo. Logo,
para tedo i, f(;) = My(;).
EXEMPLO 6: Para cada n > 1 sejam I, e I, os intervalos

(n-lH’ > e (1 + ?ITI" 1+ % } respectivamente. Seja g: (0, +o0) —
R a fungdo definida da seguinte maneira: em [, g é o homemor-
fismo linear crescente que leva I, sobre Iy,, em K, ¢ é o home-
morfismo linear crescente que leva K, sobre I;,_q e, enfim, no
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intervalo (2,40}, g(z) = z — 1. A imagem, por g, do intervalo
(0,1] tem uma seqiéncia de buracos que se acumulam na dire¢édo
do zero; a imagem do intervalo (1,2] cobre esses buracos. A seguir
estendemos ¢ a f: R — R de forma que f seja uma fungio impar;
em particular, f(0) = 0. A fung3o f é uma bijecdo de R, f ¢
continua em z = 0 mas f~! nio é continua em O{= f(0)).

ProOPOSIGAD 6: Seja f: X — X uma fungido especial. Entdo,

l) Cf = Cf—vl;
ii) 7(Cy)=Crer(Dy) = Dy
iii) f é bem comportada se e somente se f(Cy) = Cy ou,

eqiiivalentemente, f(Dys) = Dj.

DEMONSTRAGAO: i) Se f é continua em z entio f~! também
é contfnua em z pois f(z) # 0 e f~}z) = 1/f(z). O mesmo
argumento mostra que C'p-1 C Cfy. :
ii) Se f é continua em z entdo f~} é continua em 1/2 visto que
f~! = for;logo, por
i) f é continua em 1/z. Concluimos que 7(C;} C C'y. Aplicando
T & esta relacdo de inclusdo resulta que 7(Cy) = Cy.
iii) E conseqiiéncia imediata da Definicdo 2 e de i).
Sejam f: X — X uma bijecio e G; = {f™|m € Z}; Gy
é um subgrupo do grupo das bije¢des de X. Para cada z € X
indiquemos por oy(z) a 6rbita de z segundo f:os(z) = {g(z)|g €
Gs}. Seja ng(z) o nimero de elementos de oy(z). As orbitas
constituem uma parti¢io de X e se (G; tem ordem finita n entdo
(Ve € X) ny(z) ¢ um divisor de n. Se f é uma fun¢io especial
entdo todas as orbitas tém 4 elementos, salvo no caso em que
1 € X quando hd uma unica érbita com um sé elemento.

TrEOREMA 2 5. Sejam o > 0 e I o intervalo aberto (a, L). Entio,

toda funcdo especial f:I — [ tem uma infinidade de descontinui-
dades.

DEMONSTRAGAO: Vamos supor, por absurdo, que Dy é finito.
Entdo, f é bem comportada {Proposigdo 5) e f(Dy) = Dy (Pro-
posigao 6). Além disto, 1 € Dy {Coroldrio 2). Olhando para a
particao de Dy segundo as rbitas de f vemos que o ntimero n de
elementos de Dy é do tipo n =1+ 4s; logon = 1 (4).

Mostraremos a seguir que n = —1 (4) o que serd uma con-
tradigdo.
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Sejam Dy = {@1,...,a,} onde a; < a3 < ... < @4, €
II = (0:,(11),12 = (a17a2):"' 1-[71. = (an—laa‘n)? f\n+1 = (aﬂai')'
Como C'y = C'y-1, pela Proposigioe 5, f induz uma permutagio do
conjunto I = {I,...,I,} e, pelo Coroldrio 3, todas as drbitas
dessa permutacdo tém 4 elementos. Resulta que n 4+ 1 é um
miltiplo de 4, isto é, que n = —1 (4}, o que completa a demons-
tragao do Teorema 2.

OBSERVAGAO 3: Se0 < a< 8 < 1sejam [ = [3,1), K = {a, )
e g:I — K o homeomorfismo linear crescente enire [ e K. Pela
Proposi¢do 2, obtemos uma fung¢io especial § definida em [a, 1) U
(1,3]. Tomando f(1) = 1 obtemos f:[e, 1] — [a, }] especial tal
que Dy = {§,1, %} A funcao f ndo é bem comportada.

O Teorema 3 abaixo facilita a construgdo de exemplos com
propriedades especificas.

Seja F o conjunto de todas as fungdes especiais: F = {f|f é
uma fungdo especial }. Se f é uma fun¢io indicaremos por D(f)
o seu dominio. A relagio “f < g se e somente se D(f) C D(g) e
(Vz € D(f)) g(x) = f(z)” é uma relagio de ordem no conjunto
F.Se he FsejaF,={feFlh<f}

PRrROPOSIGAO T7: O conjunto ordenado Fj é indutivo.

DEMONSTRAGAC: Seja § um subconjunto nio vazio e totalmente
ordenado de F,. Sejam X = |J,cs D(g} e f: X — X a funco
definida da seguinte maneira: se z € X entdo f(z) = g(z) onde
g € qualquer elemento de S cujo dominio contem z. Nio ha am-

bigiiidade nesta defini¢do de f, f € Fj e f é um limitante superior
de S.

TEOREMA 3 6. Seja h:Y — Y especial. Se J — D(h) é infinito
entdo h pode ser estendida a uma funcio especial f:J — J.

DEMONSTRAGAO: Como F), é indutivo, e ndo vazio, pelo Lema
de Zorn, F; admite um elemento maximal f. Seja X = D(f).

Se X = J nio hd nada mais a provar. _

Se X # J afirmamos que A = J — X tem 2 elementos. E
claro que A é invariante por 7 e que 1 ¢ A pois, caso contrario,
a fungdo g: X U {1} — X U {1} definida por (Vz € X)g(z) =
f(z) e g(1) = 1 seria especial e estritamente maior do que f,
contradizendo a maximalidade de f. Suponhamos, por absurdo,
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que A tenha mais do que 2 elementos. Neste caso, dado « € A exis-
te b € Atal que b ¢ {a,1} (note que @ # %, pois 1 ¢ A). Resulta
que A = {a,b,1,1}é um subconjunto de A com 4 elementos. Seja
Y=XUA4dyeg:Y - Y afuncgho deﬁmda da segumte maneira:
(V2 € X)g(z) = f(z),9(a) = b, g(b) = L,9(}) = $ e 9(3) = a.
E facil de ver que g é especial e estnta.mente maior do que f,
contradizendo a maximalidade de f.

Sabemos portanto que J = X U {a,1} (reunido disjunta) e,
conseglientemente, que X — D(h) também é infinito. Vamos agora
construir uma seqiiéncia de conjuntos X, tais que, para todo n,

i) X,, € X — D(h);
ii) X, tem 4 elementos;
i) 7(X,) =X
iv) Ja, € X, tal que b, = f(a,) € Xy;
V) (XU . UXpo))NXp =0

A construcao serd feita por indugdo sobre n:

n = 1. Sejam a; qualquer elemento de X — D(h) distinto de
leby = f(ay). Entdo, by # 1 (por A)), by # a1 (por B)) ebh 7é =
(por C)}. Tomamos Xy = {a1,b1, 5, 3-}-

Etapa de indugao. Suponhamos que » > 1 e que Xy,...,
X, _1 ja foram construidos satisfazendo as condi¢bes acima. Seja
an € (X=D(h))-(X1U...UX 1), a, # 1, eb = f{a,). Temos:
b, # 1 (por A)), by # an (por B)) e b, # L ~ (por C)). Tomamos
Xn = {8nsbny 5oy 0 4.1 e a etapa de mduga.o estd completa,

Se X, é como acima resulta, pela Proposi¢io 1, que (Vz € X))
f(z) € X,,. Conseqgiientemente,se ¥ = X ~ |}, .,; X, entdo (Vy €
Y) f(y) € Y e arestrigio g de f a Y também & especial. Seja Z =

Uns1 Xn} U{a,l}. Entio Z é enumerdvel e J = Y U Z (reunido
disjunta). Pelo Exemplo 3, existe j: Z — Z especial. Enfim, se
t:J — J é definida por t(z) = g{z) se z € Y e t{z) = j(z) se
x € Z, entdo t é especial e é uma extensdo de k. Isto completa a
demonstragio do teorema.

COROLARIO 4 7. Sejam I e K intervalos do mesmo tipo e tais
que:

iy X =1TUKUr{I)Ur(K) é uma reunido disjunta;
ii) J — X ¢ infinito.
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Entao, toda bijegio g: I — K pode ser estendida a uma funcio
especial f:J — J. N
DEMONSTRAGAO: Pela Proposicdo 2, g se estende a uma funcio
especial §: X — X. Pelo Teorema 3, § tem uma extensdo f:J — J
especial.

Em particular, o Teorema 3 garante a existéncia de funcdes
especiais f:J — J; entretanto, éle ndo fornece casos especificos
como o Exemplo 4.

O Exemplo 7, a seguir, d4 um elemento maximal de #}, que

nao ¢ uma fungdo especial f:J — J. Os Exemplos 8, 9, 10 e
11 ilustram aspectos de continuidade das funcdes especiais. Em
particular, no Exemplo 11, construimos fungdes especiais f:.J — J
que nao sdo bem comportadas.
ExempLo 7: Se I = (3,1), K = (0,3) e g1 — K é dada por
glz) =z~ %-, a Proposigio 2 fornece uma funcio especial : X — X
onde X = J —~ {%, 1,2}. Estendendo § ao ponto z = 1 obtemos
um elemento maximal de F com dominio J ~ {1,2},

EXEMPLO 8: Sejam 0 < a < 1 e n tal que / = (a — Lla+t %) C
(0,1), K = (§ - %,25+ -17;) CO,l)eANI=9 Seql — K
€ qualquer homeomorfismo, pelo Corolério 4, existe uma, fungio
especial f:J — J que é continua em um intervalo aberto que
contem a. Se a > 1 basta aplicar 0 mesmo argumento a %
EXEMPLO 9: Sejam 0 < a < len tal que [ = (a,a+ -::) C(0,1)e
K =(a-,0)C(0,1). Se g:1 — K é qualquer homeomorfismo,
pelo Coroldrio 4, existe uma fungio especial f:J — J cujo tnico
ponto de descontinuidade no intervalo (a — La+ 1Yéz =a. Se
@ > 1 basta aplicar 0 mesmo argumento a L

O Exemplo 4 é uma fungo especial f:.J — J cujo tinico ponto
de descontinuidade no intervalo [1,2] é = = 1.

EXEMPLO 10: Vamos agora construir uma fun¢io especial que &
continua em = = 1 e, portanto, descontinua em todos os pontos
de uma seqiiéncia infinita que converge para 1. Para cada n > 1

sejam [, = [1—5—734_—1,1—2—711;—2) e K, = [1—-%,1— #ﬁ) Se
gn: I — K, é o homeomorfismo linear crescente entre I, e K.,
a Proposicio 2 fornece uma funcio especial Gn: Xn — X, onde
Xp = LUK Ur(L)UT(K,). A partir das fungdes ¢,, obtemos uma

fungio especial g: X — X onde X = |J,,, X, = [L,1) u(1,2].
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Enfim, pelo Teorema 3, estendemos ¢ a uma funcao especial f: J —
J. A funcdo f é continua no ponto z = 1 e descontinua em todos
os pontos da forma 1 - 1,n=1,2,3,....

ExemPLO 11: Seja a € J = (0,+2¢), a # 1. Vamos mostrar a
existéncia de fungbes especiais f: J — J continuasem z = a e com
inversas descontinuas em b = f(a) o que mostra a existéncia de
funcoes especiais que ndo sio bem comportadas.

Suponhamos inicialmente que 0 < ¢ < 1. Sejam b e ¢ tais
que 0 < b<a<lee= min{“—;—b,lﬁa,g} de sorte que os
intervalos I = {(a —¢,a +€) e K = (b— ¢,b + €) sio disjuntos
e estdo ambos contidos no intervalo (0,1). Sejam & — R e
7'R — K os homeomorfismos dados por £(z) = tg(g5-(2z — a)) e
7z) = Larctgr + b e seja f:R — R a funcio do Exemplo 6.
Entdo g = o fo&: I — K é uma bijecio tal que g é continua em
a e g~! é descontinua em b = g(z). Pelo Corolario 4, g se estende
a uma fungdo especial f:J — J que tem a propriedade desejada.
Se @ > 1, basta aplicar o0 mesmo argumento a %

Quanto aos aspectos de diferenciabilidade, o Exemplo 8 mos-
tra que se a € J, a # 1, existe uma funcdo especial f:J — J que é
diferencidvel em todos os pontos de um intervalo aberto contendo
a; ademais, dado ¢ € R, é facil modificar 0 homeomorfismo g de
forma que f'(a) = c. Por outro lado, g também pode ser escolhida
de modo que f nao tenha derivada em = = « (permanecendo ainda
diferenciavel em todos os demais pontos de um intervalo aberto
que contém a),

Se f:J — J é especial entdo f ndo tem derivada no ponto
r = 1. De fato, se f tivesse derivada em z = 1 de fo f =1
obterfamos, pela regra da cadeia, que

@) £y =7'(1).

Como f(1) =1e 7(1) = -1 terfamos f'(1)? = —1, contradicio.

Para finalizar, observamos que ao invés de J ou R* po-
deriamos ter considerado o conjunto &* dos elementos nio nulos
de um corpo k; &* = {z € k|z # 0}. Ao invés de 4) concluiriamos
que f(1) = x1 e, também, que f(—1) = £1. Em B) e C) con-
cluiriamos que z = 1. Enfim, ao invés de D), teriamos:

“Seja f: X — X especial. Se k tem caracteristica 2 entdo
ou X = {1} e f(1) = 1 ou X tem no minimo 4 elementos e f é
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um elemento de ordem 4 do grupo das bijegtes de X. Se k tem
caracteristica p # 2 as possibilidades sdo as seguintes: i} X = {1}
e f(1)=1; i) X = {-1}e f(~1) = —-1; i) X = {-1,1} e
MM =Lf-)=-4 v} X={-11}e f(1)=-1, f(-1)= L
v) X tem no minimo 4 elementos e f é um elemento de ordem 4
do grupo das bijecdes de X. Nos casos i}, 1i) e iii) f é um elemento
de ordem 1 e no caso iv) um elemento de ordem 2.”

Se k£ é infinito, a demonstragio do Teorema 3 funciona com
pequenas adaptagdes e garante a existéncia de fungdes especiais
Frk* — k.

Para tratar do caso em que k é finito com p™ elementos, p
primo, n > 1, observemos, em primeiro lugar, que se f:k* — k°®
é uma funcdo especial entdo Gy é um grupo de ordem 1, 2 ou
4 e conseqilentemente, todas as érbitas segundo f tém 1, 2 ou 4
elementos,

LEMA 8. Seja f:k* — k* uma funcdo especial e z e £*. Temos:
i)seng(r) = lentdox = +louz = —1 e og(z) = {z}; ii) se
np(z)=2entdor =+louz = —1eop(z)={-1,+1}.

DEMONSTRAGAO: Se ns(x) = 1 entdo f(z) = z; logo, por B),
z = 1 ouz = -1 Além disto, se f(1) = 1 entdo f(—-1) = ~1e
vice-versa; ii) se ng(z) = 2 entdo f(z) # z e f3(z) = = isto &,
1 =7 Logo,z==xleos(z)={-1,+1].

PROPOSICAO 8: Seja k um corpo finito com p" elementos, p primo
en > 1. Entdo:

i) se p=2en > 1nio existem fun¢des especiais f: k* ~ &°;
ii) se p# 2 e p=1(4) nfo existem fungdes especiais f:k* — k;
iii) se p# 2 e p = —1 (4) entdo existem fungdes especiais f: k* —

k" se e somente se n for impar.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que existe uma funcio especial
f:k* — k*. Se p=2entdo +1 = —1 e portanto, pelo Lema, existe
uma tnica érbita ef(z) com um dnico elemento {quando z = 1) e
todas as demais orbitas tém 4 elementos. Resulta que existe um
inteiro s tal que 2" — 1 = 1 4 4s, isto é, tal que 2™ = 2 + 43,
Isto s6 é possivel quando n = 1 0 que demonstra o item i). Se
p # 2 entdo +1 # —1 e portanto, pelo Lema, ou existem 2 drbitas
com um inico elemento cada e todas as demais tém 4 elementos
ou existe uma drbita com 2 elementos e todas as demais tém 4
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elementos cada. Em qualquer destes casos existe um inteiro s tal
que p* — 1 = 2 + 43 de forma que p* = —1 (4).-Se p = 1 (4)
entdo (¥n > 1) p* = 1 (4) o que demonstra ii). Se p = -1 (4)
e n é par entdo, novamente, p” = 1 (4) de forma que nao exis-
tem fun¢des especiais f1k®* — k®. SO resta mostrar que se p # 2
e n é impar entdo eéxistem fungdes especiais f:k* — k°. Seja
X = {z € k*|z # £1}. Entdo, o niimero de elementos de X é um
miiltiplo de 4 e seus elementos podem ser agrupados de 4 em 4
da seguinte maneira: a, El;,bl, 311-;0,2, ;";,bz, ,}—2; cee (il al—,,b,, a—l;
Pelo Exemplo 2, se X; = {a;, b;, 2-, ;- } existe uma fungdo especial
g:: X; — X;. A partir destas func¢des obtemos uma fun¢éo espe-
cial g: X — X. Enfim g pode ser estendida a f:k* — k* de duas
formas: f(1)=1e f(—1)=-1ou f(1)=-1e f(-1)=1. Em
ambos 0s casos, a extensao é especial.
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