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O grupo afim da reta e outros
grupos de homeomorfismos

]
!

Placido Andrade

Introducio
O grupo afim da reta que preserva a orientagao,
AFF(R)=[Y:R—R; y(x)=ax+b, ab € Rea>0}

possui muitas e interessantes propriedades algébricas que sdo verificadas apenas
com conhecimentos introdutérios de Teoria de Grupos e Geometria Analitica.
Estudando os aspectos geométricos do grupo afim, veremos que muitos outros
grupos de homeomorfismos possuem propriedades semelhantes. Isto pode ser
feito sem fugir dos resultados elementares da Teoria de Grupos e Andlise na reta.

Estas notas foram inspiradas num teorema de V. Solodov (§3). Essencialmen-
te o que faremos é explorar a bonita demonstragéo do teorema. Bonita néo s6 pela
singeleza da construgfio como também pela variedade de aplicagBes que ela
permite.

§ 1. O grupo afim da reta

O grupo afim da reta que preserva a orientagio ¢ o conjunto Af* (R) formado
pelas fungdes afins, ¥: R - R,

Yxy=ax+b

onde ¢ é um niimero positivo e b € um niimero real qualquer. Portanto o grafico
de qualquer elemento de Af+ (R) € uma reta estritamente crescente.

A operagdo de grupo que estamos considerando € a usual composigdo de
funcdes. Ao compormos Y, (x) = apx + by com Y (x) =ax + by obtemos

'Y()O’Yl(x) = dpd1 X + aqb[ + bn.




49

A funcdo identidade de R € o elemento reutro do grupo e um elemento
; bﬂ
a

Yo (X) = apx + by tem como inverso o elemento ;' (x) = aLx -

A idéia subjacente ao longo destas notas, € a utilizagdo de uma simples
propriedade geométrica, descrita abaixo. Ao escrevermos a k-ésima poténcia de
v, obtemos uma expressio do tipo

Yhix)y=al x + b,

onde b, € um nimero real. Para esbocar o grifico da familia de fungdes

{"y’g }k 2 é conveniente dividirmos o estudo em dois casos.
[

No caso do coeficiente a, = 1, a k-ésima poténeia de v, reduz-se a
YE(x)=x + kby

Portanto o grifico da familia de fungdes {’y’g }ke , S0 retas paralelas 2 reta
bissetriz y = x (figura 1).

Quando a, # 1, os grificos de v§ (x) sfo retas que se interceptam num
mesmo ponto da reta bissetriz. Verifiquemos esta afirmacio. Como a = 1, o
grificodey§ (x)=ak x + b, intercepta areta bissetriz y = x num tinico ponto.
Denotando por x, o ponto fixo de v, isto € ¥ (%) = x,, concluimos que
v (xp) =x, paratodo ke Z. Logo os grificos de {y{‘, } kez Seinterceptam no
ponto (xg, xp) (figura 2).

T2 % % v

Xg poeesess /

. //)ED ,

figura 1 figura 2

Feitas estas consideracBes de ordem geométrica, passemos a descrever uma
propriedade algébrica do grupo afim.
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Antes recordemos que num grupo I, os elementos da forma oo !
sio chamados de comutadores. O conjunto [T, ] formado pelos elementos que
sio produtos de comutadores é um subgrupo normal. Observe que o subgrupo
comutador est4 contido no micleo de qualquer homomorfismo % : T — R pois

x (aBo = By =7 (o) + (B) —x () —x (B =0

Teorema 1. O subgrupo comutador [Af* (R), A f* (R)] € abeliano.
Faremos uma demonstragio cldssica sem nenhum sabor geométrico, utilizan-
do a propriedade do subgrupo comutador citada acima.

Demonstracio do Teorema 1: Para cada fungdo afim fixa-
day, (x) = agx + by, com coefiente @y # 1, construiremos um homomortismo
Yo A (R)—=R tal que o (yo)=1. Com isto estaremos mostrando que o
subgrupo comutdor [Af* (R),Af*(R)] s0 contem elementos da forma
aix) = x+ b ,tornando-sefacil verificar quecleéum subgrupoabeliano. Deixa-
remosparaoleitormostraraigualdade.

[Af* (R),Af*(R)]=|ot:R—R; afx)=x+b, be R

Como sabemos, a0 compormos ¥, (x) =a, x+ b, com ¥, (x) =a, x+ b, ob-
temos a expressio

T10%: (x)=a, drx+a; bz"'b[ .

Daipodemosencontrarumadefinicionaturalparachomomor fismo.

Fixadoy, (x) =@y x+ by com a, # 1,definaaaplicacio y,:Af*(R) =R
por xo (V) =log,, @, para y(x)=ax+b . A aplicacio estd bem definida pois a
base do logarftmo éa , # 1 . B imediato verificar que ¥, é um homomorfismo de
ZrUpos, Yo (11 0 12} = %o (1) + %o (1) € qUe Ko (Vo) = 1. '

A demonstraggo do Teorema 1 é bastante limitada, pois foi utilizada explici-
tamente a estrutura do grupo afim. Para demonstrar um teorema semelhante para
outros grupos de homeomorfismos da reta, utilizaremos a Geometria Analftica
como ponto de partida.

Pelo restante desta segdio fixaremos um elemento do grupo A f* (R) , diga-
mos Y (x) =ap x+ &y coma, > 1 . Acondicfio sobre o coeficiente a, € irrelevante,
08 argumentos serfio os mesmos parat < agg< 1. -

O grifico da familia de fungdes {yﬁ }k ez determinam regides no plano, que

serdo chamadas de setores semi-abertos S,. Na figura 3 est4 ilustrada com
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figura 3 figura4

K. m)
Yo

figura 5

precis@o a regifio plana correspondente ao setor semi-aberto S, .

Coloquemos a  seguinte pergunta. Dado uma funcio afim
o (x)=ax + b edadoum inteiro n, qual o setor semi-aberto S, no qual o grafico
de o (x) =a"x + b, “entra” e nfo mais escapa? (figura 4)

E claro que o setor procurado depende da fungfio o e do inteiro n, entretanto
a resposta € imediata se compararmos as declividades das retas envolvidas.

A resposta €: o setor procurado & Sy (1) onde k, () é o inteiro satisfazendo
a seguinte desigualdade (figura 5)

aﬁ"(ﬂj < gt o< af,"(")ﬂ .
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Como a funcfo f (x) = log,, x € crescente obtemos
k(M =nlogg,a<ks(n+1.
Destas tiltimas desigualdades, concluimos que se o limite

lim Ko ()

existir, entfio ele serd log,, a, que é exatamente y, (&) , onde

% :Af*(R) = R ¢éohomomorfismo construido na demonstragio do Teorema 1.
Na construcfio do homomorfismo ¥, , via geometria analitica temos duas

lacunas.

ko (1)
n

A primeira ¢ saber se o lim existe. De fato ele existe, mas para

=3
mostrar a sua existéncia precisaremos conhecer algumas propriedades da fungio
ko : Z = Z . Por exemplo, qual o comportamento da funcio £, em relagio a
soma de inteiros.

Se §;, (m) € o setor no qual o™ entra € ndo escapa, € S, (n) € o setor

correspondente para ¢ *, ao somarmos as desigualdades que definem os dois
setores obtemos

ko (m) + ko (1) S (m+n) log,, a <k, (m}+k, (n)+2.

Isto significa que o setor no qual o grdfico de o *+” (x) entra e ndo escapa,
tem um indice k, {m + n) satisfazendo

ko, (1) + ko (1) S ko (m + 1) < Ko () + Ko (1) + 1.

Resumiremos as propriedades da fungio k, : Z — Z numa definicgo,

Definicfio 2: Uma funciio k: Z — Z ¢ dita quase-aditiva se
) £(0)=0;
W kim+k)SKm+n)<km+kn)+1,;
i1} k é monétona (crescente ou decrescente).
Deixaremos para o leitor o seguinte exercicio de seqiiéncias,

Exercicio 3: Dado uma funcdo quase-aditiva & : Z — Z , mostre que

. k )
1) Hm _m,(;l existe,

HE R
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. k
i) lim %)=0 se ¢ somente se k=0,

-y

Observamos que os pares ordenados (n, k(n)) estio contidos na faixa do plano
limitada pelas retas y=Ax e y=Ax+1, onde A & o valor do limite

. k()
Iim ;
n

A segunda lacuna na construgao do homomorfismo %,: Af+(R) — R via
Geometria Analitica, € mais séria. Imaginemos que ainda nfio tenhamos conheci-
mento do Teorema 1. Defina a funglo %, : Af* (R) = R por

k
Yo (00) = im —= ) )

nses n

Como sabemos pelo Exercicio 3, ¥, estd bem definida pois o limite existe.
E agora? %, ¢ um homomorfismo de grupos?

A resposta, positiva, ndo é inerente ao grupo afim, ela é a mesma para uma
categoria de grupos que falaremos na préxima secio e da qual o grupo afim € um
exemplo.

§ 2. Ordem

Podemos comparar dois elementos o, §, € Af* (R) convencionando que:
“o< B seesomente seexistex, e R
tal que ol (x) <P (x) paratodox € [x,, =]

Observamos que < € uma relagdo satisfazendo os axiomas de ordem total em
um conjunto:

O <o

O;:sea<Peffsyentioasgy
Oy:seasfef<aentioa=p

0, : dados dois elementos o.eBentio a<Pouf<o.

A Teoria de Conjuntos garante que todo conjunto admite uma ordem total.
Como estamos considerando conjuntos equipados com uma estrutura algébrica (a
estrutura de grupo), € conveniente que a ordem total preserve essa estrutura.
Esclarecemos melhor o comentirio acima se definirmos o que entendemos por
grupo ordenado.

Um grupo (T, <) éum grupo ordenado se < € uma ordem total satisfazendo

Os:se 0 < fentdo ay < Pye yo < yB para todoye T




54

figura 6

A grande vantagem de trabalharmos com um grupo ordenado é podermos
fazer manipuiagdes com desigualdades, semelhantes as que nds fazemos com
desigualdades numéricas.

A seguir, transporemos para a Teoria de Grupos um outro conceito da
aritmética,

Um elemento y de um grupo ordenado (T',<) € dito arquemediano se dado
a e T’ existe um inteiro & tal que o < y*.

Deixemos um pouco a teoria abstrata de grupos e flustremos estes conceitos,
examinando o grupo afim, Af * (R) , equipado com a ordem total definida no infcio
deste pardgrafo. O grupo (Af* (R) , <) tem uma estrutura de grupo ordenado, pois
todo os elementos sfio fungdes crescentes, sendo por isto muito ficil verificar a
propriedade 05 . Um ponto deve ser ressaltado pois serd importante posteriormen-

te: nem todo elemento de Af* (R) € um elemento arquimediano.: Por exemplo,
qualquer que seja a poténeia de o, (x) =x+ b, , ela nunca serd maior do que um
elemento do tipo v (x) =ax + b coma> 1 (figura 6). Por outro lado, elementos
dotipo o, (x) =a,x+b, com a, #1,sd0 arquimedianocs.

Adiantamos que em §3, veremos outros exemplos de grupos. No momento,

desejamos apenas transpor as idéias de Geometria Analitica que surgiram no §1,
para um contexto mais geral. Vejamos como podemos fazer esta transposigéio.

Fixemos y, um elemento arquimediano de um grupo ordenado (T, <).
Vamos assumir que Y, & estritamente maior que o elemento neutro [, isto €,
1<y, e I#v,, condigio indicada pelo simbolo <.

A seqiiéncia {'y {‘,] «« z pode entio ser escrita na seguinte forma
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<yt <yi=T<ya <y
Chamaremos de setor semi-aberto associado a y, 0 conjunto
Se=loe I'; yh<a <y,

Desde que ¥ é um elemento arquimediano do grupo, qualquer elemento
o & I deve estar contido num unico setor semi-aberto S, . Podemos entio colocar
a mesma pergunta;

Dadoumelemento ¢ € T e um inteiro # , qual o setor que contém o 7

A resposta serd a mesma. O sefor que contém o € o setor Sy, (n), onde

k, (n) € o tinico intelro satisfazendo
'Y"(‘}u("} <ot < rY gm(ll}i-]

Desta forma construimos também uma funcio quase-aditiva k, : Z — Z.
Portanto € natural enunciarmos o seguinte teorema.

Teorema 4. Seja (T, <) wm grupe ordenado. Se e T é wm elemento
arquimediano e I <, , entdo existe uma funcdo yo: 1" — R com as seguintes
propriedades logaritmicas:

) %N=0exM=1;

1) xo(or} = pxo(er) para tedope Z;

i) se <P ensdo Yol < Ya(B);

iv) Xo(@B) = ye(o} + %o(B) .

Em particular o subgrupo comutador [T, T] ndo contém elementos argui-
medianos.

DPemonstracio: Dado o elemento arquimediano vy, , consideremos os setores
semi-abertos do grupo T, determinados por v,. Como vimos cada o e T define
uma fungio quase-aditiva k,:Z— Z. Pelo Exercicio 3 do §1, a fungfio
ky:Z — Z dada por

Xo(€) = lim k)

H—boa n
estd bem definida, pois o limite existe. Mostremos que a fungfio ¥, tem as
propriedades logarftmicas listadas no enunciado do teorema.

1) Qualquer que seja a poténcia [, ela satisfaz 1§ < I < v, isto é, I,
pertence ao setor 8, qualquer que seja n € Z . Portanto a funcfio quase-aditiva




56

k1 Z — Z éidenticamente nula, donde () =0.

E claro que a poténcia yj pertence ao setor §,,ne Z, € assiMky:Z— Z €
a fungZo identidade &y, (n) = n . Daf segue que x,(¥) =1 - h

i) Seja k,:Z— Z a fungo quase-aditiva definida por o . E ficil verificar
que & (n) = ky(pr) . Pela quase-aditividade de &, temos

pko (n) Sk (n) = ko (np) <pka (n}+ (- 1)

Dividindo cada membro desta equagio por n > 0 e fazendo n — = obtemos

PYo () S %o (0) < pYo (00

iii) Se dsﬁ , & claro que k, (n) <%, (o) < pyo (&) para todo ne Z. Logo

Xo (0 S %o (B) -
iv) Embora precisemos de algumas linhas a mais, a demonstragio do item iv}
também é elementar, sendo uma conseqiiéncia da seguinte afirmagfo.

Afirmacfio: Se p< oo entio Bror<(of) <o pr paratodone N.
Demonstremos a afirmacio. A hipétese B < ofa ! e a propriedade 0 , im-
plicam

B<alPo-'<o2Pu?<... <oiPfot... paratodoie N.Porsuavezestas
tiltimas desigualdades implicam nas desigualdades

woorifoig .. <ol Ba <P, paratodoie N.

Por outro lado podemos escrever (o) | de duas formas:
(oBy = (afor)(e?pa?) ... (arfo) o
(oBy = cer(ot Bor=ty(a2 Bor?) L. (o P

Observando que cada fator entre parénteses na primeira identidade € maior
que B, e que cada fator entre paréntese na segunda identidade € menor que 8,
concluimos que

(opy = pra

By <orpr.

Isto conclui a demonstragiio da afirmago.

Voltemos & demonstracfio do item iv). Dados os elementos o, f e T, vamos
assurnir sem perda de generalidade que B < afoc! . Das desigualdades que deter-
minam os setores semi-abertos construidos comy, , e da afirmagéo acima, obtemos
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kg{mkaln) < Rr pyn < n < yn [An ka(n)+1+ku(n)+l
o kalebeio) < B g < (B S o B < A .

Logo a fungfio quase-aditiva k. : Z — Z satisfaz ~,
e (1) + Ky (1) < Jeo(m) < Keo(m) + heg(r2) + 1.

Dividindo-se cada membro da desigualdade por n> 0 ¢ fazendo n — =
concluimos pela definicio de g, que

Xo(0) + %o(B) S %o(eB) < xolot) + %alB) .

Isto conclui a demonstragio do item iv).

Para terminar, observamos que um elemento arquimediane v, € T, com
I <7, ndo pode estar no subgrupo comutador [T", T'], pois sempre existe um
homomotfismo de grupos y,: T — R, tal que ¥, (vo) =1 . Por outro lado, se
Yoe I' € arquimediano e vy, <1 , é facil mostrar que 7<'e que v3' € um
elemento arquimediano. Pelos mesmos argumentos mostramos que ;' nio per-
tence & [I', I'T . Logo v, também ndo pertence ao subgrupo comutador.

§3. Grupos de homeomorfismos da reta

Diremos que y: R — R ¢ um homeomorfismo que preserva a orientagiio da
reta quando y € uma fungfio continua, sobrejetora e estritamente crescente. O
conjunto Hom*(R) formado por tais homeomorfismos e equipado com a operagéo
de composicio de funcdes ¢ um grupo. Podemos comparar dois elementos
o, € Hom*(R) convencionando que

“o. <P seesomente se existex, € R,
tal que oi(x) £ B (x) para todo x e [xp=)

A relagio < € uma relagio de ordem que preserva a estrutura do grupo, isto
é, satisfaz a condi¢do O, entretanto ela nfo é uma ordem total. A condicio O,
nio é satisfeita. Por exemplo, os elementos id(x)=x e Blx)=x+ sen x ndo
podem ser comparados, pois o grafico da identidade estd acima do grifico de B
em alguns intervalos, enquanto em outros intervalos essa posigfio & invertida,
repetindo-se este comportamento indefinidamente quando x -~ oo .

O que pretendemos neste pardgrafo € considerar subgrupos I’ < Hom™ (R)
para os quais a relacfio de ordem < ¢ uma ordem total. Como exemplo e modelo

temos o grupo I'= AfT(R) .
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Por simplicidade, convencionaremos qué a expressio “o subgrupo
T « Hom* (R) ésem pontos fixos” significard que todo elemento de T diferente
da identidade, id: R — R ,n8otem pontosfixos. NoTeorema 1 mostramosqueo
subgrupaomutador [Af* (R), Af * (R)] ésem pontos fixos, e dai concluimos que
ele era abeliano. A conclusiio nio é privilégio deste subgrupo.

Teorema 3. Se o subgrupo T < Hom* (R) € sem pontos fixos entdio 1" &
abeliano.

Demonstracio: Observermos inicialmente que os graficos de dois elementos
distintos o,p e T, ndo se interceptam. Caso contrario, se 0i(xp) = B(xq) para
algum x, € R, entiio B! axy) = x; . Como o tinico elemento de T' com pontos
fixos & a identidade, concluimos que P « = id . Uma contradigio pois teremos
assim o=§.

A observaciio acima produz uma série de conseqiiéncias.

Ogrupo (", €) éum grupo ordenado pois acondigio 0, do§lé verdadeira
em I, isto é, podemos sempre comparar dois elementos, verificando qual deles
tem o grafico acima do grifico do outro.

Qutra conseqiiéneia: todo elemento diferente da identidade € um elemento
arquimediano. Mostremos esta afirmaggo. Considere por exemplo um elemento
ve T satisfazendo id <y. Como 0<y(0)ey & estritamente crescente, a se-
giiéncia deiteradosde y no ponto 0 se escreve na seguinte forma

e YO <Y THO) <0< YO <Y HO) <

Agoraseja o umelemento qualquer do grupo I". Se v~ (0 < a(0) para todo
neT teremos uma contradi¢io, pois sendo assim a seqiincia crescente
{«{ " (0)} neZ éuma seqiiéneia limitada superiormente, logo convergente. Diga-
mos que

X = lim y*(O)

Por continuidade de v: R — R, segue que
V() = lim y™(0),ist0€, y(x) = Xu.

Absurdo, pois estamos assumindo que v ndo tem pontos fixos. Portanto existe

-

um inteiro n, tal que o0) <y™(0).Isto é suficiente para mostrar que
o <yn, pois os graficos de oue de ¥y nunca se interceptam.
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Para concluir a demonstragio, utilizamos o Teorema 4 do §2. Sendo T” um
grupo ordenado o subgrupo comutador [I",I'} nfo contém elementos arquimedia-
nos. Como mostramos que todo elemento de I' é um elemento arquimediano
entdo [I",I'] = {id} . Por outro lado, um resultado inicial de Teoria de Grupos afirma
que o quociente de um grupo pelo seu grupo comutador é um grupo abeliano, No
nosso caso, como [T} = lid] temos que T'=T/[I,I"] é abeliano.

Passemos agora a examinar subgrupos T < Hom* (R) contendo elementos
com pontos fixos.

Recordemos que um elemento yy(x)=dox+4, do grupo afim com
ay # 1, define o subgrupo abeliano I'= { £ } kez cujos graficos concorrem no
ponto fixode vy, : R - R . Arelagfo entre ser abeliano e ter um tnico ponto fixo
ern comum esta descrita no teorema abaixo.

Teorema 6. Seja T < Hom* (R) um subgrupo. Se xoe R éum ponto fixo
paracadaelementode T e cada elemento de U diferente da identidade 56 possui
Xo COmo ponto fixo, entdo T ¢ um grupo abeliano.

Demonstragio: A idéia da demonstracio é a mesma. Mostramos que
(I".<) € um grupo ordenado e que todo elemento ye T diferente da identidade &
um elemento arquimediano. Gracas ao Teorema 4 do §2 concluimos que
[T.I'} = {id} . Portanto T =T/[T,I'] éum grupo abeliano. Para evitar repeticdes
de argumentos deixamos para o leitor o roteiro da demonstracio.

a) Mostre que o grafico de dois elementos distintos de T s6 se interceptam
no ponto (x,, xp) .

b) Conclua que sobre o intervalo [x, , =) sempre podemos comparar dois
elementos de T. '

¢) Dado um elemento ye T diferentedaidentidade, mostre que ¥ € um
elemento arquemediano, examinando a seqiiéncia de iterados {Y k(x)) | kez para

X >Xp.

Alguns pontos fixos de um homeomorfismo y:R — R sfo especiais e
recebem uma denominagZo prépria: pontos fixos hiperbélicos. Mais precisamen-
te, diremos que x, € R é um ponto fixo hiperbélico de y: R — R se ocorrem as
duas condi¢des seguintes:

a) xo €um ponto fixo isolado de outros pontos fixos de 7y
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b) (x4, x,) €um ponto do plano no qual o grafico de v passa do semi-plano
inferior y < x para o semi-plano superior y = x , ou vice-versa (figura 7).

figura7

Os elementos do grupo afim, ¥, (x} = aex + b, com a, # 1, séio exemplos de
homeomorfismos da reta com um ponto fixo hiperbélico. Se a, > 1, o gréfico de
Yo passa do semi- plano inferior y < x para o semi-plano superior y = x no ponto

ag — 1 g — 1
Enunciaremos a seguir o teorema de V. Solodov que motivou estas notas.
Ressaltamos que ele é uma generalizagio do Teorema 1 e tem aplicacdes na Teoria
de Folheagdes e Sistemas Dinamicos [B].

-b —b,
[ - .Quando 0<ay< 1 asituagio é oposta,

Teorema 7. Seja T < Hom* (R) wum subgrupo. Se todo elemento de T’
diferente da identidade tem no mdximo um ponto fixo, e se tem um ponto ﬁxo ele
¢ hiperbélico, entéo o subgrupo comutador {I'\T'} € abeliano.

Demonstracfo: Os grificos de dois elementos distintos o, € I' 56 podem
se interceptar no méximo em um ponto. Caso contririo o elemento ' o teria
mais de um ponto fixo e por hipétese seguiria B! o= id , ou equivalentemente
B = o . Uma contradi¢io, pois o.e B sfo distintos.

O comentirio acima & suficiente para concluirmos que (I,<) € um grupo

ordenado. Vejamos que a propriedade O, do §2 € satisfeita. Dados o,fp e T, se
nio houver interse¢iio entre os grificos podemos compari-los e decidir se
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o< f ou B <o, bastando para isto, examinar qual grifico estd acima do outro.
Caso haja intersegfio dos grificos, digamos que seja em (xo, yo), podemos
comparar os elementos o e [ examinando os respectivos grificos sobre o
intervalo [x,,ee) para algum x, >x, e decidirse o< ou B <o pois sobre
[x; , ==} Ddo ocorme nenhuma outra intersecio (figura 8).

figura 8

Mostremos agora que um elemento v, e I” com ponto fixo é um elemento
arquimediano. Vamos assumir que id <7y,, NO oUtro caso os argumentos sdo
semelhantes. Observamos inicialmente que se x, € R é o ponto fixo hiperbdlico
de v, entio (xy,xp) €0 pontono planonoqualo grifico v, passado semi-plano
inferior y < x para o semi-plano superior y= x (figura 9).

Examinemos as posi¢des relativas dos grificos da familia de funcdes

4 Eelaro que todos os graficos s6 se interceptam no ponto (x, , xo) . Sobre

lien

lv
o intervalo {x,, =) © grifico de 7’6“ estd acima do gréfico de yg pois Yy, €
uma fungfio crescente estritamente maior do que a identidade sobre este intervalo.
A situagiio inversa ocore sobre o intervalo aberto (- e, x) . Af, o grifico de
v estd abaixo do grafico de v (figura 10).

Considerando esta propriedade dos gréficos das fungGes { f,}' ten 5 80 ESCO-

lhermos dois pontos x; e x, naordem x, < x; < x, podemos escrever as desigual-
dades

Y)Y () <X <X <X, Y (e <Yl () <
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Yo
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figura 10

figura 11
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A seqiiéncia estritamente crescente {'y‘of (x2) }keN diverge para + oo, caso
contrério,elaserialimitadaeportantoconver gente.Eficilmostrar utilizandoa
continuidadede v, , que o limite da seqtiéncia é um ponto fixo de 7y, maior que
o ponto fixo x, . Um absurdo pois ¥, sé temum ponto fixo. Da mesma forma a
seqiiéncia estritamente decrescente {'y’(; (x:) :,ke . diverge para —ce .

As consideracGes acima nos permitem mostrar que y, ¢ um elemento
arquimediano.

Dado o e I'. Sejam x, , x, dois pontos tais que x; < Xp < X,
onde x, é o ponto fixo de . Como ©:R — R ¢é uma fungio estritamente
crescente femos que ofx)) < o(x;). Desde que v2 (x) 5>+ e Y2 (x) = —o
quando n — + e, podemos escolher um inteiro positivo k,, suficientemente
grande para garantir as desigualdades

"{g" (x) < ofxy) < alxy) < 7;"()«:2) . {Veja figura 11).

Agora basta aplicar o Teorema do Valor Intermedidrio paraa funco diferenca
Y g — o, Testrita ao intervalo [x, , x;]. No extremo x, ela € negativa e no extremo
x, positiva. Portanto existe um ponto x,x; <x<x, tal que ﬂ{g" )=o) .
Como & sabemos os gréficos de v e o 56 se interceptam num ponto, entio esta
interse¢do deve ocorrer sobre x. Por outro ladoy k+ (x2) > a(x,) de onde concluimos
que o grafico de y b estd acima do grifico de o em todo o intervalo [x, , ). Isto
significa que o <y%. Logo Y, € um elemento arquimediano.

Como nenhum elemento arquimediano pode estar no comuntador [T, T}
(veja Teorema 4), o subgrupo comutader é um subgrupo sem pontos fixos e pelo
Teorema 5 & abeliano.
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