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Grupos de Lie em
Equacobes Diferenciais
‘e Teoria dos Numeros

Paulo Tadeu Campos, Walterson Ferreira, Jorge Vargas'

A mnogio de representagSes de grupos de Lie ou, mais geralmente, de agdes
de grupos de Lie em variedades diferencidveis surgiu quando S. Lie considerou o
problema de estender a teoria de Galois cldssica 4s equacdes diferenciais ordind-
rias ou parciais. Neste trabalho apresentamos uma sintese dos principais teoremas
e defini¢es desta teoria, bem como uma perspectiva, muito limitada, dos desen-
volvimentos futuros.

1. Algamas Idéias de Galois, Lie e suas conseqiiéncias

Seja f um polindmioirredutivel de grau n com coeficientes racionais, Gauss
provouque f tem »n raizesem C.Se n=2, f=x24 bx + ¢ easraizes sio dadas
pelaférmula x = (- b+ Vb2 ~4¢ )/2.8e n=3 ,aférmula de Cardano-Tartaglia
permite calcular as rafzes de f em funcfio dos seus coeficientes [E). Sen=4 por
meio de transformagdes reduz-se a resolver equagBes de grau dois. Quanto ao caso
geral, Galois observou o seguinte: se ¢ : C — € & um homomorfismo de corpos e

Ri={ae C:fle)=0} entfo 1(R,)=R, .

Defato, t(l)=1 = x(m=m, VmeZ

= Tri=r Yre Q.

1 Esie trabalho foi financiado por CNPq, UnB, UFV, UF(, Univ. Nac. de Cordeba - Argenting
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n

Disto segue que se >  ro'=0, entio 0=1(0) = z rr(e) = Y ra(a).

=0 i=] i=1
Galois considerou o conjunto Gy={s: R, — R, bijetiva tal que s=1 1R},
onde T € um homomorfismo de corpos de C em C, e demonstrou o

Teorema (Galois ~ 1810) As raizes de f podem ser calculadas a partir dos

coeficientes de f e de nimeros racionais usando +,-,v, ¥, ¥, .., se, e
somente se, G, ¢ um grupo solivel.

Para uma demonstracfo veja [E].

Na segunda metade do século passado, Lie, Vessiot e outras pessoas procu-

raram estender estas idéias ao caso de equacdes diferenciais ordindrias ou a
derivadas parciais. Seja

F(13.y,...5")=0 (1

uma equagdo diferencial ordindria de ordem » . Uma solugdo desta equagio é
uma fungo real re (- g,e) — ¥(#), £> 0, que, juntamente com suas derivadas,
satisfaz a equagfo acima. De maneira equivalente, uma solugdo de (1) é um
subconjunto §  IR? talque § sejao grafico de uma fungiio y: (e,e) — IR que
satisfaz (1). A partir de agora, vamos considerar as solucdes da equagiio (1) como
subconjuntos de IR? . Seja ¢,, a€ IR ou a e (-8,8) , uma familia de difeomor-
fismos de IR* tal que ¢, = identidade e ¢ ,.,,=0.0¢,, para todo a,b em
(-6,0) talque a+be (-5,8).

Definicio (Lie) c:%} estabiliza a equagdo (1) se, para cada solugiio Sde (1),
$.{S) & solugfo para todos os valores pequenos de a .

Exemplo: Considere a equacio diferencial

F(tyy )=y -y=0 2

cujas solugbes sdo S.={(#ee'):te IR}, ce IR éuma constante qualquer.
Seja 6,(t,y) = (+,e°y) . Para cada valor real de a, ¢, ¢ um difeomorfismo que
verifica a condi¢do ¢, = ¢, 0 ¢, . Observe ainda que, paracada c e IR,

$.(t,ce’) = (t,ceve' ),

sendo portanto ¢, (S.) uma nova solugfio de (2).
A equagiio (2) admite ainda uma outra familia () ,

(lljb) (I!y) = (I+ bs eby) ]
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que a estabiliza. De fato, y, 0y, = (1+ 5’ + b, eb b y) =y (1).
Como )

v, (tice?) = (t+ b, ce™?) = (x,ce*)
temos W, (S)=S. para cada solugdo S. de (2). Portanto, a equagio
y' —y=0 admite dois grupos ¢, v, ,dependentes dos parimetros ae b quea
estabilizam. Agora,

™,

b, (t+ b, ety) = (1 + be%e®y) =

d?a oY (t!y)

W (t,e"y) = wb o ¢a(f:)?);

assim, se O(a,b)=¢, 0y, entio 8:IR> - Dif (IR?) é um homomorfismo de
grupos, ondeem [R? estamos considerando a adigo usual de pares ordenados ¢ em
Dif (IR?) acomposigio de funcdes, o que expressamos dizendo que a equagio (2)
admite um grupo a 2 - pardmetros. Isto levou Lie a definir o conceito de grupo de Lie.

Defini¢fio: Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G que admite
umna estrutura de grupo tal que a aplicagfio (xy)e G x G — xy' e G édiferencidvel.

Exemplos:

a) (IR, 4)

b) Gl(nIR)=|A e IR***: det A= 0. De fato, GI(n,/R) é um subconjunto
aberto em IR"*". A aplicagio xy~' é uma funcfo racional dos coeficientes
x ey, como se deduz da regra de Cramer para inverter matrizes. O denominador
de cada fungdo racional é dety , que € diferente de zero. Portanto, se fixarmos em
GI(n,JR) a estrutura diferencidvel induzida GI(n,IR) € grupo de Lie. Note que
Gi(n,IR) éum subgrupo de Dif(IR") .

¢) SL(2,IR)=|A € IR**2:detA=1] & um grupo de Lie. De fato, seja
F:IR2*2 5 IR dadapor FfA)=detA-1.

Entio ‘

SL(2,/R)=1|A € IR**2: F(A)=0}].

Agora um pequeno cilculo mostra que dF, 20V A € SL{2,IR) ; portanio segue
do teorema da funcfio implicita que SL(2,IR) é uma subvariedade diferencidvel

de IR?+? ., Prosseguindo como no caso de GI(n,IR) concluimos que SL(2,iR) é
um grupo de Lie.

Defini¢io: Um grupo de Lie G ama em uma variedade diferencidvel M
por 8 se O:G — Dif(M) é um homomorfismo de grupos tal que a aplicagio
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GxM—- M, (g.m)— 8(g)m), édiferencidvel,

Por exemplo

a) SI(2,JR) anaem H=|z=x+iye C:y>0} por

az+ b b
8{g) -z= se g=[jd].

cz+d

b} Também SI(2,IR) atnaem IR pela férmula

ax+b _ab
B(g) 'x_c.t+d, se g_{CdJ

c¢) Gi(n,IR) atua na variedade de polindmios homogéneos, de grau 4, em
n varidveis pela férmula

0y s ) =R, L X)E)

d) SL(2,IR)} atua no espago Hol(H) das fungSes holomorfas em H pela
férmula

[P 12y =1 (6(¢) - 2) .

€) Seja G o grupo das isometrias de IR*. G atua no espago C=(IR*) das
fungdes diferencidveis em /R" pela férmula

AMeIxy s o, x) =g, ., %)) .

f) Seja G o grupo das transformagdes conformes de /R* . Entio G atuaem
C=(IR") pela férmula

[t(g)f1(x)y =g~ (x)) .

Observagfio: Nos exemplos d, e e f, as variedades sdo de dimensio infinita.
Nesse caso, exigimos apenas a continuidade da aplicago (g,m) — 6(g)(m). Em
Hol(#) fixamos a topologia da convergéncia uniforme em compactos e, em
C~(IR") , a topologia da convergéncia uniforme em compactos da fungZio e suas
derivadas.

Exercicio: Verifique que as fungdes 8,(g) (d = 1), 6(g), Mg) e 1(g) sdo ope-
radores lineares nas “variedades” M, onde definimos a respectiva acfio, e que
fla(g) nfio & um operador linear em /R , exceto em casos muito particulares de g.
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E claro que se conhecermos os grupos de Lie que atuam em IR? , podemos
determinar aqueles que deixam estdveis as solugSes de uma equacio

™,

Flty,y ...,y =0

Recordamos que um grupo de Lie, atuando em IR?, deixa estdvel uma
equacdio se 8(g)(S) € uma nova solugdo da equagio para cada solucdio Se cada g
préximo da identidade de G.

Suponhamos que um grupo de Lie G tenha dimensfio » e deixe estdvel a
equacdo de ordem # F(ty, ..., y")=0. Lie provou o seguinte

Teorerna: Se G € solivel entdo as solucdes de Firy, ....y™=0 podem
ser calculadas usando as operacdes de soma, produto, composigio, exponencial e
céleulo de primitivas de funcSes reais de uma varidvel real.

Para uma demonstracfo ¢ descrigio do método, consulte [O1, pag, 159].

Para o caso de equagfes a derivadas parciais nio existem teoremas tfo gerais.

Em geral, o cdlculo de um grupo de Lie que deixa estavel uma equagiio é
complicado. Por sorte, Lie descobriu como algebrizar este processo. Para isto,
recordamos que se G é grupo de Lie, entfio os campos vetoriais em G que comutam
com as translagdes & esquerda por elementos de G € uma algebra de Lie com a
operacfio [X,Y] =X o Y- Y o X . Prova-se que esta dlgebra de Lie tem dimensfo
ignal a de G e que dois grupos de Lie sdo Jocalmente isomorfos se, e s6 se, suas
dlgebras de Lie sdo isomorfas como dlgebras. Para conhecer a dlgebra de Lie do
grupo de Lie G, que deixa estivel a equacdio F(ty,...,y")=0, procede-se
assim: pensemos em G c Dif(JR?} ; entdo sua dlgebra de Lie L(G) esta contida
no conjuntos dos campos vetoriais em IR? . Um elemento tipico X em L (G) €

Jd d
X=E(ty) 5% o(y) >

Seja X = Z 9 ﬁ com
i=0

OO =E, o0 = ¢, §9 = DY) — DEWD (22),

dh oh
— feb) 7 = (1} (2) Y,
onde Dh = % o+ E“ y 3y’ h=h(ty,y" ¥y, )

s OF
Entio Xe L(G) =] X(,,}F 2 ¢(¢) N

i=(}

y(-‘")
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éigual a zero nos pontos (£,y,y" ... ¥) onde F(Ly,..., " =0, [01,Teor. 2.71].

Exemplo Aequacio h

S A G(#+y?) ¢invarante pelo grupo das rotagBes com centro (0,0)
t+yy
em [R*.
De fato,
cos@ —senB) (¢ ) _
q)ﬂ (I,y) - [sen(—) cos® ] (yJ > ¢B+t - % a ¢’t .

O otangente € X a+ta
cam =—y—+r—.
P & yat oy

__, 9., 9 nay 9
X(l}——yat"'f ay+(l+(y))ay"

Um célculoe direto mostra que X,F =0 onde F=0 sendo

B =y
Ftyy) = tr oy G+ y%) .

Portanto a equagiio diferencial pode ser integrada. Se escrevermos esta
equagio na forma

(t=yG)dy — (y + tG)dt = 0

verificamos que 1/(x* + y*) ¢ um fator integrante.

Em geral, se o sistema x* = P(x,y), v’ = Q(x,y) admite um grupo {9,) a um
pardmetro que o estabiliza, um fator integrante da 1-forma Qdx — Pdy

.
€ “P—n —1Q§’ , S€ j; ,:0=§a%+ Tla% e Pn— Q&= 0. Portanto a equagio pode

ser resolvida por quadraturas [O1, pdg. 138].

Deve-se ter cuidado com o fato de sistemnas equivalentes poderem ter grupos
de Lie, que os estabilizam, muito diferentes. Por exemplo o grupo de Lie da

equagiio y* =0 tem como dlgebrade Lie {X= ﬁ% + n% b

Etyy=a) +a.t + ay + agty + by

NEY) = b+ ot + bay + bty + a2,
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onde a,, ... b, sio nimeros reais arbitrarios.
. . d d
Um sistema equivalente ay” =0 é 2 =¥, 9.
dt dt
Este sistema & estabilizado por uma algebra de Lie de dimens#o infinita, a saber
d
Xe = E:;_ + &y 15—
0y,

d
Yen=0ng+h) —+yzg 3y
2
onde &=E&(t,y1y:) , 8 =80y — ay2) , = h(y1 — ty:,y,) sdo fungBes arbitrérias.
Lie provou que o grupo de Lie que estabiliza uma equagio de 2° ordem tem
dimensfo menor ou igual a 8, sendo de dimensfo & para a equacio y" =0.

Problema: Prove que o grupo de Lie estabiliza

Y =Fyy ...,y

é de dimensfio finita e obtenha uma estimativa da dimensiio em funcfio de
neF.

Esta teoria também pode ser aplicada a equactes diferenciais ordinarias com
vérias incOgnitas ou a equagtes diferenciais parciais com as devidas modificagSes
nas defini¢Bes. Isto motivou Lie propor o seguinte

Problema: Dada uma variedade diferencidvel M encontrar todos os grupos
de Lie G que atuam em M. Isto é, encontrar todos os subgrupos G < Dif(M) tais
que G é um grupo de Lie e a aplicagiio (gm)e GxM — gim) e M ¢
diferencidvel.

Este problema foi resolvido por Lie nos casos em que dim M =1 ou 2; por
Lie- Page para dim M = 3 ou 4; por Kowaleski-Beutner, se dimM=50u6, veja
[Hel].

Como GL(n,IR*) c Dif(IR"), o problema acima para M =IR* sugere 0
seguinte problema mais simples: determinar os subgrupos de Lie de GL (#,/R"} .
Este tltimo problema ficara resolvido se formos capazes de resolver o problema
de Killing (1880): ‘

Fixado um grupo de Lie G, determinar os inteiros # tais que
G < GL(n,IR) isto ¢, encontrar as ages 6 de G em IR tais que 8(g) seja um
operador linear bijetivo (isomorfismo) em IR" .

Para grupos de Lie compactos o problema de Killing foi resolvido por
Cartan-Weyl [Wa]. A titulo de exemplo, descreveremos todas as representagdes

1
£
{ :
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irredutiveis de SL (2, IR) . Cabe ressaltar que para um grupo de Lie solivel ou
nilpotente ndo sfo conhecidas todas as suas representagoes.
Definimos uma representacdo de um grupo de Lie G em'IR® como sendo

um homomorfismo 6 : G — GL(n,/R) tal que a aplicagio
(x,y) € IR"x G — B(g)(x) € IR"

& contfnua. Por definicio uma representagiio (8,IR") ¢ irredutivel se para todo
vetor nfo-nulo v e IR* o subespaco gerade por {e(g)v, gE G} §IR*. Qu, de
modo equivalente, se para todo subespaco W de IR" tal que

B(g)W c W, Vge G, tem-=seque W=[0lou W=IR".

Agora descrevemos as representacGes irredutiveis de SL (2, /R). Para
cadan=1,seja V,,, oespago das fungdes polinomiais em /R?, homogéneas de
grau n; portanto dim V,4, =n+ 1. Seja R : SL(2,JR) = GL(V,,) definida por

{10 (8) f] (xy22) = fllx),x2)8)

Seja (r,IR) a representaciio de SL (2,IR) em IR , definida por m,(g} v=v
Vge Geve IR,

Teorema a} (m,.,,V,.:) € uma representacio irredutivel de SL (2,IR)
paracada n =0,
b) Estas sdo todas as representacBes irredutiveis a menos de equivaléncia.

2. Representacoes de grupos e operadores diferenciais

Suponharmos agora que G atuaem M por 8 . Seja D um operador diferencial
em M que comuta com G isto & se 6,f denota a aplicaciio
(8, N(x) =f(B(g™")x) , tem-se que D(B, /) =8,(Df), para cada
fe C~(M)e ge G. Entio KerD, ou, mais geralmente, se L e C estd fixado,
Ey:={f: Df=2f temapropriedade de que se fe E, entio 8, ¢ E,, pois

D(8,) = 0,(Df) = 0,(Af) = AB,(A ,

para fe E, . Se fixamos em C-(M) a topologia da convergéncia uniforme em
compactos da funco e suas derivadas, um problema que surge € analisar a
irredutibilidade para a representagio de Gem £, definida por 0, f,isto é, se para
todo hem E, , ndo nulo, o subespago gerado por «s hige G> é denso em E .

A resposta depende de G, M, A e D . Atitulo de exemplo, consideramos:
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M = IR, G = grupo das isometrias euclideanas, 8 = inclusdo de Gem
Dif(IR") e D = A o laplaciano usual. Como estas hipdteses temos
AN

Teorema (Helgason) [Hel]. SeA # 0, arepresentagio de Gem Ey € irre-
dutivel.

Se A =0, E, consiste do espago das fun¢Ses harmdnicasem IR" earesposta
& negativa, 34 que as fungBes polinomiais harménicas de gran d formam um
subespaco invatiante por 8, (g uma isometria de /R" ). No entanto, se conside-
rarmos o grupe H das transformagOes conformes em IR", entdo Helgason
demonstrou que H atua escalarmente jrredutivel em IR, isto é, os unicos
operadores lineares continuos em E, que comutam com todos os operadores
definidos por H sdo os miltiplos da identidade.

Desta maneira as representagdes de grupos contribuem para construir solu-
¢des de equagdes diferenciais e, por outro lado, as equagdes diferenciais contri-
buem para a construgo de exemplos concretos de representagdes de grupos.

3. Aplicac¢bes a Teoria dos Niumeros

Euler demonstrou a existéncia de infinitos niimeros primos usando a identidade

P={2357, ..}, s>1,

raciocinando da maneira seguinte: se tivesse umniimero finito de mimeros primos,
o segundo membro, para s = 1, seria um mimero finito, entretanto, o primeiro

membro é 2
n=l|

RS

= oo . Absurdo!
Dirichlet usou esta idéia e representacdes de grupos para provar o seguinte
Teorema: Se a e b sfo ndmeros naturais, a < b e mde(a,b)=1, entfio a

progressio aritmética {a + nb , n € Z | contém infinitos primos.

[Por exemplo, como todos os primos, exceto 2, sdo impares, a progressao
aritmética 1+ 2n contém infinitos ndmeros primos].

Para demonstrar o teorema, Dirichlet procedeu mais ou menos do seguinte
modo:

Fixe a e b naturais, com a < b e mde (@,b) = 1, e seja
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. . I 1
8(p) = 1, sepé primo em atnb;
0, caso contrario .

-
S

8(n . . < e
Portanto se provarmos que ¥ % = oo concluiremos que existemn infinitos
nzl

primos na progressio aritmética {a + nb }. Agora, U(Z, ) - elementos inversiveis
em (Z, ,.} - € um grupo abeliano, portanto admite A = cardinal (U(ZZ, )) repre-
sentagBes ¥y =1, %2 4o, X e C,0usejay: UZ, ) — C e

x; (nm} =y (n) y;(m} . Dirichlet as construiu explicitamente. Como na teoria das
séries de Fourier (descoberta quase na mesma época em que este teorema foi
demonstrado) Dirichlet prova que 8 = Cy + ... + Cix,,  C; niimeros comple-

xos. Além disso, tendo definido L(s,x)= Z % onde sz & inteiro e

n=l
X : U(Z;, ) — C* é uma representacdo, le demonstrou também que:

i) €, #0, usando a teoria de formas quadrdticas desenvolvidas nas “Disqui-
siones” de Gauss que eram recém- nascidas!

i) L(1,%; € um ntlimero finito para j>2 .

Como
ig= Y Y% 1b=m,
o<reh rzQ r+n
mde(r,b)=1
0
tem-se que . &)
nzl

Esta foi talvez a primeira aplicagfio da andlise harménica & teoria dos
nimeros.

Sejam V um espago vetorial real de dimensdo # par, {v,,...,v,} uma base de
V,L={ve V:v écombinagiioc linear com coeficientes inteiros de v, , ... v,l} .Por
tltimo, fixemos uma forma quadritica g em Vtal que g (v) & inteiro para cada vem L.

Atualmente, trabalha-se intensamente no seguinte

Problema: Para cada natural m estimar o ntimero r.(m) de elementos do
conjunto {v e L:glvy)= 2m] .

Uma idéia classica para atacar este problema é considerar a série

8@) =Y, rifm)e™ . 3(z2)>0.

mz0
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Como as propriedades de g se refletem nos coeficientes da série de poténcias
que a define, segue que obteremos informacdes sobre r,(m) .
Usando séries e transformadas de Fourier prova-se que -

&(—1/2) = (iz)"* g(2)

E evidente que g(z + 1) = g(z) . Agora olhemos isto sob um outro angulo.
Lembramos que o grupo SL(2,IR) atua no semiplano superior H por

_a+b _(ab
G(g)-z—cz_l_d ch_(cdj'

SL(2,IR) contém o subgrupo SL(2,Z ) : =|A e 22 : detA = 1}. Este subgru-
po € gerado pelas matrizes [L]
G 1y (11
-1 0’|0 1|

As equacBes acima implicam que

az+b}_ Wit pas2 ab
g(CHdJ—(CHd) ivtg(z), |41 €SLRZ ),

ou seja

+b
+d

(cz+ dy2 1 g[“z ]= 8@), VgeSLQZ) .
cz
Consideramos agora a seguinte observaggo devida a Bargman [L].
Seja W o espago das fungdes holomorfas no semiplano superior H. Fixemos
n natural par. Para cada fe W, seja

[7,00) - f] (1) = (cz + d) ™2 2 f {“Z b b], x= [j fi]c—: SL(2,IR) .

cz+d

Entio m.(x) é um operador linear de W em W e m,(xix;) = ®,(x)7.(x2)
V x,.%; , ou seja, (m,, W) éuma representacio de dimensdo infinita de SL(2,/R)
e nossa funciio g é um vetor fixo pelo subgrupo SL(2,Z). Este problema e outros
problemas da teoria dos nimeros motivaram o seguinte

Problema: Se G é grupo de Lie, I' « G um subgrupo discreto e (, W) uma
representacio de G, caleular

S=dimcfve W:n(ypv=v, Vye T}

No caso de representagbes integrdveis de um grupo G semi-simples e
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G/T compacto, é possivel calcular o miimero S. Ver [Sc]. Para o caso G/T" nfio
compacto, pouco se conhece [L1].

Uma das 1iltimas aplica¢Ses de representacSes de grupos-de Lie a teoria dos
nimeros constitui o seguinte resultado de Margulis [M].

Seja gfxi,....x,) =Y a;x;x; uma forma quadritica nfo degenerada em
IR" , n 22 . E facil verificar que se existem A em IR, byem @ tais que g; = Ab;
Vij, entdo [g(v) :v e Z¢] é um subconjunto discretode IR .

Margulis provou a reciproca:

Se nz3,elg(v):ve Zn | € um subconjunto discreto de IR entdio existem
AemIRebyem @ taisque a;=Ab; Vi,j.Istoé, géproporcional auma forma
racional.

Qutro problema em representagdes de grupos de Lie € o seguinte:

Todo grupo de Lie G admite uma medida de Radon p tal que
LxAY=wA),Vxe G,A mensurdvel. Esta medida é inica, a menos de cons-
tantes positivas (Teoria de Haar). Fixemos uma dessas medidas dg. Uma repre-
sentacfio (m,V) emum espago de Hilbert (V,<,>) se diz de quadrado integravel se

j P<m(g)v,w> R dg < oo Yowe V.
G

(Aqui supomos que G nio tem centro, o que se verifica se G & simples).

Se G éum grupo de Lie simples, Harish-Chandra [HC] determinou quando
G admite representagdes de quadrado integrdvel e deu uma parametrizaciio deles.

Se agora Hc G um grupo de Lie simples, um problema de interesse é:

decompor V como H - representagdes, denotadas por resy(V), V visto como
H - médulo. :

Pela teora espectral tem-se que

tesa(V)= Y nVi+ [ tWar,

i=1 X

onde V;, W, serdo representacBes unitdrias de H , n, € Nu {oo} e IRV {w} .

Em [V] provamos que V;sdo representacSes de quadrado integrivel de
H e W, sio representagSes temperadas de H.

Por exemplo, se
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1 1
G =50 (n,1)={AeIR("“)“("*””A ( g JA_:[ “ 1)}
-1 -

entdo segue de [HC] que G admite representacdo de quadradointegravel se, € 56
se,népar. Seja n=2k eseja H={Ae G:A - e =¢].Entlo

H = S0(2k— 1,1) ¢ portanto H néio tem representacdes de quadrado integravel.
Assim

resy(V) = J. t. W, dr.
X

Usando teoremas de Harish-Chandra podemos provar que W, € uma repre-
sentacio que denominamos série principal unitdria. O problema que subsiste €
determinar f ; cremos que t,=1 e que resy(V) € uma representagio induzida
de um subgrupo maximal compacto de Hem H .

A ligacio de representagdes de quadrado integrivel para G =50(2n,1) ¢
operadores diferenciais € a seguinte:

G alua na bola unitaria B, de IR por transformacdes homogrificas. Para
cada representacdo de quadrado integravel de G Schmid em [Sc] define um espago
F, de fungdes em B, a valores vetoriais, ¢ um operador eliptico D em F, de
modo que o espago das fungdes de quadrado integravel que sdo solucBes da
equacio Df=0 constitul um modelo da dita representagao.
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