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O teorema da funcao aberta e sua
consequéncia na analise local de

fungoes de classe C*

Antdénio Zumpano

Neste artigo, vemos descrever, anclisar e comentar o teorema da
aplicacdo aberia de Banach e sua consequéncie na andlise local das
funcgées de classe L. Apresentaremos uma demonstragio onde os con-
ceitos envolvidos podem. ser, a nosso ver, melhor discernidos. Acredita-
mos que ume chordagem via existéncin de inversa & direile solisfazendo
determinada condigdo simplifica o processo iterativo usado ne literatura
corrente. Em sequida, daremos umo versdo generolizada do teorema do
ponte flre de Banach, que possibiliterd a apresentacdo do teorema do
funcdo sobrejetora dentro do contexto de teoria de ponto fize. A obor-
dagem que foremos € bemn diferente das apreseniadas nos tratados e nos
livros didédticos. Veja, por exemplo, [1], p. 154, [2], p. 378 e (8], (10.1)
exercicio 8, (10.3) exercicio 1.

O teorema da aplicagio aberta ocupa um lugar de destaque dentro da
Anélise Funcional. Resultados fundamentais como o teorema do grafico
fechado e o teorema da limitacio uniforme podem ser dele derivados.
Por sua vez, ¢ teorema da funcio sobrejetora, mesmo que algumas vezes
nem seja citado como um teorema fundamental, é a parte essencial do
teorema da funcho inversa e, consequentemente, do teorema da funcao
implicita. Ele mostra, de maneira surpreendente, comoe propriedades
locais podem ser obtidas através da aproximacdo linear da derivada. Na
verdade, a propriedade da transformacio linear (a derivada) é localmente
herdada pela fungdo nfo linear; ¢ é principalmente nisso que consiste a
analise matemaética.
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No contexto em que trabalharemos, os espacos vetoriais sao de di-
mensdo infinita. Tais espagos surgem naturalmente ac considerarmos
espagos de fungdes ([4], exemplo 16, p. 53). Entretanto, a estrutura de
espaco vetorial ndo €, na maioria das vezes, suficiente para a obtengio
de resultados fortes. Para isso, é necessiria a insercio de uma estru-
tura topolégica nestes espacos. Ao contrario do caso de dimenséo finita,
nao existe algum isomofismo natural que permita a introducio de uma
topologia ([4], teorema 10, p. 107 e teorema 10 e Corolério, pp. 383/4).
Ainda mais grave: ndo é possivel, em muitos exemplos relevantes, intro-
duzir uma topologia gerada por um produto interno (como a tratada
por Hoffman e Kunze, [4], Capitulo 8 e seguintes). Trabalharemos
com topologias geradas por uma norma ([5], Capitulo 1, exemplo 6),
mas salientamos que algumas vezes nfo é possivel proceder assim: é
necessirio recorrer a estruturas topolégicas mais gerais.

Comegaremos com um teorema elucidativo para a andlise heurfstica
do teorema da aplicagfo aberta, que discutiremos e enunciaremos em
seguida. Dizemos que uma aplica¢do é aberta quando a imagem de todo
conjunto aberto for um conjunio aberto.

Teorema 1 Sejam X,Y espagos vetoriais normados e L X — Y uma
aplica¢do linear. As trés afirmagdes sequintes sdo equivalentes:

(i) L é aberta;
(i) Eziste r > 0 tal que B(0,1) C L(B(0,r));
(i) Erxistem wma fungdo M 1Y — X e uma constante ¢ > 0 tais que,

1M ()| < clly]l e (Lo M)(y) =y para todo y € Y.

Observacéo Se I for aberta, evidentemente L é sobrejetora, pois L (X)
é um subespago aberto de Y; portanto L(X) = Y. A afirmacio (5ii)
diz que I possui uma inversa a direita que satisfaz ||M (y)]| < ¢y para
todo y € ¥, mas M nado é necessariamente linear, como veremos mais
adiante. Observe que I ser sobrejetora decorre imediatamente também
de (i), pois uma aplicagio é sobrejetora se e somente se possui uma
inversa & direita.

O teorema da aplicagio aberta trata da seguinte questio: uma apli-
cagdo linear sobrejetora é aberta? Nesta pergunta, estamos lidando com
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implicagbes de conceitos concernentes a estruturas distintas: a esiru-
tura topolégica e a estrutura algébrica. O vinculo criado entre essas
duas estruturas - quando se exige que as operacdes algébricas sejam
continuas (consequéncia imediata da definicio de norma; veja, compar-
ativamente, a defini¢ao de espago vetorial topoldgico em [6] ) - implica,
como vimos acima, que uma aplicacdo linear aberta seja sobrejetora.
Seria interessante, e também muito importante, obter a reciproca deste
resultado, pois conseguiriamos com issc garantir sempre a continuidade
da inversa de uma bijegao linear. 1 claro que ndo podemos esperar que a
reciproca seja verdadeira com esse grau de generalidade, pois estariamos
conchiindo que toda bijecdo linear é um homeomorfismo linear, o que €
falso (veja exemplo 1, abaixo).

Analisemos, entretanto, um caso particular: suponha que o espaco YV
tenha dimens&o finita e L seja uma aplicagéio linear sobrejetora. Neste
caso, é facil mostrar que L possul uma inversa & direita que satisfaz
a condigdo (i4i), e portanto L é uma aplicacio aberta. De fato, seja
{v1,v2, ..., v} wma base de Y. Como L é sobrejetora, escolha para cada
i=1,2,...,n, um vetor u; em X tal que L{u;} = v;. Seja M Y — X
a aplicagfo linear definida por M (v;) = u,. A funcio M assim definida
claramente satisfaz a condicao (iii) ([5}, p. 238).

No caso geral, para conseguir algum resultado nessa direcdo, pre-
cisamos acrescentar algumas hipéteses de cardter topolégico e estrutu-
ral, como a continuidade da aplicacdo L e a completeza dos espagos X
e,

Demonstragao do teorema 1:

(i) = (ii): Suponhamos que L seja aberta. Entfo, L(B(0,1)) é
aberto em Y. Como 0 € L(B(0,1)), existe £ > 0 tal que, B(0,e) C
L(B{0,1)). Pela linearidade de L temos que B(0,1} € L{B{0,r)), onde
r=1/e.

(i) = (#ii): Sejay € Y, y # 0. Como y/(2||yll) € B(0,1), escolha
z € B(0,7) C X tal que L{x) = y/(2liy||) e defina

M{y) = 2|lyjl=, M(0)=0.
A funcdo M : Y — X assim definida satisfaz (iii) pois,

(Lo M)(y) = L@2lyll=) = 20y )| L(=) = 2llyl| (m) =y
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1M ()] = 2llyli-ll2]] < 2rflyll, ¥y eY.

(i4d) = (i): Decorre de (iii) que,
Vex0, B(0,¢) C L(B(0,ce)),

o que implica que L é aberta: com efeito, dados =g € X e § > 0, devemos
mostrar que L(B(zg, §)) é aberto em Y. Para isso, sejam o € B (x, 8) e
b= L(a} &€ L(B(zp, §)). Mostraremos que existe ¢ > 0 tal que B(b, ) C
L(B(zg, 8)).

Sey € B(b,¢), entdioy—b € B(0,¢e) C L(B(0,ce)). Logo, y—b = L{z)
para algum = tal que [[z]| < cs. Dai, y = L(z +a) e

iz +a —zoll < llz|l + fla — wo|| < ce + ||la — wg||.

Tomando ¢ = (§ ~ ||la — xg|})/c, temos que © + a € B{xg,d) e portanto
B(b,e) C L(B(xp,4)). O

Exemplo 1 Vejamos um exemplo simples de uma bijecio linear de-
scontinua. Seja X um espago vetorial normado completo de dimensdo
infinita. Seja B C X uma base de Hamel normal para o espago X, i.e.,
B € um subconjunto maximal de vetores unitirios linearmente indepen-
dente, ou seja, todo elemento de x possui uma Tepresentacac unica como
combinag&o linear finita de elementos de B. Como X é completo, o con-
junto B nao pode ser enumerdvel: se fosse, X seria unido enumerdvel de
subespagos de dimenséo finita, contrariando o teorema de Baire ([6], p.
52). :

Note que a cardinalidade de B pode ser maior que a cardinalidade
da reta. Se, no entanto, X for separdvel, entdio sua cardinalidade é a do
continuo, pois todo espago métrico separdvel pode ser topologicamente
imerso no cubo de Hilbert, para o qual existe uma curva de Peano ([5],
p. 281).

Portanto, B contém um subconjunto B’ que estd em bijecio com o
intervalo (0, co). Podemos entdo indexar os elementos de B’ tendo como
conjunto de indices o intervalo I = (0, ), ou seja, B’ = {e¢)}res. Defina
uma aplicag@o linear L : X — X por

L{eyn) = dey e Luw)y=nu se wuweB-B.
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Temos assim, uma aplicagio linear sobrejetora que nao é aberta, pois sua
inversa nfao ¢ continua, mesmo sendo o espaco X completo. Na verdade
a propria aplicacdo I também nao € continua.

Exemplo 2 Vamos aproveitar o espago X do exemplo acima para con-
struir uma bijecio linear continna que n#o seja aberta. Defina em X a
seguinte norma:

|zl = laa| + ... + Lo,

onde x = aqu] + ...+ apun, w; € B,4=1,2,...,n. Temos que,
el = Jlatwr + ... + apun|| € |at] + ... + |an] = |l=]1,

para todo 2 € X, onde ||-|| é a norma original de X. Portanto, a aplicaco
identidade é uma bijecdo linear continua de (X, |- {1) em (X,] -|}.

E facil ver que o espago (X, || - ||1) néo é completo, pois a sequéncia
definida por

1 1
Ty = U1 + -2-1','.2 +...+ Z—n'u,.m ('n, =1,2,3,- - )
é uma sequéncia de Cauchy que néo converge, onde {iuy}ney C B, u; #
u; 8e i 7% § para todo #,5 € IV. Decorre daf que a aplicagio identidade
ndo é aberta, pois se fosse, teriamos um homeomorfismo linear entre
(X, I-111) e (X,]|-]1), o que seria absurdo, visto que (X, | -||) é completo.

Exemplo 3 Um outro exemplo de uma bijecdo linear continua nao
aberta é o seguinte: seja X o espaco das funcdes reais de classe ¢1
com dominio no intervalo [0, 1], ou seja, X = C{([0,1], k). Podemos
definir em X duas normas,

5|1 = max [u(2)| + max |« (2)] e laz|| = max [u(t)].
A aplicacéo identidade de (X, || - ||1) em (X, || - ||} € uma bije¢do linear
continua, mas néo aberta, pois o espaco (X, || - ||) néo é completo.

Estamos prontos, depois de termos visto os trés exemplos acima, para
enunciar o teorema da aplicagio aberta de Banach {compare os exemplos
acima com as hip6teses do teorema da aplicagdo aberta). Lembramos
que um espago de Banach é um espaco vetorial normado que é completo
(em relagio a sua norma).
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Teorema 2 (Teorema da aplicagdo aberta de Banach) Sejam X,Y espagos
de Banach ¢ L : X — Y uma aplicagdo linear continua e sobrejetora.
Enido L € uma aplicacdo aberta.

Observacgdo Trataremos agora de questdes um pouco mais sofisticadas;
a leitura desta observagio nfo é necessiria para a compreensio do res-
tante do texto. Como veremos na demonstragio deste teorema, a. hipbtese
em questao sobre o espago ¥ n#o é exatamente a sua completeza, mas
sim o fato de ser da segunda categoria (veja (6], p. 41 para a definicio de
conjunto magro e de segunda categoria). Mais precisamente, o teorema
da aplicagdo aberta é vélido com as seguintes hipéteses mais gerais: X
um espago vetorial normado completo, ¥ um espago vetorial normado,
L : X — Y uma aplicagio linear continua ¢ a imagem L(X) de L um
subespaco da segunda categoria em Y. O exemplo que daremos em
seguida mostra que existem espagos normados de Baire que ndo sio
i completos,

Exemplo 4 Seja E um espago normado completo ¢ B uma base de
Hamel em E (veja exemplo 1, acima). Sejaid = {u1,ua,...,un,.. .} C B,
com u; # uj, se i # j. Defina B = B—U e B, = [B'U {u1,...,un}]
(n=1,2,...) onde [A4] denota o espago gerado por A. Vemos que

00
f B = En,
n=1

donde concluimos que algum FEyp é da segunda categoria em E. Apli-
cando o exercicio 31, p. 205 da referéncia [5], concluimos que E, é da
segunda categoria em si mesmo. E facil ver que todo espaco vetorial
normado da segunda categoria em si mesmo é um espaco de Baire, isto
€, satisfaz & seguinte propriedade: seus abertos sao da segunda catego-
ria nele. De fato, tome A C E, aberto. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que 0 € A. Concluimos

En= | k4,

donde obtemos kA (para algum k) e portanto A da segunda categoria
em E,. ‘
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Observe que para E,, ser da segunda categoria em £, é necessdrio que
ele seja um subespaco denso; caso contrario seu fecho seria um subespaco
préprio e fechado, e portanto com interior vazio. Logo, seria magro em
E. Isso mostra que E, néo é completo.

Porém, h4 subespacos densos que sdo magros (por exemplo, Ly C Ly
é denso em L1 e também magro em L1, veja [6]). O espago (X,] -
) do terceiro exemplo acima é magro nele mesmo, pois, pelo teorema
da aplicacio aberta, se ele fosse da segunda categoria nele mesmo, a
aplicacdo identidade seria um homeomorfismo linear.

Essas hipéteses “aparentemente” mais gerais para o teorema da apli-
cagdo aberta podem ser iteis quando néo se sabe, a priori, se o espago ¥
¢é completo ou se a aplicagio L é sobrejetora. Mas, quando da aplicacio
do teorema da aplicacio aberta, trata-se na verdade de um eufemismo,
pois tendo concluido que L é uma aplicacdo aberta, vimos, no iniclo, que
ela é necessariamente sobrejetora, ou seja, L(X ) = Y. Decorre entfo que
Y é linearmente homeomorfo ao espago quociente X /ker(L) ([6], p. 47).
Portanto, ¥ é completo, pois o espago quociente € complete. Para o caso
geral deste teorema com espagos vetoriais nao normados, veja também
6], p. 47, [7], p. 75 e (8], (12.16.8). '

A demonstracio do Teorema 2 se baseia no seguinte lema:

Lema 3 Sejam X, Y espacos vetoriais normados e L 1 X — Y uma
aplica- ¢do linear continua. Suponho que X sejo completo e que existom
fungdes M Y — X, 0 :Y =Y e constantes ¢ > 0 e A, 0 < A < 1 tais |
que,

MO < elyll, el S Myl e (LoM)(y)=y—ely), Yyey.

Entio I possui uma inversa & direito M tol que

~ C
18I < =l ¥yev.

1=

Observacao Podemos dizer que a funcdo M é quase uma inversa a
direita de I, pois L o M é uma “pequena” perturbacfo da identidade.
A funcBio M satisfaz a condicdo (iii) do Teorema 1, donde podemos
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concluir que a aplicagio I é aberta e sobrejetora. Uma versio deste
lema para espagos métricos pode ser encontrada em [8], (12.16.8.2).

Demonstrag¢do do Lema 3:
Paran = 0,1,2,... sendo (po(y) =y,¢"(y) =vopo...on(y) (n
vezes), temos que
o™ ()il < A"[lyli vy € Y.

Temos entdo que [|M " ()| < clle™ )]l < eA®lyl, Yy e Y.
Defina M 1 Y — X por

co
W) = 3 o).
n=0

Como X é completo e 0 < A < 1, a série é convergente em X e portanto
M estd bem definida. Além disso,

«

oG o0
1M (I < D iMe™ () < ellyll DA™ = [l
=0 n={)

Y

(Lo M)y) = 3o LMy"™(y) = 3 (") — ")) = v,
=} =0

pois [ € linear e continua e ¢™(y) - 0 quando n — oo, para todo y € Y.
Logo, M é uma inversa & direita de L e satisfaz & condicio do lema. O

Demonstracao do Teorema 2:
Como L é sobrejetora,

Y = U L(B(0,n)).
n=1

Temos ainda que Y é completo e portanto, pelo teorema de Baire, Y ¢é
da segunda categoria nele mesmo. Isso implica que int(L(B(0,n))) # 0
para algum n € IV. Seja b € int(L(B(0,n))}. Tome ¢ > 0 tal que
B(b,e) C L(B(0,n)). Afirmamos que B(0,1) C L(B(0,r)) onde r =
2n/e. Com efeito, sejay € B(0,1); ento ey +b € B(b,¢). Como B{b,z)
estd contida no fecho de L(B(0,n)), isso implica que existem sequéncias
(zk) e (ax) contidas em B(0,n) tais que, L(xg) — ey + b e L(ag) — b.
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Pela linearidade de L, temos que L(s ™ {zg—ax)} — y. Como e ™! (zp—
ar) € B(0,r), concluimos quey € L{B{0,r})}, ouseja, B(0,1) C L(B(0,r)).
Seja agora y € Y,y # 0. Como y/(2||lyll} € B(0,1), escolha a &
B(0,r) tal que |ly/(2flyll} — L{z)ll < /4 edefina M : Y - X ep:Y —

Y por

M (y) = 2|lyl|=, M(0) =0, o(y) =1y — (Lo M)(y)
Temos entdo que, (Lo M )(y) =y — o), 1M (v)]| = 2[[yi. =]l < 2rlyll e
le(l = Iy — (Lo M)yl
= |- ebhie
1 1
= 2l 5~ 2| < 5l
20yl 2
para todoy € Y.
Pelo Lema 1 conchuimos que L é uma aplicacdo aberta. O

Examinaremos a seguir uma consequéncia do teorema da aplicacéo
aberta na andlise local das fungdes de classe C'!. Demonstraremos o teo-
rema da fungio sobrejetora citado no inicio do artigo usando o tecrema
do ponto fixo de Banach, que apresentaremos em uma forma que gener-
aliza suas versdes habituais. Isso facilita muito a demonstracfo, além de
inserir o processo iterativo usado nas referéncias [1] e [2] em um prineipio
geral de ponto fixo. Apesar de se tratar de uma generalizacio natural
do teorema do ponto fixo de Banach, nfo conseguimos encontra-la na
literatura. O leitor pode consultar a referéncia [9], onde grande parte
dos teoremas de ponto fixo existentes sio apresentados.

Seja (X, d) um espaco métrico. Definimos, em 2% (o conjunto de to-
dos os subconjuntos de X'), uma relagio bindria p chamada distincia de
Hausdorff, a saber, p(A, B) = max{sup,c 4 d(e, B),supycp d(A,d)}. Evi-
dentemente estamos excluinde o conjunto vazio. Porém n#o excluimos a
possibilidade p(A, B} = co. As propriedades dessa relagio que usaremos
no teorema sio obvias e, tendo em vista o propédsito deste artigo, nao
nos interessa analisd-las ou comenté-las. Veja referéncia [1], p. 41.
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Lema 4 (Teorema do ponto fizo de Banach) Sejam X um espago métrico
completo e T : Blrg,+] — 2% wma funcdo plurfvoca;. (para code n €
Blzo,r], Tz é um subconjunto néo vazio de X ), onde Blxg,r] € a bola
fechada de centro g e ruio r > 0 contida em X . Suponha que

(i) p(Tx,Ty) < Ad{z,y) Va,y € Bluy,r],0 < A < 1;

(i) d(zg, Tzg) < (1 — A,

Entdo existe x* € Blxo,r| tal que z* € Ta*.

Demonstragéo:
Como d(zg, Txg) < (1 — X7, existe 21 € Tag tal que d(m1, xq) <
(1~ A)r. Temos

d(z1,Tx1) < p(Txp, Tay) < Ad(zg, 21) < A1~ A)r. N
Sefa wg € Ty tal que d(w2, 1) < A(1 — A)r. Isto implica que
d(re, Tag) < p(Txy, Tug) < Ad(x1, x3) < )\2(1 — A)r.

Indutivamente, seja x, € Tup_q tal que d{n, tn_1) < )\”_1(1 — A)r.
Dai :

d(:z:n,T:r:n) < p(T.’:;nm_l, T.’L‘n) < M (wp—1, :!:n) < )\n(l — )\)'r.

Escolba any1 € Ty tal que d(ag, 2pqq) < A™M1 — A)r. Temos assim
uma sequéncia {z,} em que

d{wn, wp) < ()\n_l N N LA -2r <

Segue-se que zy, € B(xg,r) Vn, ¢ como d(un, np1) < A1 — A)r Vn,
entdo {x,) é de Cauchy. Logo, z, — a* € Blxg,r]. Temos,

d(:z;nJrl,T:r:*) < p(T:r:n,T:r:*) < /\d,(n:m:r;*)
e d(tn4r, Ta™) — d(z*, T=z*). Portanto, d(z*, Ta*) = 0 e isso implica

que z* € Tx* 0

Observagdo O lema continua vélido tendo como hipétese a bola aberta
B(zg,r); basta escolher +' < ¢ tal que

d(mo, Txp) < (1- /\)’!" < (1=2X)
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e trabalhar com a bola fechada Blzg,r]. Se T'z for um subconjunto
unitério para todo x € B (g, ), temos uma fungdo univoca T : B{zg,r) —
X que satisfaz:

d(Tx,Ty) = p(Ta,Ty) < Md(z,y)Vz,y € B(zo, 1)

d{xo, Two) < (1— M)

Essas so precisamente as hipéteses do teorema do ponto fixo de Banach
(131, (10.1.2); {1], p. 39 e [5], p. 199).

Agora estamos em condigdes de demonstrar o teorema da funcio
sobrejetora. Compare com a demonstragio dada em (2], p. 378 e [1], p.
154. Até o presente momento, de acordo com a literatura, supunha-se
que o processo iterativo usado na demonstracio do teorema da funcio
sobrejetora nédo estivesse relacionado com o Tecorema do ponto fixo de
Banach (veja [1], inicio da secio 15.3; 14, o teorema da fungéo sobrejetora
é chamado teorema da aplicagho aberta).

Teorema 5 (Teorema da fung¢do sobrejetora) Sejam X, Y espacos de
Banach e f : Q — Y wma fun¢do de classe GV, onde Q é um aberto
de X. Suponha que, pare algum a € §, f'(a) seja uma oplicagbo linear
sobrejetora. Enido, eziste uma vizinhanga aberta V de f(a} tal que,

fa) eV C 1().

Demonstracao:

Sem perda de generalidade, podemos supor f(0) = 0 e L. = f'(0)
sobrejetora. {Lembramos que a derivada é, por defini¢io, uma aplicacio
linear continua.)

Defina uma fun¢ao auxiliar h(x) = f(x) — L(x). Temos, & é de classe
Cl e h(0) = A'(0) = 0. Mostraremos que existe o > 0 tal que B(0, ) C
J(). Seja y € B(0,a). Queremos provar que existe = €  tal que
y—h(x) = L(x), pois L(z)+ h(x) = f(x). Seja entlo L: X/ker(L) =Y
definida por

f,([:r;]) = L(x), onde [z] = = + ker(L).

A aplicaco linear L é uma bijeco continua entre dois espagos de Ba-
nach. A norma do espago quociente é definida por

=]l = d(x, ker (L)) = inf{||v — ui;uw € ker(L)}.
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([6], p. 30 ou [1], p. 51.) Pelo teorema da aplicagdo aberta temos entéo
que a inversa L~ é continua. ~
Defina T : X — 2% por

To=L"" (g — h(x)).
Observe agora que, se = € Tv = Tz, entdo [w] = f;_l('y — h(x}), donde
L{z) = L([z]) = y — h(z), ou seja, f(z) = y. O que temos que fazer
¢, portanto, verificar se a fungiio T satisfaz as hipéteses do Lema 4.

Vejamos: como h é Cl e 1/(0) = 0, entdo dado & > 0 existe § > 0 tal que
| B'{£)} ||< e para todo & € B|0, §]. Pela desigualdade do valor médio,

Hh(z) — h(2)] < ||h,f(£)i|.||.'1: -z <gllr —z||Va, z€ B[O,é].

Dai,
p(Ta,Tz) = Hﬁ_l(y — h{z)) — E_l(:!j — h(2))|
< elfh(x) — h(2)|
< egllz — 2, Y, z¢ B[O, 6.
Ainda,

d(0,7(0)) = L7 (y — 2(O))l = 1L w)]| < ellyll < e

Temos portanto o resultado se escolhermos adequadamente € e «, por
exemplo, £ = 1/{2¢) e & = 6/(2¢). a

Se soubermos, a priori, que a aplicagiio I possui uma inversa & direita
M linear e continua, a demonstracio pode ser feita de maneira bem mais
simples. Definimos Tw = M (y — h(2)) e com escolha adequada de ¢ ¢
a,T ¢ uma contracio de Blrg,d] em B[xg, §]. Com isso, T possui um
tnico ponto fixo em Blrg, 8] o qual satisfaz f(x} = y. Por exemplo,
se a dimensao de Y for finita, vimos no inicio do artigo que I possui
uma inversa & direita linear continua. Demonstraremos a seguir um
teorema que fornece condi¢io necessdria e suficiente para que L possua
tal inversa.

Teorema 6 Sejam X, Y espacos de Banach e L : X — Y wma aplicagio
linear continua e sobrejetora. Entéo, L possui uma inversa 4 direita lin-
ear continua se e somente se existir um subespago fechado Z de X tal
que X = ker(L)P 7.
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Demonstracao:

Suponha que exisia M : Y — X linear continua tal que (LoM)(y) =
y Yy €Y. Seja Z = M(Y). O subespago Z é fechado em X, pois se (zn
for numa sequéncia em Z com z, — z temos,

L{zn) — L{z) e M (L (zn)) — M{L(z)).
Mas, zn = M (yn),yn € Y. Isso implica que M (L(zn)) = zn. Logo,
z=M(L(z)) e Z.
Sexe X,u=ux—M{L(zx))+ M(L(x)). Como

— M{(L{x)) € ker(L) e M(L(x)} € Z,

segue-se que X = ker(L) + Z.

Ainda, se L{z) = 0 e v = M (y) para algum y € Y, entdo 0 = L(z) =
L(M(y)) =y ex=M{y) = M(0) = 0. Portanto, X = ker(L} P Z.

Reciprocamente, supondo que X = ker(L)@P 7, defina § : Z —
Y como sendo a restricdo da aplicagio L ao subespago Z. Como L ¢
sobrejetora e continua, S é uma bijeco linear continua entre dois espacos
completos. Logo, pelo teorema da aplicagdo aberta de Banach, temos
gue S é um homeomorfismo linear. Defina entdo M : Y — X por
M () = §7(y) e o resultado segue-se. i

Nem sempre podemos garantir a existéncia de um complementar
topoldgico Z para o nicleo de L ([6], p. 125), mas em alguns casos sim.
Se a dimensfio do ker(L) for finita, existe um complementar topoldgico
para ker{L}, ([6], p.100). Se X for um espago de Hilbert (veja [10}
para a definicie e propriedades), o complementar ortogonal do ker(L)
é um complementar topolégico ([10], p. 80). Vimos, também, no inicio,
que se a dimensdo de Y for finita, L possui uma inversa & direita linear
continua, portanto, seu nicleo possui um complementar topoldgico. Pelo
resultado do Teorema 6, vemos que uma inversa & direita satisfazendo a
condigfo (ii7) do Teorema 1 néo é necessariamente linear,
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