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Computando extensoes abelianas dos
racionais utilizando o sistema GAP

Norai R. Roceol

1 Introducao

Os programas de dlgebra para os cursos de bacharelado em mateméatica
nas universidades brasileiras, geralmente incluem a teoria de Galois {em
caracteristica zero) como um dos dltimos tépicos a serem abordados.
Na maloria das vezes, devido as limitagdes impostas, entre outros, pelo
fator tempo, essa abordagem contempla, basicamente, a determinacio
de grupos de Galois de certos polindmios, o controle de subcorpos do
corpo de decomposi¢ao de um polindmio via a correspondéncia de Galois
e, finalmente, a exibigio de um ou dois exemplos de polinémios (de grau
5) com grupo de Galois nfo-solivel.

Entretanto, entendemos ser oportuno e instrutivo explorar-se ainda
nesse contexto a realizagfo dos grupos abelianos finitos como 0 grupos de
Galois sobre os racionais.

Tal realizagiao desses grupos, a propésito, constitui uma das situacgdes
de mais simples solugio do (caso cldssico do) “problema inverso da teoria
de Galois”, o qual refere-se & questao se todo grupo finito pode ser real-
izado como grupo de Galois de um polinémio sobre os racionais. Este
problema foi proposto por Hilbert em 1892 e est4 ainda em aberto, néo
obstante todo o progresso feito no assunto durante os tltimos quinze
ou vinte anos. O préprio Hilbert provou que os grupos simétricos sio
grupos de Galois de polindmios racionais, se bem que uma maneira mais
simples e construtiva de ver isto encontra-se em van der Waerden [9],
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§61 (veja também [5] para maiores detalhes). Um resultado importante,
tido como pedra angular no assunto, é um profundo teorema devido a
Shafarevich [10]: todo grupo sohivel finito é grupo de (GGalois sobre os
racionais (veja também Ishanov [11]). No inicio dos anos 80 uma nova
investida de ataque ao problema foi lancada por Fried e outros (cf. [6],
[7]) que levou a uma resposta também positiva para a maioria dos casos
de grupos simples finitos esporadicos, entre outros grupos (o leitor inter-
essado pode consultar também [2] para um apanhado dessas técnicas).
Mas esta ja € outra histéria.

O nosso obietivo aqui é tratar justamente o caso abeliano. E um
exercicio relativamente facil de aplicagao do teorema de decomposi¢ao
dos grupos abelianos finitos, que ndo envolve mais do que grupos de
Galois de polinémios ciclotémicos e o teorema de Dirichlet sobre primos
em progressido aritmética, provar que todo grupo abeliano finito & um
grupo de Galois de um polindémio racional {veja a préxima SeGAo).

C'om o crescente desenvolvimento e disponibilidade de eficientes soft-
wares algébricos, torna-se cada ver mais na “ordem-do-dia” a utilizacao
de apoio computacional no ensino da Matematica universitaria, tanto
na elaboracio de exemplos e aplicacbes mais significativos como na ex-
ploracio dos aspectos construtivos inerentes & nossa disciplina, onde o
labor de calculos tediosos pode ficar a cargo dos computadores. No
ensino da Algebra, em particular, ndo é diferente.

Nas secdes segnintes desta nota procuramos dar uma idéia de uti-
lizagio do sistema GAP - Groups, Algorithms and Programming
- (Cf. [13]) na construgio de exemplos concretos de corpos numéricos
abelianos com um dado grupo de (zalois.

2 Grupos abelianos como grupos de Galois

Clom o intuito de facilitar a leitura e fixar a notag¢éo utilizada na seqiiéncia
desta nota, inserimos nesta se¢ao uma demonstragao do

Teorema 1 Todo grupo abeliano finito é grupo de Galois sobre os ra-
ctonass.

Este fato, contudo, é bem conhecido e pode ser encontrado nos textos
basicos de Algebra Abstrata (veja p.ex. [1}). O ponto principal reside
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no fato que todo grupo abeliano finito € (isomorfo a) um quociente do
grupo dos automorfismos de um grupo ciclico.

Antes de tudo uma palavra de motivagdao. Um famoso resultado da
teoria dos corpos numéricos, formulado per Kronecker e provado por
Weber, conhecido assim como teorema de Kronecker-Weber, assegura
que toda extensdo galoisiana finita F de Q, com grupo de Galois abeliono
(extensfio abeliana), ¢ subcorpo de um corpo ciclotémico Q(¢,), para
alguma raiz n-ésima primitiva da unidade ¢, (veja p.ex. {12] para uma
demonstragido “resumida” deste teorema). Se G denota o grupo de Galois
de Q(¢n) sobre Q e H o subgrupo de G correspondente ao subcorpo F,
entao o grupo de Galols A = Gel(F/Q) da extensao F & isomorfo ao
grupo quociente, A = G/H. Além disso, denotando por ), o grupo
{multiplicativo) ciclico de ordem n, sabe-se que G é isomorfo ao grupo
dos automorfismos de Cr, G = Aut(C,) que, a menos de isomorfismo,
nada mais é do que o grupo (multiplicativo) dos residuos relativamente
primos com n, médulo .

Assim, para um dado grupo abeliano A, a questdo de encontrar
uma extensdo dos racionais com grupo de Galois isomorfo a A4 pode ser
facilmente resolvida se conseguirmos “descolar” um ntunero natural n e
um conveniente subgrupo N de Aut(Ch) tal que Aut(Cr)/N =2 A.

Um tal subgrupo N pode sempre ser encontrado a partir da decom-
posi¢ao de A como produto direto de grupos ciclicos (Teor. Fundamen-
tal dos Grupos Abelianos Finitos), acoplada a um adequado conjunto
de primos cuja existéncia é garantida pelo teorema de Dirichlet sobre
primos em progressao aritmética.

De fato, suponhamos que o dado grupo abeliano A seja decomposto
num produto direto de k grupos ciclicos Cy,,, i = 1,..., k: -

A2 Cp % x O,

Desde que, para cada i = 1,-- -, k, existem infinitos primos p; da forma
tn; + 1 (teorema de Dirichlet, Cf. [8]), podemos encontrar k primos
distintos p1,...,pg, tais que p; — 1 = #my, 4 = 1,..., k. Definindo
n como sendo o produto desses k primos, n = py---pp, resulta que
Aut(Cr) =2 Cp;—1 X+ X Cp, _1, uma vez que os primos py sdo distintos
e Aut(Cyp) = Cp-1 para todo primo p (veja p.ex. [3]). Portanto

Aut(Cn) > Ctl'n.l X - X Ctkﬂk
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Se a i-ésima componente Cypn, acima é gerada, digamos, por z;, seja
N = {a"), para cada i = 1, ..., k. Isto & N; € o subgrupo de Cin, de
ordem #; . Definimos entfo o subgrupo N como sendo o produto direto,
N := Ny x --- X N, obtendo finalmente

A""t(cn)/N (Otl’ﬂ-l Koo X C'f«t_-ﬂk)/(ch Ko X ka-)
(Chm/ch) Koo X (C?‘-kﬂ-k/c?‘-k)
Chpy % oo x Cpy,
A

fle 1 e 1R

3 Usando o sistema GAP

GAP (cf. [13]) ¢ um sistema para se programar € computar em Algebra
Discreta. Especializado para apoio computacional em teeria dos gru-
pos, este sistema teve infcio no RWTH - Aachen, RFA - em 1986, e
tem tido um crescimento vigoroso e continuado nos tltimos dez anos,
com contribuicdes de diversas pessoas de diferentes instituigoes e vem
proporcionando a cada dia mais e mais fung¢des para se computar com
estruturas algébricas em geral. E um sisiema de ficil portabilidade que
traz embutida uma linguagem de programagao (da familia Pascal), na
qual est&o escritas a maioria das fun¢bes disponiveis na vasta biblioteca
que o acompanha. Embora néo seja considerado de dominio publico,
pode ser obtido a custo zero via ftp, para diversos ambientes e com
toda a documentagio, num dos servidores (entre outros):
ftp-gap.dcs.st-and.ac.uk:
School of Mathematical and Computational Sciences
University of St Andrews, Escdcia
diretério: /pub/gap/gap/
ftp.math.rwth-aachen.de:
Lehrstuh] D fiir Mathematik, RWTH Aachen, RFA
diretorio: pub/gap/
math.ucla.edu:
Math. Dept., Univ. of California at Los Angeles, USA,
diretério: /pub/gap/ l

O procedimento descrito na secao anterior pode ser efetivado com
relativa rapidez com o uso do GAP para se produzir inimeros exemplos.
No que segue procuramos manter a notacdo introduzida na seg¢ao 2.
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Para exemplificar, vamos supor que o dado grupo abeliano A seja
um produto direto de 3 grupos ciclicos, isto é, de acordo. com & notacéo
da secio anterior, & = 3 e A & Cny %X Cpy X Chy.

Passo 1. Neste primeiro passo encontramos um inteiro n com um
procedimento bem simples, escrevendo uma adequada funcdo de trés
varidveis na linguagem GAP.

Observagao. O simbolo gap> que aparece no inicio de um procedimento
ou de wma linha de comandos indica o prompt do sistema durante uma
sessao interativa, Cada linha de comando(s) no GAP sempre termina
com um ponto-e-virgula; um duploe ponto-e-virgula evita o eco na tela.

gap> pp:=function{nl, n2, n3)

local ti, pi, t2, p2, t3, P3, n;

t1:=0; pl:=1; t2:=0; p2:=1; £3:=0; p3:=1;
repeat

pl:=pl+ni; ti:=(pi-1)/nil;

until IsPrime(pl);

repeat

p2:=p2+n2; t2:=(p2-1)/n2;

until IsPrime(p2} and p2 <> pi;

repeat

p3:=p3+n3; t3:=(p3-1)/n3;

until IsPrime(p3) and p3 <> pl and p3 <> p2;

n:=pl*p2*p3;

Print(" ", "n =", n,",", " ", gl = v, g1,0 0w on
TE2 = M, 2,0 MM N ME3 e n g3 m\pu),

return;

end;

function ( ni, n2, n3 ) ... end

Por exemplo, se A = C3 x Cg x 2 , temos

gap> nl:=3;; n2:=6;; n3:=12;;
gap> pp(nl,n2,n3);
n 3367, t1 =2, £t2 = 2, £3 = 3.

Para registrar os valores acima atribuimos os mesmos as respectivas
variaveis:
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gap> n:=3367;; ti:=2;; t2:=2;; t3:= 35

Certamente podemos checar no GAP a fatoracdo de n em primos (zno
caso, n = pl *p2 % p3):

gap> Collected(Factors(n));
Crv,131, 03,11, £37, 111

Passo 2. Uma vez encontrado o nimero n, gera-se o corpo ciclotémico
Q(¢n) utilizando-se a fungio CyclotomicHield, CF(n):

gap> K:=CF(n);
CF(3367)

No GAP uma estrutura algébrica é um dominio {conjunto estruturado)
e é assim armazenada na forma de um record (registro). Constituido
por campos, um record é um dos principais tipos de estrutura de dados
no sistema. Os campos armazenam muitas informacdes sobre a estru-
tura computada. Para verificar quais campos ja estdo computados e
registrados, usa-se o comando RecFields:

gap> RecFields(K);

[ "isDomain", "isField", "isCyclotomicField", "char"

] 3
"degree", '"generators", "zero", "one", "size",
"igFinite", "field", "dimension", "base", "isIntegralBase",

"zumbroichbase", "stabilizer", "operations" ]
gap> K.degree;

2592

gap> l:=K.base;;

gap> Length(K.base)=K.degree;

true

Note que o campo "base" acima é uma lista (no caso, um conjunto) de
cardinalidade igual a ®{n), onde ® é a funcio de Euler. A raiz n-ésima
primitiva {n, = emi/"  werador do corpo ciclotdmico, é calculada pela
funcdo E; no caso temos F(3367) = {33¢7. As 2592 raizes primitivas que
constituem a base do corpo sdo as poténcias de E{3367) cujos expoentes
(residuos relativamente primos mod n) estdo armazenados no campo
"zumbroichbase"” do registro K. A i-ésima entrada de uma lista 1is é
obtida por 1is[il.
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gap> Phi(n);

2592

gap> Length{K.zumbroichbase);
2592

gap> K.zumbroichbase[1];

1

gap> K.zumbroichbase[2592];
3366

gap> Length(K.generators);
1

gap> K.generators[1];
E(3367)

gap> K.isIntegralBase;

true

Uma vez computado o corpe ciclotémico, computa-se o seu grupo de
Gakﬁscmn()mnnandoGaloisGroup.Thlgnun)éapm%mﬁadopekmseus
geradores, que sio Number Field Automorphisms. Seguindo o exemplo,
obtemos

gap> G:=GaloisGroup(K);

Group( NFAutomorphism( CF(3367) , 2887 ),
NFAutomorphism( CF(3387} , 3109 ),
NFAutomorphism( CF(3367) , 2185 ))

Para simplicar a leitura, vamos atribuir um nome ao grupo. Isto certa-
mente acrescentard ao registro G o campo "name"; calculamos também
a ordem de G com a funcdo Size:

gap> G.name:="G";

IIGII

gap> RecFields(G);

[ "isDomain", "isGroup", Midentity", "generators",
"operations™, "1", "2", "3"  lpamg" ]

gap> Size((q);

2592

gap> IsAbelian(Q);

true
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Passo 3. Para encontrar agora o subgrupo N < G segundo a sec¢do
2, vamos calcular, para i = 1,2,3, a poténcia n; do i-ésimo gerador
de G. Os geradores estdo armazenados no campo "generators", que é
uma lista, no registro G (ou entdo, neste caso, nos campos "1", "2"
"3"). Seguindo a notac¢iio anterior, denominamos esses geradores por
@, i =1,...,3, calculamos suas ordens em G e obtemos os geradores y;
de N, y; = :r;?"", i=1,...,3.

gap> x1:=G.generators[1];
NFAutomorphism( CF{3367) , 2887 )
gap> x2:=CG.generators[2];
NFAutomorphism( CF(3367) , 3109 )
gap> x3:=G.generators[3];
NFAutomorphism{ CF(3367) , 2185 )
gap> Order(G, x1);

6

gap> Order(G, x2);

i2

gap> Order(G, x3);

36

gap> yl:=x1"nl;;

gap> y2:=x2"n2;;

gap> y3:=x3"n3;;

Para obter o subgrupo N basta usar a fungdo Subgroup:
gap> N:=Subgroup( G, [y1,y2,y3] J);;

gap> Size(N);

12

O grau da extensio procurada F é igual & ordem do grupo quociente
G/N:

gap> Size(G/N);
216

Passo 4. Pelo que sabemos da teoria de Galois, o corpo procurado F
é o subcorpo de K fixado por N {cf. [4]), cujo grupo de Galois é entéo
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isomorfo ao dado grupo A. Para encontrarmos esse subcorpo F C K,
primeiro observamos que se £ é uma Q-base de K, entfio N permuta os
elementos de 4, de modo que a soma dos elementos de cada N-6rbita &
fixado por N; reciprocamente, se um elemento o < K é fixado por N entao,
pela unicidade das coordenadas de o na base ¢, conclui-se que essas
coordenadas sfo constantes para os elementos basicos que compoen uma
mesma N-6rbita. Consequentemente, o conjunto constituido pelas somas
dos elementos de cada érbita forma uma )-base de F.

No GAP, o célculo de érbitas é feito com o comando Orbit, enquanto
a soma de todos os elementos de uma lista é dada pelo comando Sum.
Na linha de comandos abaixo, calculamos nma lsta que tem uma Srbita
(sob a agéo de N) em cada posicio, aproveitando para isto a base 1 de K
j& fornecida anteriormente. O comando Set transforma uma lista num
conjunto, evitando-se redundincias indesejgveis.

gap> s:=List([1..K.degreel, i —-> Set(Orbit(N, 1[i],
OnPoints)));;

gap> s:=Set(s);;

gap> Length{last)};

216

gap> 1s:=List([1..216], i -> Sum(s[i]));;

De acordo com a observagio anterior, a lista 1s acima é entio a base do
nosso futuro corpo F. Note que 1s é um conjunto com 216 elementos,
de modo que usamos os dois pontos-e-virgulas para evitar o eco na tela.
Para satisfazer a curiosidade, vejamos como sio o primeiro e o dltimeo
elementos de 1s:

gap> 1s[1];
E(3367)”27+E(3367)A64+E(3367)ﬁ545+E(3367)—1639+
E(SSG?}—2120+E(3357)02157+E(3367)"2367+E(3367)“2638+
E(3367)“2848+E(3367)—2885+E(3367)62913+E(3367)‘3366
gap> 1s[218];
E(3367)“449+E(336T)ﬁ708+E(3367)“722+E(3367)"930+
E(3367)“981+E(3367)"1086+E(3367)“1189+E(3367)"1203+
E(3367)‘1345+E(3367)-1462+E(3367)“1567+E(3367)“1826

Isto ¢, denotando simplesmente por ¢ arafz {3367, vemos que o primeiro
elemento da base de F & ‘
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27 | B4 | A545 L 1639, 2120 | 2157 4 2367 4 2638 | ~2848 | ~2885
¢2T 4 (64 4 545 L 1659 2l o pBINT o (5 (R0 4+ 0T 4 O
(2913 (3366 .

Para finalizar, usamos o comando NumberField para construir o corpo
procurado F e computar o seu grupo de Galois:

gap> F:=NumberField(ls);
NF(3367,[ 1, 454, 482, 519, 729, 1000, 1210, 1247, 1728,
2822, 3303, 3340 1)

gap> F.degree;

216

gap> A:=GaloisGroup(F);;
gap> IsAbelian(A};

true

gap> Order(A, A.1);

3

gap> Order(A, A.2);

6

gap> Order(A, A.3);

12

gap>3%6%12;

216

Assim, o corpo encontrado F é de fato uma extensio abeliana dos racio-
nais, com grupo de Galois isomorfo ac dado grupo A.
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