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O problema da corda suspensa

Paulo R. Ruffino

1 Introdugao

O problema de saber qual é a curva descrita por uma corda ou corrente
flexivel e homogénea suspensa em suas extremidades, sob a acio de seu
préprio peso é bastante antigo. Um dos primeiros cientistas que esbogou
algum resultado para esse problema foi Galileu Galilei em As Duas No-
vas Ciéncias (1638), onde julgava que tal curva seria uma parabola, veja
[2, paragrafos 186, 309 e 310]. No mesmo século, Jacques Bernoulli en-
contron a equacio que modela o problema. Posteriormente o matemético
e flsico holandés Christiaan Huygens mostrou que a curva solugéo, uma
catendria, isto é, o grafico do cosseno hiperbélico y = ¢cosh (z/c) onde
¢ é um pardmetro real positivo, € nao algébrica (veja por exemplo Boyer
[1]}. Nossa intengo neste artigo ¢ deduzir a equagao diferencial dessa
curva considerando que a densidade da corda varia ao longo do geu com-
primento e com isso chegar a algumas conclusdes relativamente simples,
mas interessantes, que serdo ilustradas nos exemplos da ultima secao.
Fsse tipo de situacio com a corda ou fio com densidade nao ho-
mogénca é o caso por exemplo quando penduramos pesos ao longo da
corda suspensa. Diriamos até que seria bastante sugestivo denomin-
armos essa questiio como sendo o “problema do varal”, formulado da
seguinte mancira: qual ¢ a curva descrita pelo fio do varal dada uma
certa distribuicio de roupas? Ou ainda, qual a forma do cabo de sus-
tentagio de uma ponte pénsil dada a disfribuigao do peso na plataforma
da pista? E vdrias outras versdes desse mesmo problema poderiam ser

mencionadas que também envolvem situagoes do nosso dia-a-dia. Para




citar algumas, observe nas ruas: cabos telefonicos, véarias lampadas sus-
tentadas por um mesmo fio suspenso nas extremidaies, bandenolas
semdforos sustentados por cabos e outros.

2 O Modelo Matematico

Como esse tipo de problema é eminentemente estitico, ndo estaremos
considerando por exemplo vibragdes ou fenémenos ondulatérios em nossa.
corda, tampouco serfio consideradas as variacdes de comprimento devi-
das 2 elasticidade ou temperatura. Outra hipétese fisica que consider-
aremos é que essa corda é “totalmente articulada”, no sentido de que
a forca de tensdo ao longo da corda ndo tem componente normal a ela.
Seria como imaginar que, dentro da situacio estudada, essa corda se
comportasse como uma corrente infinitamente articulada, isto é, como
se fosse formada por infinitos gomos de comprimento infinitamente pe-
queno. Essa hipdtese é absolutamente aceitdvel desde que 0s parametros
envolvidos sejam razodveis, por exemplo, desde que o comprimento da
corda seja muito maior (milhares de vezes!?) que o didmetro e a cur-
vatura maxima da forma assumida ndo ultrapasse um certo limite, que
varia de acordo com o material {por exemplo raio de curvatura minimo
seja muito maior que o difimetro da secio transversal da corda).

Colocaremos nosso cenfro de coordenadas na extremidade esquerda
da corda, ento, chamando de f{z) a fun¢iio que descreve posicio ao
longo do eixo horizontal, teremos f(0) = 0, e a extremidade da direita
estard fixada a uma distincia horizontal da outra ponta de ¢, a nma
altura A = f(¢), conforme a figura 1.

Faremos nosso modelo a partir da distribuicdo (ou densidade) de
peso da corda em relagio & varidvel 2, com 0 < » < ¢, denotada por
p(x). Outra abordagem possivel seria considerar a densidade p (1) em
relagao & parametriza¢io de comprimento de arco, | = I{z), da corda,

onde
/ \/l+f (=) (]s

é o comprimento da corda do ponto {0,0) ao ponto (=, f (2:)}. Podemos
facilmente calcular 7 (1} a partir de p () da seguinte maneira: seja m (2)
a massa {ou peso) total da corda do ponto (0,0) até o ponto (x, f (=)
¢ 7 (1} a massa total até o comprimento /; note entdo que m (x) =
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Figura 11 Modelo do corda suspensa

7 (I{x)}. Agora, pela regra da cadeia

dm

_dn AR E a1 @) )

A vantagem de formular a equagio com a densidade p(x) ¢ a simpli-

p (@)

ficagdo na modelagem matemética: compare a equagao diferencial linear:

(3) com a equaciio nao-linear envolvendo 2 (1) (4). Note também que
para que nosso modelo admita cargas pontuais a densidade p () deve
ser considerada nao comwo uma fungio propriamente, mas uma medida
no intervalo [0, ¢].

A equacio da curva formada pela corda pode ser facilmente deduzida
a partir de um elemento infinitesimal dessa corda, representado na figura
2.

Chamaremos de T'(x) a tensio da corda no ponto = € [0,¢] e a ()
serd a inclinagdo da curva no ponto z, ou seja: tana (=) = f'(2). Uma
primeira observacio interessante ¢ que como nao existe movimento hor-
izontal, pela segunda lei de Newton, as forgas horizontais aplicadas em
qualquer segmento da corda devem se anular, isto é, T (x) cos e (x) &

constante, ou em termos da derivada da f:
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Figura 2: Elemento infinitesimal da corda
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para todo ponto x no intervalo, onde & é nma constante que vai depender
do comprimento total da corda. Observe que o pouto de menor tensido
é onde a derivada da f se anula e vice-versa: quanto maior o modulo da
derivada, maior € a tensfo. Quanto & componente vertical da tenso, de
novo pela segunda lei de Newton, devemos ter que a diferenga entre as
componentes verticais da tensdo em = e (= + Ax) deve ser igual 4 forca
externa sobre o elemento correspondente da corda, para que este esteja
em equilibrio, isto é:

flattn 0 1)

T(x+ D) V1+ flln+ Ax)? TW

= Ar-pley+o (A,

onde o(2) /Ax tende a zero quando Ax tende a zero. Rearranjando os
termos e usando a equacio da componente hovizontal (2) temos:

fila+ Aa) = fi{x)
Amx

o {Ax)
A

Tomando o limite quando Ax tende a zero temos entfo 2 equacio dife-
rencial linear que modela o problema:

fy=E"p(x) l‘ (3)

O que mostra também que a forima assumida pela corda submetida ape-

= la':_lp(:?:) 4

nas a forga de gravidade tem sempre concavidade positiva.




A equagio que obtemos usando & densidade 2 (1) fica umn pouco
mais complicada. A partir da férmula (1) temos a seguinte equacio
nao-linear:

(1+7 (m}g)_% fay=k"1p (/D V1+F(s)ds). (4)

3 Catenaria ou Parabola?

Para calcular as solucdes das equagdes (3) ou (4) devemos levar em conta
niao sé as condicdes de contorno f(0) = 0 e f(¢) = A, mas também
lembrar que a constante k dessas equacgdes depende do comprimento
total L da corda, e portanto deve ser ajustada para que

./(;Cf 1+ f (:}:)2(].3: = L. | (5)

Exemplo 1

Considere a situacio em que temos uma distribuicio uniforme de
peso em funcdo de x com p(2) = p. Essa é por exemplo em primeira
aproximagdo a situagdo do cabo de sustentagido de uma ponte pénsil
se supusermos que o peso da plataforma da pista estd espalhado uni-
formemente ao longo da ponte e que o peso do cabo propriamente é
desprezfvel em relagdo ao peso dessa plataforma. Neste casé, dertvando-
se duag vezes a fungao:

1 .

- 1.2,

fley= ak: a4,

verificamos que f{x) é a solucio para a equacio diferencial, portanto
a curva descrita pelo cabo é uma pardbola; onde, como dissemos, as
constantes k e a devem ser ajustadas de acordo com a altura A da
extremidade direita e com o comprimento total do cabo.

Exemplo 2

Na situagao da corda homogénea com P (I} =9 constante ac longo
do seu comprimento teremos, pela equagio (4) a seguinte equagio dife-
rencial:

(1 T+ (:1;)2)7% Frliy=ktp (6)




Fazendo-se a mudanca de varidveis y = f'{2) na equagio acima e
separando-se as varidveis, temos

©d ' -
/—y = / k1 podr,
Jo1+ yQ :
ou seja,
arcsenh (y) = k"1 pa 4 a,
portanto,
' (x) = senh (.?.':_l Px+ n,) ,
logo,
cosh (.’;:*1 £+ n,) +b
k=1p
onde a e b sao constantes de integragdo. Da condi¢do f (0} = 0 temos
b = —cosha, portanto, a solucio da equagio é a catendria

fle) =

cosh (f;:”“l P+ (r,) —cosha

f () = P

Se a altura da extremidade direita for A = f (¢} e o comprimento total
da corda for L , verifica-se facilmente, integrando a equagéo (5), que
devemos determinar as constantes k e a de modo que satisfacam as
condicoes impostas pelo seguinte sistema de equagoes transcendentais:

],.—11 7 (bﬁnh (!"7_1 Pe+ (f') — sinh r:,) = L
.'Zj‘ F (COSh (i;:“" P e n.) — cosh n.) = A

que devem em geral ser resolvidas numericamente, Mesmo no caso par-
ticular em que A = ( teremos que

1 _
(= —5/‘:—! e

A

e usando o fato de que o seno hiperbdlice é uma funcio mmpar, & > 0

deve ser a solugio da eguacio transcendental:
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Note que como a devivada de sinh (z) é cosh (2) > 1, isto implica em
senh (x) > » para todo z > 0, logo, a equagdo acima’'so tem solucio
para k se L > ¢. Além disso repare que, fixado 7, k tende a zero quando
L tende a infinito; por outro lado & tende a infinito quando L tende a ¢,
isto é a corda estaria “perfeitamente esticada”, com f (=) = 0 para todo
z e {0,¢.

Exemplo 3

Exemplos de modelos onde a densidade p (x) é uma medida ao invés
de funcio também nos levam a situagdes interessantes. Imagine por
exemplo que o peso total é unitdrio e estd concentrado no ponto médio
do intervalo mp = ¢/2. BEssa é a situacdo se temos, digamos, um fio
com peso desprezivel onde penduramos wn gancho com peso unitdrio.
A densidade serd um delta de Dirac p(z) = &,,. Pela equagio (3) temos
que a solucio:

= s
fla)= / / 7 p () duds 4+ ayz + ag
A0 /0

serd dada pelos segmentos de reta descritos por:

. a1 se 0<a<c/2

flay= (rr,] + %) m—5 se cf2<a<c
onde os pardmetios aq ¢ & dependem da altura A da extremidade direita
e do comprimento total do fio. Observe que gencralizando esse exemplo
podemos pendwrar pesos concentrados em vérios pontos ao longo do
intervalo [0, ] para obter assim qualquer curva poligonal (convexa ou

nio, sc admitirmos cargas negativas) conforme o esbogo da figura 3.

Por fim, observe que pela equacio (3), se admitirmos que p (=) pode
ser negativo (por exemplo se existir um terceiro apoio no meio da corda
que exerca uma for¢a cstritamente vertical para cima, isto ¢, a corda
pode deslizar sem atrito sobre esse apoio: ou se atuarem campos elétrico
ou magnético verticals), entao toda fungao de classe C? por partes no
intervalo [0, ¢] pode ser obtida suspendendo-se wma corda cont compri-

mento e distribuigao de peso p (2} adequados.
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Figura 3: Curva poligonal obtida com vdrios pesos concentrados
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