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Percolacao — um modelo simples (e
interessante) para um meio poroso

Luiz Renato G. Fontes

Resumo

Apresentamos 0 modelo de percolagio de elos para um meio poroso
e discutimos alguns de seus resultados iniciais de forma elementar e,
algumas vezes, heuristica. Discutimos ainda, brevemente, extensoes e
modelos relacionados, entre os quais o modelo de Ising de um magneto.

1 Introducgao

Na segunda metade da década de 1950, S.R. Broadbent ¢ J.M. Hammersley|[1]
propuseram ¢ seguinte modelo para um meio poroso. O melo é constituido
de poros e canais que os ligam. Suponha que os poros e canais tenham uma
disposi¢ao espacial regular, na forma de uma rede, de que os poros sio os sitios
e os canais 8o os elos. Um exemplo comum é Z% ou um seu subconjunto,
onde d = 1,2,3,... é a dimenséo do meio, e seus elos ligando sitios vizinhos
mais proximos. Suponhe que cada canal esteja aberto ou fechado 4 passagem
de um certo fluido e que esta caracteristica seja atribuida de forma aleatéria
para cada canal, independentemente dos demais. Seja p a probabilidade de
que um certo canal csteja aberto. Vamos supor que p é 0 mesmo para todos os
carais. Temos assim o modelo de percolagdo de Broadbent e Hammersley. Eles
tinham em mente d = 2 ou 3, mas o modelo faz sentido e é matematicamente
interessante em d > 2!, Em d = 3, podemos imaginar ¢ meio como sendo uma
rocha (mergulhada em dgua), ou uma placa de rocha (sobre um depdsito de
6leo), ou ainda uma porgdo de pd de café numa cafeteira {com dgua quente por
cima ou vapor de dgua por baixo). Em d = 2, este seria um modelo para a
difusdo de uma epidemia numa regido povoada ou para a passagem de corrente
através de um chip eletrénico.

1( caso unidimensional também faz sentido, mas é menos interessante, como veremos.




Ao contririo do que ocorre com outros modelos probabilisticos para um
movimento difusivo (como passeios aleatdrios e processes de difusdo), néo € o
movimento em si que ¢ aleatério (num meio fixo). Aqui, o meio é aleatdrio.

A pergunta basica é sobre a probabilidade de haver percolagdao no meio,
isto é, sobre a probabilidade de haver caminhos atravessando o meio forma-
dos apenas por canais abertos. Isto permitiria o transporte de fluido através
do meio. E intuitivo que, como funcio do parametro p, a probabilidade de
haver percolagio é nio decrescente. Como veremos adiante, para d 2 2, esta
funcio tem comportamentos qualitativamente diferentes para p préximo de 0
e p préximo de 1. Para qualquer p, é intuitivo que a probabilidade de haver
percolacio seja tanto menor quanto maior for o tamanho do meio. Em d > 2,
para. p préximo de 0, a probabilidade de haver percolagdo tende a 0 quando o
tamanho do moin tende a infinite (e vale 0 auando o meio é representado por
Z? todo). Para p proximo de 1, a probabilidade de haver percolacio tende a
um nimero positivo quando o tamanho do meio tende a infinito {e é positiva
quando o meio é represcentado por z4 todo). A mudanca de comportamento sc
d4 num valor critico do paramectro p, denotado p., através do qual o modelo é
dito exibir uma fransicéo de fase. Nas préximas duas segbes vamos (re)definir
o modelo de forma um pouco mais abstrata e discutir esta questdo mais a fun-
do. Na subseqiiente e tltima segéo, discutiremos extensdes do modelo acima e
modelos relacionados.

Desde o trabalho pioneiro de Broadbent e Hammersley, modelos de perco-
lacAo como o acima atraem o interesse do mundo académico, em especial de
matematicos {mas também fisicos, quimicos, bi6logos, engenheiros). Trata-se
afinal de modelos bastante simples de serem formulados, mas, devido & estrutu-
ra espacial subjacente, cheios de problemas nao triviais, que demandam novas
idéias e técnicas (um dos mais populares dos quais, ainda em aberto, € provar
se a probabilidade de haver percolagio quando p toma o valor critico p. é pos-
itiva ou nula em d = 3). Outro fator de atragdo nos modelos de percolagio
é que cles se relacionam com outros sistemas espaciais aleatorios de interesse,
como por exemplo o modelo de Ising, proveniente da Fisica Estatistica. Esta
relagio permite usar resultados e métodos de um modelo no estudo do outro.
Apresentaremos dois deste modelos na Segio 4 e os discutiremos ¢ sua relagao
com o modelo de percolagio brevemente. Um deles é o modelo de Ising; o outro
& um modelo de crescimento, o modele de percolag@o de primeira passagem.

_Além da relacio (quantitativa) com o modelo de Ising, hd uma similari-
dade qualitativa mais genérica com este e outros modelos da Fisica Estatistica,
quanto ao comportamento do modelo no valor critico. Ha um grande interesse
no entendimento de sistemas fisicos em torno de valores criticos, ainda bastante
incompleto no momento atual. Por exemplo, num gés, a transigao gas-lquido
na regido dos pardmetros temperatura e pressao ou, num material magnético,
a transicio desmagnetizado-magnetizado conforme varia temperatura. Espera-




se chegar a um entendimento pelo menos qualitativo desta questio através de
modelos que exibam comportamento eritico, por um lado, e que sejam (matem-
aticamente) tratdveis, por outro. Ao lado de outros, os de percolagdo sdo bons
candidatos a tais modelos.

{2] é uma referéncia para o material deste artigo e muito mais. Em por-
tuguds, entre o pouco que hé na literatura matematica a respeito, vide [3].

2 O modelo de elos independentes

Nesta se¢io e na proxima, vamos considerar o modelo descrito na secio anterior
em mais detalhes?, O espago subjacente é Z¢,

Considere a rede hipercibica em d dimensées (Z<, I£%) (denotada por um
abusu de luguagenl cusbulaelto por ZJH}, ovule 4 € U coljullu du sivios da
rede ¢ IE% = {(z,y) € Z¢ ||z — y|ljs = 1} é o seu conjunto de clos® (vizinhos
mais préximos). . ‘

A cada elo de IE? serd atribuido aleatoriamente o status eberto ou fechado da
seguinte maneira. Seja X := {X,, e € IF%} uma familia de varidveis aleatérias
independentes com distribui¢do comum de Bernoulli com parAmetro p, isto é,

FXe=1)=1-F{X.=0)=p

para todo e € B4, onde p é um nimero real entre 0 e 1. X, = 1 indica que o elo
e estd aberto (A passagem de fluido) e X, = 0 indica que e estd fechado. Vamos
denotar par F, a probabilidade subjacente (P, 4, quando quisermos explicitar
a dimensdo) e por £, a esperanca.

Um conjunto de elos de IE?, {e1.ea,...,ent,n = 1, onde ¢ = (25, %),
i=1,2,...,n, serd dito um caminho se x,xs,..., T, forem distintos e y; =
Ti11, = 1,2,...,n — 1 (nfo contém circuitos). Um caminho serd dito aberto
se todos os seus elos estiverem abertos (isto é se X, = 1,1 = 1,2,...,n).
Diremos que dois sitios da rede, = e y, estio conectados (notagio: = «— y) se
existir um caminho aberto {ey,e2,...,e,} com z; = r e y, = y. Dado X,
o espago fica entdo dividido em conjuntos disjuntos de sitios conectados entre
si, a que chamaremos aglomerados. Denotaremos por C; o aglomerado a que
pertence o sitio z e por C o aglomerado da origem.

C' é um dos objetos bésicos da teoria da percolacio. Estamos interessados,;
por exemplo, em [C], o volume do aglomerado da origem; mais precisamente,
em sua distribuicio (que, note-se, ¢ a mesma que a de |C,| para tode sitio x,
devido & invaridncia por transla¢des de F,). Especificamente, queremos saber
se aglomerados infinitos ocorrem com probabilidade positiva.

20 material destas segbes foi adaptado de {3}
3Passamos a nos valer da terminologia usual em teoria da percolagdo; usamos sitic em vez
de poro e elo no lugar de canal.




Em dimensio 1, como j& haviamos mencionado, o problema ¢ trivial. Vamos
agora ver porque. Se denotarmos por C_ e Cy ossitios de © & esquerda e &
direita da origem, respectivamente, temos que |C| = |C.|+ |Cy|+1eque |C_]
e |C4 | sdio varidveis alcatérias independentes e identicamente distribuidas, com
P([Cul > k) = p*. Logo, se p < 1, B(IC-| = o0) = B(ICy] = o0) =
limg—oo Ppl|C+] = k) =0 e B{|C| = 00) < Pp(JC_| = o0} + Fp{|Cy] = o} =
0. Portanto, com probabilidade 1, ndo ha aglomerados infinitos em dimensao
1 quando p < 1. (B ébvio que P {|C} = c0) = 1.) Vamos nos restringir entdo
ad>2.

Notemos antes de mais nada que |C] é uma v.a. que pode assumir os valores
1,2,...,00. Uma quantidade de interessc serd

0(p) := Py(IC| = o0).

Uma possivel abordagem para estuds-la seria a partir de

9(p) = 1> _P(lC| = k).

k=1

Fxpressbes para Pp{|C| = k) sfo relativamente simples de calcular para k
pequeno, mas s¢ tornam combinatorialmente crescentemente complicadas para
L crescente ¢ nio hé uma forma explicita para k genérico. O estudo de 8{p)
deverd seguir entdo uma outra linha, como veremos a seguir.

O primeiro resultado importante do modelo de percolacio é aquele que
estabelece a existéncia de uma transi¢io de fase em 2 ou mais dimensées, como
enunciado em seguida. Uma demonstragio serd apresentada na proxima segio.

Teorema 2.1 Parad > 2, existe wm valor critico do pardmetro p, denominado
pe, no intervalo aberto (0,1} tal que

O(p) = 0, se p<pe
8(p) > 0, se p>pe

3 Alguns resultados

Nesta secio, apresentamos primeiramente uma demenstragio do Teorema 2.1,
enunciado acima. Para isto vamos considerar o modelo em mais detalhe e
explorar suas propriedades geométricas e de monotonicidade. Em seguida,
apresentamos outros resultados importantes do modelo de forma abreviada,
com alguns argumentos heuristicos.
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Em auxilio & prova do Teorema 2.1, vamos discutir propriedades de mono-
tonicidade da funcio 8(p). Para isto, faremos uma nova construgdo do modelo,
usando outro tipo de varidveis aleatdrias, de forma a ter todos os modelos de
percolagio, correspondentes a todos os valores de p possivels, definidos no mes-
mo modelo. Chamaremos este modelo de modelo padrdo e o descrevemos a
seguir.

Seja Z := {Z.,e € lEd} uma. familia de varidveis aleatdrias independentes
com distribui¢io comum uniforme em [0, 1]. IP denotara a probabilidade sub-
Jjacente.

Um clo e da rede sera dito p-aberto se Z, < p e p-fechado caso contrério.
Podemos entdo construir o modelo de percolagio com pardmetro p usando elos
p-abertos ¢ p-fechados deste modelo, da mesma forma como na se¢io anterior.
Nenotaremos nor (. o aglomerado de sitios conectados por elos p-abertos aue
contém a origem. Observe que Cp ne modelo padrdo tem a mesma distribuigao
de probabilidades do que C no mode]o original com pardmetro p.

Lema 3.1 8(p) € ndo-decrescente em p.

Prova

Em termos do modelo padrio, temos que 8(p) = P(|Cy| = o). Por outro
lado, Cp C Cpr quando p < p', o que é conseqiiéncia de um elo p-aberto ser
necessariamente p’-aberto. Concluimos que

8(p) = P(ICp| = 00) S P(ICp| = 00) = 6(p'}. A

A monotonicidade em p estabelecida no lema acima nos permite definir o
valor critico da seguinte forma.

pe = sup{p: 6(p) = 0} (3.1)

Para o préximo resultado, monotonicidade na dimensio, vamos voltar ao
modelo original (pois p estd fixo). Note que podemos construir o modelo
de percolagdo em d dimensdes num hiperplano d-dimensional da rede d + 1-
dimensional contendo a origem, declarando fechados os elos ligando o hiper-
planc ao restante do espago e usando A para os demais elos. Denotando por -
€ o aglomerado da origem neste modelo, temos claramente que C c C elogo

8(p) = 8(p,d) = Ppar1(IC] = 00) < Ppaa(iC] = 00) = f(p,d +1).
Isto prova o seguinte.
Lema 3.2 &(p,d) € ndo-decrescente em d.

Pelos dois lemas acima, torna-se suficiente, para provarmos o Teorema 2.1,
mostrar os seguintes resultados.




Proposicao 3.1 Para d > 2 e p suficieniemente prézimo de O\
8(p) = 0.

Proposicao 3.2 Para d =2 e p suficientemente prozimo de 1
8(p) > 0.

Como veremos nas demonstragdes destes resultados, abaixo, é suficiente no
primeiro tomarmos p < 1/(2d — 1) e no segundo p > 2/3.

Prova da Proposicao 3.1
E suficiente mostrar que xp := Ey|C| < oo para p préximo de 0, pois se
Gw) = Fp(iC] = 00} > 0, entdo, claramente, x, = co.

Podemos escrever
|C] = Z I{UH:::}:
reZZd
onde I4 é a fun¢io indicadora do evento A, isto é,

I = 1, se A ocorrer
A 0, se A ndo ocorrer,

e logo

Y P04+ z).

ETy A

Podemos reordenar a soma acima da seguinte forma

Z Z Py(vestd aberto),

‘H.ZU |'y|=n

onde a segunda soma é sobre os caminhos « partindo da origem e de compri-

mento n (isto é, caminhos v = {e1,...,e,} em que z; = 0). A probabilidade
acima vale p" independentemente de . Portanto temos que
Xp = Z o(n)p™, (3.2)
n=0

onde o(n) denota o nimero de caminhos partindo da origem ¢ de comprimento
n.
Um argumento combinatério simples revela que, paramn > 1,

o{n) < 2d{2d — 1)1,




De fato, o primeiro passo do caminho tem 2d possiveis sitios de destino, en-
quanto que & partir do segundo até o final, cada passo tem no mdzimo 2d — 1
possiveis sitios de destino (devido & auséncia de circuitos). Temos

Xp < O 2dp[(2d — V)"t + 1
n>l

¢ pare a série ser convergente, basta tomarmos p < 1/{2d — 1). A

Prova da Proposigao 3.2
O argumento se baseia numa propriedade geométrica de 2Z 2 Consideremos
a rede bidimensional dual de Z?,

ZE =%+ (1/2,1/2).

Z2 ¢ um deslocamento de ZZ* por 1/2 unidade em cada dire¢io coordenada.
Volumes finitos superpostos de Z2 ¢ Z2 sao ilustrados abaixo, o de Z* em
linhas cheias, linhas tracejadas para Z2.
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Note que hd uma relagio 1 a 1 entre os sitios ¢ elos de Z2 e aqueles de Zf,
que associa e em Z? ao elo secante a e, denotado e,, em Z?2, como na figura
a seguir.




Definiremos um modelo de percolagio em Z2, induzido pelo modelo em
Z?, declarando e, aberto ou fechado conforme e esteja aberto ou fechado,
respectivamente.

No que se segue, um circuito serd um caminho {eq, es,...,e,} tal que y, =
21, isto €, um caminho que se fecha sobre si mesmo.

A ocorréncia de um aglomerado da origem finito em Z? estd associada
a existéncia de um circuito fechado (isto é, um circuito de elos fechados) na
rede dual, ao redor da origem. Isto se deve ao fato de que se o aglomerado
da origem for finito, os elos da fronteira do aglomerado {isto é, elos ligando
sitios do aglomerado a sitios fora do aglomerado), obviamente fechados, estdo
sempre dispostos de tal forma que os elos correspondentes do dual formam um
circuito, que serd entdo fechado. A figura a seguir ilustra este fato geométrico
elementar (o aglomerado da origem aparece em linhas cheias, sua fronteira em
linhas pontilhadas e o circuito no dual em linhas tracejadas), cuja demonstragio
pode ser encontrada em [4].

Seguimos com a demonstragio da Proposigio 3.2.

1 orr i Y DT




Vamos mostrar que a probabilidade de o aglomerado da origem ser finito é
estritamente menor do que 1 para p suficientemente préximo de 1. Para isto,
em vista do fato geométrico acima, bastard argumentar que a probabilidade de
haver algum circuito fechado na rede dual ao redor da origem é estritamente
menor do que 1 para p suficientemente préximo de 1.

Pp(h& um cireuito fechado na rede dual ao redor da origem)

< Y Py(vesta fochado),

~

onde a soma € sobre todos os circuitos v ao redor da origem. Ela pode ser
reordenada da seguinte maneira.

Z p(vesta fechado),

0% P’]

onde a segunda soma é sobre circuitos v ao redor da origem de comprimento
.

Esté claro que a probabilidade no interior das somas depende apenas de n
¢ vale {1 — p)™. Portanto, a expressic acima fica

> )1 -

n>4

onde A(n} denota o nimero de circuitos ne rede dual ao redor da origem de
comprimento 7.

O seguinte argumento produz uma cota superior til para A(n). Qualquer
circuito de comprimento n da rede dual ao redor da origem deve cruzar um elo
da rede original da forma ((0,k),(0,k + 1}), para algum —-n/2 < k < n/2. A
partir deste elo secante, cada um dos n — 1 elos subseqiientes pode ser colocado
de no méximo 3 maneiras diferentes. Por isto

Mn) £ n3™ L,
Substituindo na soma acima, temos
n
> 5B,
n>d

que é uma fungao continua e decrescente em p quando p > 2/3, anulando-se
em p = 1. Segue-se que cxiste pg < 1 tal que a expressdo acima € estritamente
menor do que 1 parap > pp. A

Uma melhoria do argumento acima, que mostra que 8(p) > 0 se p > 2/3,
é a sepuinte. Denotemos por ¢ 0 quadrado centrado na origem e de lado
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2M + 1. Seja Apr o evento que todos os elos de Qpy estejam abertos e By o
evento em que ha um circuito fechado na rede dual completamente Jora de Qas.
Repetindo o argumento acima, temos

BBu)< Y B1-p

n>8M+4

Dado p > 2/3, esta expressdo pode ser tornada estritamente menor do que 1
escolhendo-se M suficientemente grande, digamos Afy. Portanto

Po(B§;,) > 0. (3.3)

Agora, na intersecgao dos eventos Aag, e Bfy, , 0 aglomerado da origem é in-
finito. Além disso, A e BS 5+, 80 independentes. pois dependem de conjumios
disjuntos de elos. Logo, de (3 3) concluimos que

8(p) 2 Pp(Auo N Bigy) = Fp(Anso) Po(Biy,) > 0,

pois P,(Ap,} > 0 (ainda que préximo de 0). O argumento estd completo.

A probabilidade critica p, depende da dimensic e podemos denoté-la pAd).
As proposices acima mostram que

Para dimensdes altas, sabemos que p.(d) ~ 1/2d.

3.1 Outros resultados
3.1.1 Decaimento exponencial em p < p,

Poderiamos definir outros pontos criticos no modelo de percolagio. Por exem-
plo, lembrando que x, ¢ o valor esperado do volume do aglomerado aberto da
origem, seja

P =sup{p:xp < oo}l (3.1.1)

A prova da Proposicéo 3.1 mostra que § estd bem definido e é positivo. E claro
que § < pe (pois se 8(p) = Py(|C| = o0) > 0, entiio x;, = oo).

O teorema abaixo, que estabelece o decaimento exponencial do raio de C,
tem como conseqiiéncia que § = p, eliminando a existéncia de uma fase inter-
medidria (, pe) ¢ estabelecendo a assim chamada unicidade do ponto critico.

Sejam S, a esfera L, em Z? de raio n com centro na origern, isto é

S = {z € Z2*: |aljy < n}

e An 0 evento de que existe um caminho aberto da origem A fronteira de Sn.
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Teorema 3.1 Se p < p., entdo para algum Yp > 0 ]
P,{A,) < e7¥™  para todo n. (3.1.2)
Coroldrio 3.1.1 x, < 00 e p < Pe.

Observagido 3.1.1 Se p > p., entdo, obviamente, x, = 00. Prove-se tarnbém
(2] que
lim xp = xp, = 00.
PTpc
Prova do Corolario 3.1.1.
O Teorema 3.1 estabelece o decaimento exponencial da distribuicdo do raio
de C, que denotaremos por R (:= max{n : 0 +» z para algum z € 5,}). Como

c
e < roYe dp (3.1.2% concluimos que
e R B it bt

PAICI 2 1) < Py(R 2 n¥/4/2) = By(Aap) e %™, (313)
onde ¥, = 1,/2. Logo, Xp = 2,51 H(|C] 2 n) <oo. A

Observacgao 3.1.2 (3.1.3) estabelece decasnento subexponencial da distribui-
cao de |C|. Com wmn pouco mais de trabalhe, mostre-se o decaimento exponen-
cial deste distribuigdo (vide [8]).

3.1.2 TUnicidade do aglomerado infinito

A propriedade de ergodicidade por translagdes* do modelo de percolagio tem
como conseqiiéncia que, com probabilidade 1, existe um apglomerado infinito
{em algum lugar) quando 8(p) > 0. Ergodicidade quer dizer a grosso modo que
pontos distantes sdo aproximadamente independentes. Como a probabilidade
de um determinado sitio estar num aglomerado infinito ndo depende do sitio
(pela invaridncia por translagbes), se ela for positiva, observarmos o taman-
ho do aglomerado de cada sitio de uma seqiléncia suficientemente esparsa até
chegarmos num aglomerado infinito equivale (aproximadamente) a langarmos
sucessivamente uma moeda com probabilidade de cara 8(p) > 0 até obtermos
cara, 0 que ocorre com probabilidade 1.

A ergodicidade pode ser explorada mais a fundo para estabelecer que o
aglomerado infinito é dnico (com probabilidade 1). Vamos definir por n a
varidvel aleatéria que conta o niimero de aglomerados infinitos distintos. Temos
o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1 Qualquer que seja p € [0,1],
Pn=0)=1 ou Pn=1)=L (3.1.1)

40 que segue da independéncia e invaridncia por translagdes da distribuiciio de probabil-
idades subjacente.
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Se 8(p) = 0, entdo ndo ¢ dificil de ver que vale a primeira alternativa. Se
8(p) > 0, entdo Fy(n > 1) = 1 pelo fato mencionado no primeiro paragrafo
anterior ao enunciado do Teorema 3.1.1. Aplicando o teorema, temos entio
que Pp(n = 1) = 1 quando #{(p) > Q.

3.1.3 Continuidade no ponto critico

O Teorema 2.1 ndo diz nada sobre o que acontece em p = p,. Sabe-se por
outro lado que #(p) é uma fungio continua, exceto possivelmente em p = p,.
Se 8(p.} = 0, entdo O(p) serd continua e seu grafico se parecers com o da figura
a esquerda a seguir. Caso contrério, o grafico serd mais parecido com o da
figura a direita.

8(p) 8(p)

11 1+

Qual caso vale ¢ uma questio em aberto para d penérico, mas se acredita que
#(p) seja continua. Isto estd de fato provado em 2 dimensdes e em dimensdes
grandes.

Passamos a discutir breve e heuristicamente o caso bidimensional. A auto-
dualidade da rede Z* permite mostrar que p, = 1/2 ¢ f(p.) = 0. Consideremos
de novo, como na demonstragio da Proposicao 3.2, a rede bidimensional dual
de Zz,

Z%=Z% +{1/2,1/2}.

Z? & isomorfa a Z* (por isto dizemos que Z2 é auto-dual),

Teorema 3.1.2 Em duas dimensées, p, = 1/2 e 8(p.) =0
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A prova do Teorema 3.1.2 estabelece dois fatos. Um deles ¢ que 6(1/2) = 0,
o que implica via (3.1) que p, > 1/2. O outro é a desigualdade reciproca
Pe < 1/2.

Um argumento heuristico para o primeiro é que, se #(1/2) > 0, entao tere-
mos urn aglomerado infinito aberto em Z? e um aglomerado infinito fechado em
Z2%. Qs dois aglomerados nio podem se tocar (lembre que os elos de Z? tém
o mesmo status que os respectivos elos secantes de Z2 - vide a demonstracao
da Proposi¢io 3.2) e Z? & pequeno demais para isto.

Para o segundo, a heuristica é que em p < p., hd apenas aglomerados
finitos (ilhas) em Z2? num mar de elos fechados do dual. Presumiveimente
estes formam um aglomerado infinito. Logo, 1 — p > p. sempre que p < f,, 0
que implica que p. < 1/2.

Veia as referéneing indicadas nara ne aponmentne rignraens Ohearwe final
mente que em d = 2 o valor exato de p. é conhecido. Este nfo é o caso em
dimensdes mais altas.

4 Extensoes e modelos relacionados

Nesta se¢do, discutimos brevemente extensoes ligeiras do modelo visto em al-
gum detalhe nas duas dltimas se¢des e, em duas subsegdes subsegiientes, dois
modelos relacionados, o modelo de Ising e o modelo de percolagio de primeira
passagern.

Uma variante do modelo de elos acima é o modelo de sitios. Neste, sao os
sitios que estdo abertos ou fechados. O interesse é em caminhos atravessando
o meio e contendo sitios abertos apenas. Podemos entdo definir o aglomerado
da origem como no modelo de percolagdo de elos.

H& ainda modelos mistos, em que elos e sitios estdo abertos ou fechados
independentemente dos demais com dadas probabilidades.

O comportamente de todos estes modelos é semelhante ao do modeio de
elos, com ocorréncia de transicdo de uma fase ndo-percolativa para uma fase
percolativa conforme os pardmetros atravessam valores criticos.

Podemos também considerar todos estes modelos em outros tipos de rede
(infinita regulares), por exemplo, a drvore de Cayley, com resultados semel-
hantes aos para Z*. Em algumas destas redes (com menos estrutura espacial,
como a arvore de Cayley), o modelo é mais simples, e mals conhecido de for-
ma rigorosa {vide [5] € material sobre percolagdo em drvores em [6]). Porém,
um grande interesse estd nos casos em que a rede exibe estrutura espacial e
dimensional fisicas, como Z? ou Z°.

A seguir introduzimos e discutimos brevemente dois modelos espaciais de
considerdvel interesse que guardam alguma relagio com percolagdo. O primeiro
¢ o popularissimo modele de Ising ¢ o segundo é um modelo de crescimento,
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menos conhecido que o primeiro, chamado percolacéo de primeira passagern.
Veja outros modelos ligados ao modelo de percolagéio em [2].

4.1 O modelo de Ising

Os modelos de percolagao vistos acima sfo alguns dentre tantos sisternas alea-
tdrios com interagdes espaciais. O estudo destes tipos de modelo tem avancado
bastante desde o inicio do século XX. Um dos primeiros modelos a serem trata-
dos, um dos mais populares até hoje, foi o modelo de Ising de um magneto. A
estrutura espacial ¢, como nos modelos de percolagio, representada por uma
rede, digamos Z9. Em cada sitio da rede, temos uma varidvel aleatéria, rep-
rescntando o momento magnético, ou spin, naqguele sitio. Simplificadamente,
consideramos dois possiveis valores, +1 e —1. As interactes magnéticas mie nre.
tendemos modelar sao descritas através de dependéncias estatisticas adequadas
na distribui¢do de probabilidades conjunta das varidveis aleatérias. No caso do
modelo de Ising ferromagnético, as interagdes entre os spins sdo positivas, isto
€, spins vizinhos terdem a se alinhar. A distribuiio de prebabilidade de Gibbs
abaixo tem esta propriedade. Vamos descrevé-la em termos de probabilidades
condicionais para dadas condigdes de fronteira.

Denotemos por S; a varidvel aleatéria que indica o spin no sitio 7 e seja
S={8;,i¢€ Zd}. Seja A um subconjunto finito de Z? e sejam Sy = {5:i)ica
€ Spe = (Si)igae as coordenadas de S em A e A® = Z\A, respectivamente. De
forma anéloga, seja s = {s;, 1 € Z*} uma configuracdo de spins, s; € {—1,+1}
para todo i € Z9, e 55 = (8i)ica € Sac = (8:)ica- as coordenadas de s em A e
A®, respectivamente. A distribui¢io (ou medida) de Gibbs de S condicionada
em Spe é dada cm termos da funcio

Halsnjsae) = —% Z §i5; — Z 5,84 {4.1)

ijEA iEA JEAS
HE-4ii=1 lli=311=1

pela seguinte expressao.

,U,(S = SIS,\.: = SAc) = exp{_.BHA(SAlsAC)}I{SAc=sAc}/Z, (4.2)

onde 8 > 0 é um parametro do modelo (interpretado como o inverso da tem-
peratura) ¢ Z = Z (8, s5:) = 2 sa OXP{—0Ha(salsac)} é um fator de normal-
izaggo. O primeiro termo 3 direita em (4.1) é um termo de acoplamento entre

os spins do volume A ¢ o segundo termo é o termo de acoplamento com a fron- -

teira, cuja configuragio sy estd fixa. Note que os pesos exp{—OGHx(sa]54¢)}
s@o tanto maiores quanto mais alinhados estiverem os spins em 5. Isto introdus
o tipo de interagio desejada no modelo. Vide [7] ou, em portuguds, (8] para
maiores detalhes. 7

Uma questdo central neste modelo é quantas medidas de Gibbs ha satis-
fazendo (4.2) para todo A C Z¢ finito e (p-quase) todo s. O pardmetro 3

U
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esta fixo. Unicidade corresponde a o sistema estar desalinhado ou nio sentir
as condigdes de fronteira quando ests se afasta e vai ao infinito. Existéncia
de pelo menos duas tais medidas, ao contrdrio, corresponde & o sistema estar
alinhado ou sentir condicbes de fronteira suficientemente fortes a distancias ar-
bitrariamente longas. Em dimenséo 1, o préprio Ising, nos anos 1920, provou
que hé unicidade para todo 8. Anos mais tarde, Peierls mostrou que em d > 2
ocorre uma transicio de fase em §, provande que existe um valor eritico 3,
positivo tal que, se # < 5., entdo hi unicidade, e se 8 > ., entdo nio hi
unicidade. Note que quanto maior 8 for, maior a tendéncia ao alinhamento e
como hé duas diregbes de alinhamento (positiva e negativa), quando o sistema
se alinha, ele o pode fazer de duas formas, correspondendo a duas medidas de
Gibbs diferentes.

Nhoart-n formhkhim o 1 P
— SCTVE LAINSGHL &

actdvel similaridade do comportainciuio Gitics win o
modelo de percolagdo, que exibe ou nio transicio de fase nas mesmas di-
mensoes. De fato, o argumento da prova do Teorema 2.1 que vimos atrds é
muito semelhante ao argumento de Peierls para o modelo de Ising. Mais do
que isto, hd uma relagéio mateméatica entre os modeios (descoberta e explorada
na década de 1970 e desde entdo). O modelo de Ising pode ser reexpresso em
termos de um modelo de percolagao de elos, o chamado modelo de aglomera-
dos eleatdrios. Alinhamento no primeiro modelo corresponde a percolacao no
segundo. Mais genericamente, toda quantidade do modelo de Ising pode ser
reexpressa em termos de uma quantidade correspondente no modelo de aglom-
erados aleatérios. Apesar de os elos deste ndo serem independentes, ¢ possivel
obtermos comparagdes por cima e por baixo com modelos de elos indepen-
dentes. Desta forma, podemos, por exemplo, obter desigualdades para 2. em
termos de p,.

4.2 O modelo de percolagio de primeira passagem

Encerrramos a se¢do e o artigo apresentando um modelo de crescimento con-
hecido como percolacéo de primeira passagem. Trata-se de novo de um modelo
de escoamento de um fluido num meio aleatério formado por canais e poros.
Como de costume, tomamamos uma rede regular, Z%. Introduzimos neste
modelo uma nogéo de tempo ou dificuldade de passagem do fluido pelos canais
(ou elos). A cada elo de e € Z2, atribuimos uma varidvel aleatéria Te de
uma familia de componentes independentes e identicamente distribuidos e nio
negativos. 1, serd o tempo necessdrio para o fluido atravessar o elo e. Dados
dois sftios 2,y de Z% e um caminho v ligando-os, definimos T, = Zeef T., o
tempo necessério para o fluido percorrer v, e

Tyy = inf{TY : v é um caminho ligando = a y},

o tempo necessirio para o fluido injetado em = chegar a y.
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Se injetarmos fluido na origem no instante inicial, no tempo £ teremos uma
regifio B, atingida pelo fluido, que pode ser descrita como By = {z € Z% :
TO:z: < t}-

H4 diversas conexdes deste modelo com o modelo de percolagio. Por exem-
plo, se a distribuigdo de T, for tal que Pr{T. = 0) = p, entdo By ¢é claramente o
aglomerado da origem num modelo de percolagiio com pardmetro p. Veremos
outra conexdo abaixo.

Um dos objetos de estudo deste modelo ¢ a forma (assintdtica) de By. No
que se segue, vamos considerar o preenchimento em IR de By, B, = B, +
[—-1/2,1/2)%.

Sob condigdes adequadas de momento da distribuicgo de T, temos o se-
guinte resultado.

Teorema 4.2.1 Eziste um conjunto B ndo aleatdrio, convexo e com interior
ndo vazio tel que ou

(o) B & compacto e
1 -
1 - &)B C = B, C (1+&)B, eventualmente, com probabilidade 1
A

para todo £ > 0, ou
(b) B=IR% e

B, o {z € IR?, ||z}| < M}, eventualmente, com probabilidade 1

ok | =

para tode M > Q.

Nao é dificil explicar {heuristicamente) que uma condigfio suficiente para a
ocorréncia de (b) é que Pr{T, = 0) > p,., o valor critico para ocorréncia de per-
colagio em Z® no modelo de elos independentes, De fato, levando-se em conta
que acima de p,. existe um aglomerado infinito tinico de elos e para os guais
Te = 0, digamos C, e que este aglomerado estd espalhado por toda parte®, dado
um ponto qualguer = de Z%, ele cstard a uma distancia de C (essencialmente)
independente de z. Para se ir de 0 a z num tempo (essencialmente) indepen-
dente de x, vamos entdo primeiro de 0 a C, gastando uimn tempo independente
de z.* Depois nos aproximamos de z sem sair de (, logo instantaneamente. Em

seguida, vamos até z, gastando um tempo (essencialmente) independente de z. -

Pode-se tornar este argumento rigoroso e de fato provar que Pr(T, =0) > . é
necessdrio € suficiente para (b).

N#o se conhece muito sobre B no caso (@) além do enunciado no Teore-
ma 4.2.1. Sabe-se que ndo é um circulo em geral. Ha exemplos de distribuicdo

5Consegiiéncia da ergedicidade por translagdes do modelo.
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de T, para as quais pode-se mostrar que hé partes da fronteira de B que sio
planas. Na verdade, ndo se sabe a forma exata de B em nenhum caso. Este é
um notdvel problema em aberto neste modelo, para mais detalhes sobre o qual
vide [9], uma boa referéncia também para o modelo de percolacio.

Referéncias

(]

2l
(3}

(5]

[6]

Broadbent, S.R. e Hammersley, J.M., Percolation processes I. Crystals
and mazes, Proceedings of the Cambridge Philosofical Society 53, 629-641
(1957)

Grimmett, G.R., Percolation, Second edition, Springer (1999)

Fontes, L.R.G., Notas em Percolacio, Monografias de Matemdtica 54, IM-
PA/CNPq (1996)

Kesten, H., Percolation Theory for Mathematicians, Birkhduser (1982)

Benjamini, Itai c Schramm, Oded, Percolation beyond Z%, many questions
and a few answers. Electronic Communications in Probabability 1, 71-82
{1996)

Peres, Y., Probability on Trees: An Introductory Climb, Lecture notes in

Mathematics 1717, 193-280 (1999)

Thompson, C.J., Mathematical statistical mechanics, Princeton University
Press (1979)

von Dreifus, H., Mecanica Estatistica de Modelos Ferromagnéticos, Anais
do 190. Coléquic Brasileiro de Matemdtica (1993)

Kesten, H., Percolation theory and first-passage percolation, Annals of
Probability 15, 1231-1271 (1987)

Instituto de Matemadtica ¢ Estatistica
Universidade de S0 Paulo

Cx. Postal 66281 -— 05315-970

S3o Paulo, SP — Brasil
lrenato@ime.usp.br




