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Analise Complexa em Varias Variaveis
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O objetivo deste artigo é expor algumas definicdes e resultados da teoria
de fungbes holomorfas de modo a ressaltar seu cardter especial dentro do am-
biente formado pelas fungdes infinitamente diferencidveis. A énfase recaird na
utilizacio do operador 8. As apresentacies do assunto em uma varidvel po-
dem prescindir de seu uso; porém, ele torna-se bastante presente a partir da
dimensao 2. Ele permite selecionar dominios onde se podem resolver problemas
interessantes de Anilise Complexa.

1 Funcgoes Holomorfas em Abertos de C

Nesta se¢do, apds breve revisio do conceito de fungdo holomorfa, introduzimos
a derivagio 3 3

Com1dcrcmos um aberto U/ C R?, e uma funcio deste aberto tomando
valores em RZ?; tal fungio pode ser vista também como tendo dominio ne aberto
de C correspondente a U e tomando valores em € (mediante a bijecdo (z,y) €
R? — 2z = z +iy € C). Vamos designar indistintamente os abertos em R? ou
C, bem como as fungdes neles definidas, pelas mesmas notagoes,

A funcio u: U C R? — R §é diferencidvel em p = (7o,%) € U quando
existem a,b € R de modo que

lim u(zo + &, yo +1) — u(zo,y0) ~ (a€ + bn)
(&m0 1€, )l

onde (€,7) € R? e |(§,n)| = (€% +2*)"/>.
Os niimeros ¢ € R e & € R sio as derivadas parciais & Si(p)e ay 2(p).

=0 (1.1)
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Consideremos uma. fungiio f: U — R?, f = (u,v); ela é R-diferencidvel em
¢ € U quando u ¢ v o forem neste mesmo ponte. Dito de modo equivalente:
quando existe uma transformagio lincar df(p): R? — R? de modo que

- flo+h) = flp) —df(p)-h

=0
[k1—0 |A|

onde h € R% Quando f é R-diferencidvel em p, a transformacio df {p) tem

COmMo matriz
Z%(p) ay 2 (p)
() 2p)

(na base canénica de R?).
Puor ouiro lado, j: U € — C é C-diferencidvel em p = mg + 10 € U
guando existe um ndmero f'(p) € C de modo que

o SO B) = f2) = f'(5) - 1
A0 h

onde h € C; f é holornorfe em U quando for C-diferencidvel em todos os seus
pontos. Na expressio em (1.2} subentendemos que os cdlculos se fazem segundo
as regras cm C, ao passo que em (1.1) utilizamos R?; esperamos na sequéncia
omitir tais referéncias explicitas.

Como & bem conhecido (ver [Ei, pg. 130) f £ C- diferenciavel em p sss [

¢ R-diferencidvel e as derivadas parciais 9%(p), 2 = (p), 52(p). § a2(p) estdo rela-

cionadas pelas igualdades S%(p) = g; (p) e g;(p)

condigdes de Cauchy-Riemann). Neste caso, f’ (p)

=0 (1.2)

—22(p) (denominadas
fu _ ;0u
dx ay

Definamos também 2 (p) = 82(p) +322(p); L(p) = L2(p) + 12 (p).

Procedamos de forma heurt&tlca por um momento; escrevendo z =z+4iye
Z = z — iy, imaginemos que f = u + iv seja fungio das varidveis z e 7 {0 que
é realmente estranho, pois z ¢ Z ndo sdo independentes!). Apliquemos a regra
da cadeia & sequéncia

il

(2,2) = {2,5) = ulz,y) + iv(z,y).
Entéo
o5 _of oz, of oy o _ofon 0fy
8z 0z Oz Oy 8z Oz Ordr  Oyoz
Como = = 4= e y = Z£Z, obtemos

PiE-g) gy o

Ora, esperamos que uma fun¢éo holomorfa sé dependa da varidvel z; por exem-
plo a fungéo (z, y) =+ 72 —y%+ 2y se escreve como z — 22, a qual é holomorfa;
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porém, (z,y) — x24y2 + 2izy se escreve como & — %(zz _h?z +22%), a qual evi-
dentemente nao é holomorfa. De modo que f serd holomorfa quando -gé =0
{0 que traduz a “auséncia” da varidvel 7 em sua definiciio). Observemos fi-
nalmente que %z"; =0 g—;‘ = % e -g‘j = —%, que sao as condicdes de
Cauchy-Riemann. Encerremos entao as consideracdes heuristicas, e adotemos
(1.3) como defini¢iio. Podemos reenunciar o resultado acima do modo seguinte.

TEOREMA 1.1. f éC-diferencidvel emp  f & R-diferencidvel em p e 3L(p) =
0.

Vamos penetrar rapidamente no terrenc escorregadio das relacdes entre
diferenciabilidade e existéncia de derivadas parciais.

TEOREMA 1.2. Se f & de classe C em U e %%(p) = 0 em todos os ponios de
U, eidau [ € howiner fu e I

Lembramos que f = (u,v} é de classe C! quando as derivadas parciais
du du @ fel : 2 g . . .3 -
Fm1 By 5;’;.0 5.55. existem e séo continuas em U (ver [E], pg. 252); isto garante a
R—diferenclablﬁdade em cada ponto de U,

A reciproca deste teorema é néo trivial, pois em principio uma fungio holo-
morfa (isto é, C-diferencidvel em todos os pontos de U/} é apenas R-diferencigvel

em U.

TeOREMA 1.3. Se f € holomorfa em U, entéo f € de classe C" e -g-zi =0 em
todos os pontos.

Como sabemos, as fun¢des holomorfas acabam por ser de classe .

Nao nos preocuparemos com tantas sutilezas na sequéncia; vamos reter
apcnas o cnunciado: Seja f: U — C de classe C°°. Entdo f € holomorfa
=3 %‘; =0emU.

Para efeito de notagéo, escrevemos 9 = g%df; o operador & se aplica aos
elementos de O (U, C). .

Pretendemos agora ilustrar o papel que ele desempenha numa situacio
classica, o Teorema de Mittag-Leffler.

A idéia em geral de seu uso é a seguinte: suporhamos que em certo problema
procuramos uma solugéo holomorfa; entdo, numa primeira etapa conseguimos
uma solugio de classe C°°, e posteriormente tentamos corrigi-la usando o ope-
rador de forma adequada.

Antes, porém, vejamos uma propriedade bésica.

TEOREMA 1.4. Seja g € C°(U,C); eziste f € C°(U,C) de modo que Bf =
gdZz {ou seje, %% = gJ.

Para a demonstragio, veja {G], pg. 45. Quando g possui suporte compacto,
tomamos

flz) = —2—%// IW) o paw (1.4)

cwWw—=z
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Observe que se w = z +1y, entao dw A dW = —2idx A dy; a integral que aparece
na férmula é a integral de &rea usual. Para derivar em (1.4) sob o sinal de
integragdo, inicialmente tornamos o integrando néo singular em z. Para isto,
mudamos varidveis: ¢ = w — z; segue-se

flz) = %/f Mdt/\(ﬁﬁ% f a(g{t+z))dt/\df

f dgdw/\d—
i 00 w—z °

e neste ponto aplicamos a férmula integral de Cauchy
1 Irf o9 dw/\d— f g{w)dw]
omi (f )y, 0 w2z p, Wz |
a um disco By = {z € C; |z| < r} de raio suficientemente grande.
Deve-se observar que a equagio & = g corresponde ao sistema de equagdes
a derivadas parciais
{g—: + %:T = 2Re(g)

Ju — 2 = Im(g)

Al —
RN

onde u,v 880 as incégnitas.
Consideremos agora o seguinte problema: no aberto U escolhemos um con-
junto D disereto de pontos p;, j € N. Associamos a cada ponto p; a expresséo
3 ) , - -
S5(2) = Yoma —(-z-;igj—)—,,f, onde m; € N, a$) € C. Existe entdo uma funcéo S

meromorfa em U, tal que:

(i) Slu\p ¢ holomorfa;
(i) S(z) — 8;(2) ¢ holomorfa numa vizinhanca de cada ponto p; ?

Em outras palavras, existe S meromorfa em I/ com partes polares prefixadas
nos pontos p;, § € N7

TEOREMA 1.5. (Mittag-Leffler). O problema proposto sempre possui solugdo.

DEMONSTRAGAO. 1- Vamos procurar inicialmente uma solugio do nosso pro-
blema em classe C*°: encontraremos h € C*°(U'\ D,C) de tal modo que h— 5,
seja de classe C'*° numa vizinhanca de p;, Vj = 1,2,.... Poderfamos talvez
dizer que a parte polar de h em p; € S;.

Selecionemos entdo abertos U; C U, p; € Uy, de modo que pi ¢ U; se 5 # k.
Adicionemos & esta colecao uma v1zlnhan(;a. Upde U\ U  Uj disjunia de D;
seja So(z) = 1. Podemos supor tal cobertura localmente ﬁmta

Definamos S (2) = Sk(z) — S;(2) se U; N Uy # 0. Esta colegiio de funcdes’

holomorfas, denominada “dados de Cousin”, satisfaz:
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(a) Sjr = —Sk; e Uy NUL #
{b) Sjk-l-Su-l-Sgk =0 se UjﬂUkﬂUg #§.

Consideremos uma parti¢fio da unidade {¢;} subordinada & nossa cobertura,
veja [E], pg. 438, e definamos

hi(z) =) Si(2)0c(2), 2z € Uj.
k

A soma se faz atilizando-se para cada ponto um nimero finito de parcelas,
pois a cobertura & localmente finita; além disso; imaginamos z — S;,(2)0(2)
estendida a U; \ Uy como a funco nula, ji que 8 tem seu suporte em U,
Vemos ane hs & O )

Segue-se que se U; N Uy # B entdo by — h; = S, (basta usar (a) e (b), e o
fato que {6;} constitui uma parti¢do da unidade). ‘

O motivo desta construgio € que ela nos fornece a fungéo h € C°(U\ D, C),
definida em cada U;\ {p;} como h := §; —h; (estd bem definida, pois h; — §; =
hi — Sk caso U; N Uy # B); sendo h — §; € C°(U;,C), esta fungio tem as
propriedades inicialmente requeridas. Tratemos entfo de “conserts-la” para
torné-la holomorfa em U\ D.

2- Com este objetivo, observemos que as propriedades j4 obtidas com a funcéo
k ndo se perdem se ela for substituida por h + f, onde f € C°(U,C); talvez
possamos escolher f de modo que 5 = k + ¢ seja holomorfa em U\ D. Para

isto, devemos ter % = —% 2 %’?— em U; \ {p;}, e portanto em Lgl.
Observemos que, sendo h; — k. holomorfa se U;NUY, # 0 entéo = = %}%& na

intersecdo destes conjuntos. Temos entdo bem definida a fungio g(2) = %i(z}
se z € Uj, e pelo Teorema 1.4 encontramos f € C°°(U/, C) de modo que %% =g.
Revertemos agora 0s passos: definimos S := h + f. Entéao

. 8 8hy dhy; | Bhy
(1) g—§=%+3{==—~g§+g=—§l+§1=03mUj\{pj},demodoque

S ¢é holomorfa em U\ D.

(ii) em cada Uj, SmSj = h-}"f—Sj =Sj—hj+f—5j =f—f1j; ora,
Z(f — h;) =0 em Uj, de modo que S —S; é holomorfa em Uj. O

Este uso do operador -3%_— reaparece em varias varidveis. Nés o retomaremos
em breve.
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2 Funcoes Holomorfas em Abertos de C"

Existe uma mudanca notével em relacdo ao caso de uma varidavel: o Teorema
1.4 ndc é mais vilido em todos os dominios, 0 que implica um enriquecimento
extraordindrio da teoria. Antes porém de examinarmos o operador 9, algumas
palavras sobre o conceite de fungdo holomorfa.

Sejam U C C" um aberto ({z1,...,2,) € U designa um ponto qualquer) e
f: U — € uma funcdo de classe C°°. Dizemos que [ é holomorfa em U &
%’:—_ =0em UVj=1,...,n as derivadas parciais sdo as mesmas definidas
em {1.4). O leitor observard que estamos evitando a discussio feita na se¢io
anterior; pelo menos enunciaremos o seguinte resultado surpreendente, devido
a Hartogs (para demonstraggo, ver [G], pg. 15).

TEOREMA 2.1. Seja j: U — €, U  C* aberto, umae fung¢ao hoiomorfa em
ceda uma das veridveis separadamente. Entdo f € holomorfa (em particular,
de classe C™).

Os exemplos de fungdes holomorfas sao os de sempre: polinémios a vérias
varidveis, manipulages algébricas com fungdes holomorfas a uma varidvel,
séries de fungdes holomorfas que convergem uniformemente em compactos, etc.
A propoésito, o leitor notars que estamos deixando de lado as séries de poténcias;
a razdo é que o nosso objetivo é enfatizar o uso do operador 3.

Prosseguindo na linha da Segdo 1, definimos para f € C°(U, C):

= Z. 8
i=

A escritura em termos de forma diferencial é uma maneira de organizar as
vérias derivadas parciais; dz; é simplesmente dz; —idy; quando z; = z; +1y;.
Trata-se de uma I-forma do tipo (0,1}. Em geral, uma 1-forma diferencial é
uma expressiao

w= > a;dz; + bidy; (2.2)
i=1
onde e;,b; € C*°(U,C). Podemos reescrever (2.2) como

- dzj.—f—d‘“ dz; — dz; % [ a; —ib; a; +zb
b, 24 iy _ j S g, o % Ty
w=Y (0 ey o (B By St i)

j=1 j=1

Portanto, toda 1-forma diferencial tem escritura

W= Zgjdzj + h;dZ; (2.3)

=1




onde g;, h; € C(U,C). Aquelas 1-formas de escritura 22;1 g;dz; sdo do tipo
{1,0); outras que se apresentam como y_;_, h;dz; séo do tipo (0,1). A 1-forma
em {2.1), que é do tipo (0,1), tem uma propriedade extra que descreveremos
em breve. Se w = J_7_, h;d¥;, definimos

aw_Zah A dZ; Z(Zahf(m/\d—) (2.4)

A 2-forma dZp AdZ; é simplesmente (dzy, — z'dyk) A (dx; —idy;) {(podemos dizer
que dw é 2-forma do tipo {0, 2)).

B sempre bom ter em mente que todos estes objetos estdo ligados 4 estrutura
real de C*: o fato de estarem os coeficientes tomando valores complexos é
inevildvel Lesinu yue el (2.2) cios sojail Leais, o vouibuio G (2.0 jé iiui
coeficientes a valores complexos.

Voltando a (2.4}, vemos que

- Ohy  Ohy )
Ow = — —= 1 dE; NdZ
_;C (BEJ dEk "~ -

No caso particular w = 9f, vemos que os coeficientes séo

a [ af g (o af
82;,‘ Iz, a_k Z‘
Ora, na Seco 1 tratdvamos z e Z, de forma heuristica, como varidveis indepen-
dentes; fazemos o mesmo com 21,71, .. ., Zn, 2n, © concluimos que

o ( of o ( af ) 0
3‘ JZ k) Tz 0%;

{a prova rigorosa se faz usando a definicio dada em (1.3)). Portanto, 8(8f) = 0.
Dizemos que uma forma w do tipo (0,1) é 8-fechada se fw = 0; vimos entio
que O f é P-fechada para f € C=(U,C). Quando a forma w do tipo (0, 1) puder
ser escrita como w = Gh para alguma funcio h € ¢°°(U,C), diremos que ela é
B-exata.

_ Tudo isso se parece aos conceitos correspondentes as diferenciais de R™.
Temos mesmo o que seria o lema de Poincaré, agora devido a Dolbeault.

Tomemos o dominio especial Iy, x --- x D, dencminado polidisco estendido,
onde I, = {z € C; |z2| <} mas admitimos r = oo (ou seja, Do, = C).

TEOREMA 2.2. Sew € do tipo (0,1), O-fechada e definida num polidisco esten-
dido, entdo w € O-exato.
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Observe-se que o Teorema 1.4 foi enunciado para qualquer tipo de dominio
em C, portanto nao estamos lidando com o correspondente 3 situagio “em
abertos simplesmente conexos de R”?, toda l-forma fechada é exata”. Gros-
seiramente falando, o Teorema 2.2 se aplica em geral a dominios sem “buracos
holomorfos” {como por exemplo os polidiscos); mas ressalvemos que os dominios
de C, mesmo quando topologicamente complicados, nio possuem os tais “bu-
racos”. Se o leitor estiver inquieto é bom sinal; estamos diante de um ponto
fundamental que faz diferir as teorias de uma e de mais varidveis. Para maiores
informagdes, podem ser consultados [G], pg. 147 e [S], pg. 239.

De qualquer modo, fica o convite para tentar demonstrar o Teorema 2.2 do
mesmo modo como se faz a demonstracdo em R™ de que as formas fechadas
sa0 exatas.

Retornemes ao Teorema 2.2 e aos polidiscos, e apresentemos duas aplicacdes
no mesmo espirito do Teorema 1.6, A primeira se deve também a Hartogs.

TEOREMA 2.3. Sejam U C C? aberto conexo Emitado, e K C U compacto que
ngo separa U. Toda funcdo holomorfa definida em U\ K se estende a todo o
aberto U.

DEMONSTRAGAOQ. 1- A condigdo U\ K conexo ndo merece tanta atencio; que-
remos apenas evitar situacoes embaragosas como: U = C?, K = {{z1, ) € C?;
|22/ + |22|* = 1} (a esfera unitéria de dimensio real 3), f = 1l em |z| > l ¢
f=0em |zl <1

2- O caminho sugerido na prova do Teorema 1.5 nos leva a estender a funcio
dada, digamos f € C*°(U \ K,C), de modo C* a todo U, e depois tentar
o conserto. Antes porém vamos demonstrar o nosso teorema numa mtuaqao
geometricamente muito simples: U = D x Dy, K = ]3}) X ]]1)~ el < B < R;
vamos considerar uma fungio 1 holomorfa numa v1zmhan(;a, de U\ K; em
particular, ¢ est4 definida em 9(IDg x Wp). Consideremos (21, z2) de modo que
R < |z) < Re |2 < R Cada vez que fixamos o valor de 21, todo o disco
|z2] < R estd contido no dominio de definigio de %, de modo que podemos
escrever -

L 7,[)(21;7?)
27 Inl=R n—z3

Pz, 22) = dy; (2.5)

Trata-se da férmula integral de Cauchy. Agora fixemos 7 de modo que [¢} = R
e consideremos o disco |z;] £ R; novamente ele estd contido no dominio de
defini¢do de 1. Segue-se que

NS ¥(&n) 96
W(z1,m) fe dt. (2.6)

27 [RE_zl

S S
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Combinando (2.5) e (2.6):

P(E,n)

1= (6= =) (n_zz)d.gdn. (2.7)

(21, 22)

(estamos usando o teorema de Fubini).
Ocorre porém que o0 22 membro em (2.7) é uma férmula integral bem defini-
da sempre que |z1| < K € |22} < R. Definamos

P{E;n)
Ve z) = 2m /f for E—m) =) 28

De novo os argumentos heuristicos: temos uma férmula para ¥ onde nao
aparecern as varidveis Z; e g, de modo que ¥ define uma fun¢&o holomorfa em
Dgr x Dg! Comparando {2.7) e (2.8), vemos que se trata de uma extensio de

P,

3- Retornemos ao caso geral proposto no enunciado do Teorema 2.3. A geome-
tria pode ser complicada, impedindo-nos de aplicar diretamente a argumen-
tagio anterior. Comegamos entdo restringindo f a uma vizinhanga W C U
de 8U, e tomamos uma extensdo f € C°°(U,C) qualquer. Definamos a forma,
w=38f, de tipo (0,1). Como f = f em W, vemos que w = 0 em W, de modo
que podemos estender w a C? como sendo identicamente nula fora de U; clara-
mente Bw = ( numa vizinhanca de (U, Dentro de U, temos que dw = H(8f),
e um caleulo que j4 fizemos antes mostra que Jw = (. Estamos em condigoes
de aplicar o Teorema 2.2: existe h € C®(C",C) de modo que 6~ = w. Caso
soubéssernos que £ = 0 em W, bastaria tomar F' := f — h como a extensao
desejada, pois Flw = f e 8F = 0 (atencdo: nio podemos nos esquecer de
utilizar neste ponto que U\ X é conexo. Deixamos este encargo ao leitor).
Nio sabemos de fato se h = 0 em W. Mas h é apenas uma solugio de h =
w, e podemos alterd-lo & vontade somando-lhe funcées holomorfas. Fixemos um
bidisco D x D que contém U; segue-se que h € holomorfo numa vizinhanga de
H Dy x I,). Pela argumentagio anteriormente desenvolvida, h possui extensio
holomorfa H a Dg x Dp. Finalmente, escolhemos F = f — (b — H); trata-se
de uma fungdo holomorfa em U/, e (h — H)|w = 0, portanto Flw = f. O

A demonstragio acima se fez em abertos de C? por simplicidade. Ela vale
em abertos de C*, com n > 2.

A situacio geométrica do item 2 da demonstragio do Teorema 2.3 é em-
blematica: quando fol apresentada por Hartogs, houve a imediata percepcio
que n > 2 deveria ser especial para o estudo de virias varidveis complexas. Em
C, qualquer dominic conexo tem nele definida uma funcée de modo que o bordo
funciona como uma barreira intransponivel para sua extenséio. O dominio em
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C?,V = (DrxDg)\(D5xDg), para R < R, tem 0 seu bordo interior completa-
mente ignorado por todas as fungdes holomorfas inicialmente definidas somente
em V' elas s8o de fato definidas em Dy x By, Portanto, em €™, n > 2, existem
“falsos” dominios. Os verdadeiros dominios {aqueles onde podemos encontrar
alguma funcdo que ndo “extravase” em nenhum ponto do berdo) sdo chamados
dominios de holomorfia. Os exemplos mais simples s&o os polidiscos. Um dos
teoremas mais importantes da teoria, devido a Hormander em sua forma mais
geral, garante que o Teorema 2.2 {e bem mais!} vale nos dominios de holomorfia
(veja [G], pg. 147).

Passemos & segunda aplicacdo do Teorema 2.2. Faremos a exposigio em
dimensdo 2, sem que isto signifique restricio alguma. Consideremos em um
polidisco estendido A uma curva holomorfa lisa mergulhada. C; diremos sim-
plificadamente “subvariedade lisa”. Isto significa para nés a existéncia de
U: A — C holomorfa de modo que 0 € C seja valor regular ¢ C == ¥~1{0).
Certamente o leitor prefere uma definicio mais local, do tipo: € é fechada
como subconjurnto de A, e cada ponto p € C pertence a uma vizinhanga V,
especial, pois associada a um difeomorfismo holomorfo 14,,: V, — I x D tal que
#p(0,0) = pe ¥,(CNV,) = D x {0}. A nossa deflinicio implica a segunda, ¢
deixamos a demonstracdo da reciproca como um desafio.

Diremos que uma f: C — C ¢é holomorfa se fo ('f,!');l)hmxm}) for holomorfa
Vp € C. O teorema seguinte é reconfortante: nio precisamos nos esforcar
demasiadamente para encontrar as fun¢des holomorfas de C.

TroREMA 2.4. Sejem C C A subvariedade lisa e f: C — C holomorfa. Existe
F: A — C holomorfa de modo gque Flo = f.

DEMONSTRAGAO. 1- O leitor provavelmente j4 se deparou com tal tipo de
enunciado em um ambiente real (em classe C*°, mais precisamente). Vamos
reviver esta experiéneia, e aplicar o nosso operador 8 de modo conveniente.

Consideremos entéo a cobertura de A formada pelos abertos V, (veja defi-
nigéo antes do enunciado do Teorema), mais o aberto A\C'. Podemos selecionar
os abertos de modo a ter uma cobertura locamente finita, digamos Vo = A\ C,
V1, Va,. .., com partigio da unidade {f;} associada. Em cada aberto Vi (que
vem acompanhada da carta local ¢y, de ), definimos a extenso mais simpics
possivel que podemos imaginar para f:

ful@) = £ (v (m(wn(a))), (2.9)

onde 7(z1, z2) = z;. Parece estranho, mas uma simples figura explica a férmula:
w;l omoy ¢ uma maneira de “projetar” holomorficamente os pontos de V; em
Vi NC. Quanto a Vy, colocamos fy = 1 (que é um método curioso de estender
uma fungéo que ndo esté definida em nenhum ponto Vp!). Introduzimos dados

de Cousin (compare com o Teorema 1.5): se V;NV}, 5 B, colocamos f;; = -J-r-’%ﬁ
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Podemos verificar facilmente que fj, é uma funcao holomorfa em V; N Vi.
Observemos que: fjr = — fi;j se UsNUx # 0, € fin+ fre+feo; = 0se U;nlenUy #
0.

Suponhamos por um instante que conseguimos escrever fjz = hi — Ry,
onde h, é holomorfo em V,. Segue-se que fr — vhy = f; — ¥h;, e a fungdo
F = f; —1ph; fica bem definida independentemente do aberto escolhido. Ora,
F é homomorfae F = fem U; N C.

Portanto, este é nosso objetivo (como foi também na prova do Teorema 5):
escrever [, como diference de fungdo holomorfas. Inicialmente nos contenta-
mos com menos: colocando

hy = Z FikOrs (2.10)
k

obtemos que f?,j € C=(V;,C), Vs, e que fir = A — JILJ'. A fungio F = f; — wflj
é de classe O™ e estende f.

2. Observemos que se g € C(A,C) é qualquer, entio ﬁj + g também satisfaz
fik = (hi+g) — (h; + g). )

A idéia agora é encontrar g € C*°(A, C) de modo a tornar h; + g holomorfa
Y j. Para isso, deveriamos ter Og = —0h;. Ora, w = —0h; estd bem definida,
independentemente de j, pois h; — hy & holomorfa e portanto Bhj = Bhy. Pelo
Teorema 2.2, existe g € C°(A,C) tal que w = g, e isto conclui a prova. O

Observe-se a estrutura idéntica das duas demonstragio (Teorema 1.5 e Teo-
rema 2.4). £ coincidéncia demais; hd de fato uma co-homologia de Cech por
tras ..., consulte [S], pf. 234.

Qutra observacéo: a demonstracio vale em qualquer dominio onde o Teo-
rema 2.2 possa ser aplicado, por exemplo os dominios de holomorfia...

Vamos aproveitar o ponto em que chegamos para deixar nossa consciéncia
trangiiila: h4 dominios em que o Teorema 2.2 ndo é vilido. Por exemplo,
tomemos V = (C x C)\ {(0,0)}, e a curva C C V como o conjunto zz = 0. Se
o Teorema 2.2 fosse vélido em V, o Teoremsa 2.4 também seria, e f: C — C,
f(2,0) = ﬁ se estenderia a V como fungdo holomeorfa, e a fortiori a C x C,
pelo Teorema 2.3. Portanto, z; — ;1; se estenderia como fun¢io holomorfa a
0 € C, absurdo. A escolha do dominio V no exemplo nao é casual; em dimensao
2, os dominios de holomorfia sdo exatamente aqueles onde vale o Teorema 2.2.
Isto faz parte do ja4 mencionado Teorema de Hormander.

Esperamos ter dado ao leitor uma breve idéia de como € interessante a teoria
das funcdes de varidveis complexas “a vérias varidveis”. Ela nada fica devendo
em beleza e profundidade ao caso de uma varidvel.
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3 Um Pouco de Historia

Gostarfamos de acrescentar alguns comentdrios de ordem histérica. Nés nos
deparamos com dados de Cousin durante as provas do Teorema 1.5 e Teorema
2.4. Poderfamos ter acrescentado: se {f;r} sdo dados de Cousin associados
a uma cobertura {Vj}, o problema de Cousin consiste em encontrar funcdes
holomorfas {f;} definidas nos abertos de modo que f;x = fi — f; sempre que
V;NVy # B. Este tipo de problema aparece naturalmente (em qualquer nimero
de varidveis) como vimos no Teorema 1.5; o primeiro a estudé-los foi P. Cousin,
em um artigo aparecido na Acta Mathematica, 1895 (Sur les Fonctions de n-
Variables Complezes). Ele se interessava em construir fungdes meromorfas que
tivessem “polos dados a priori” numa certa regido (de fato, ele utilizou produtos
de dominios em uma varidvel). Posteriormente, K. Oka generalizou este resuita-
G para dulninios de boloworfia de T (Domeines d Holomorphie, J. of Science
of the Hiroshima University 7, 1937). A propésito, Cartan se refere a este tipo
de problema como o 12 problema de Cousin, e dquele problema sugerido antes
do Teorema. 2.4 (prezado leitor: nao desanime!) como o 22 problema de Cousin.
O nosso Teorema 2.4 foi estudado também por Oka em Domaines Converes par
rapport oug Functions Rationelles (mesma referéncia anterior, porém vol. 6,
1936). Nao satisfeito, tratou o 22 problema de Cousin (Deuziéme Probléme
de Cousin, ainda mesma referéncia, vol. 9, 1939), e mostrou que nem sempre
seria soltvel em dominios de holomorfia; pela primeira vez, aparece a idéia da
solubilidade C'*° de certos problemas de Anilise Complexa como pré-condigéo
4 solubilidade holomorfa.

O método & comecou a ser utilizado por P. Dolbeault e A. Grothendieck,
que provaram o Teorema 2.2 em polidiscos. Posteriormente, Dolbeault provou-
o para dominics de holomorfia (Formes Différentielles et Cohomologie sur une
Variété Analytique Compleze, I e II, Annals of Math., 1956 ¢ 1957).

A solubilidade do problema 8§ em abertos pseudoconvexos de C* {(que ter-
minam por ser dominios de holomorfia} ¢ em variedades de Stein deve-se a L.
Hérmander {L? Estimates and Ezistence Theorems for the 3-Operator, Acta
Math., 1965), J.J. Kohn (Harmonic Integrals on Strongly Pseudoconver Man-
ifolds, I e II, Annals of Math. 1963 ¢ 1964) e C.B. Morrey (The Analytic
Embedding of Abstract Real Analytic Manifolds, Annals of Math., 1958).

Livros para Consulta

Para a teoria de fun¢oes holomorfas a uma varidvel, o leitor pode consultar
[LN], [C] e [Con]. Em [LN], pg. 397, existe uma demonstracao do Teorema de
Mittag-Leffler sem o uso do operador .

Quanto & teoria em vérias varidveis, [G| e [S] sio excelentes.
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