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1 Introdugao

O leitor certamente j4 aprendeu em seu primeiro curso de cilculo que
fungdes continuas de R em R nem sempre séo derivdveis. Em cursos mais ~
avancados de andlise ele talvez tenha aprendido também que funcoes
continuas e mondtonas sdo sempre deriviveis em quase todo ponto (no
sentido de medida de Lebesgue) mas que o conjunto dos pontos onde a
func@o nao é derivivel pode ser relativamente grande. O exemplo mais
simples é a escada de Cantor, que é continua, crescente, vale G em 0 e 1
em 1 mas tem derivada zero em quase todo ponto. A escada de Cantor
nao é estritamente crescente; ¢ possivel construir uma funcgio continua,
estritamente crescente, valendo 0 em 0 e 1 em 1 mas cuja derivada é zero
sempre que estiver definida (o que ocorre em quase todo ponto). Neste
caso o conjunto dos pontos onde a funcio nde é derivavel sera denso e
nao enumerdvel apesar de ter medida zero.

A maioria das pessoas que conhece estes exemplos parece achar que
estas sdo funcdes muito estranhas ou artificiais e que nunca aparecem
“na préatica”, pelo menos em problemas naturais e elementares. Neste
artigo queremos desmentir esta opinido descrevendo uma situacio, que
nos parece tanto natural quanto elementar, em que aparece uma tal
funcio.

2 O problema do jogador

Um jogador precisa de uma vultosa guantia e (suponhamos que a se-
ja R$ 1.048.576) ao amanhecer para pagar seus credores (mafiosos que
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responderdo com a morte a qualquer atraso no pagamento) mas ele infe-
lizmente nio dispde desta fortuna: mesmo depois dos mais desesperados
esforcos, conseguiu juntar apenas, digamos, za (e, infelizmente, z < 1).
Sua tinica esperanca é conseguir fazer seu dinheiro crescer apostando
no novo cassino da sua cidade, o cassino de Cantor. Neste cassino, o
freguds pode fazer apostas de qualquer valor e ganhando, recebe o di-
nheiro apostado em dobro. A probabilidade de ganhar cada aposta ép,
um nimero que nosso jogador, apostador inveterado (como vocé acha
que ele se endividou tanto?), conhece bem: digamos, p = 0.3. Qual é a
probabilidade de sucesso deste pobre jogador em fungdo de z7

Vamos supor inicialmente que ele jogue da forma mais ousada possi-
vel: quando ele tem menos de a/2z (R$ 524.258), apusia tudv, € quaudo
tem pelo menos a/2, aposta o suficiente para, ganhando, chegar a i-
mediatamente. Com esta estratégia, ndo é dificil ver que, comegando
com um nimero inteiro de reais, o jogador alcancard os R$ 1.048.576 ou
perderd tudo em no méximo 20 jogadas. Mais, se fp(z} for a probabili-
dade de ganhar comecando com z temos

'p fo(22), | se £ < 1/2,
folz) = {p-ﬁ(l— ) fpl22 — 1), sez>1/2.

Por inducéo no expoente do denominador, esta férmula {junto com os
casos limite f,(0) = 0 e fp(1) = 1) define uma fungdo crescente nos
racionais diddicos (por exemplo, fp(1/2} = p, fp(1/4) = p* e fp(3/4)

p + (1 — p)p) cujo grifico estd esbogado na Figura 1. Vamos mostrar
que f, estende-se continuamente ao intervalo [0,1], que f, (estendida) é

estritamente crescente e sua derivada é igual a zero sempre que estiver
definida.
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fix)

Figura 1

Melhor do que procurar uma férmula para f, é considerar a diferenca
entre dois racionais diddicos préximos:

A(252)-4(2)

{(fp(g;ttl) Fo(z2)), se m < 2nL,

(1 —p)( (mng:m11+1) fp(anjS 1))a sem > 271

Aplicando n vezes esta equagfio obtemos o valor do lado esquerdo. Para
obtermos uma férmula mais fechada, vamos definir uma funcio auxiliar:
Definigdo 1: Seja F : N — N a func¢do definida recursivamente por
F(0) =0, F(2m) = F(m) e F2m + 1) = 1+ F(m).

O simbolo N denota o conjunto {0, 1,2,...} dos niimeros naturais. A
defini¢ao nos d4 também um método para calcular F(n) para qualquer
ndado: F(1) =14+ F(0)=1, F(2}=F(1)=1, F3) =1+ F(1) = 2.
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Também é ficil ver que F(m) é o ndmero de 1’s na expansio bindria de
m; por exemplo, F(1996) = 7, j4 que 1996 escreve-se na base 2 como
11111001100.

Juntando as férmulas recursivas temos, por indugio,

fo (mz—j:l) ~ fy (%) = p*F (1 p)Tlm),

Vamos enunciar alguns lemas para organizar nossas conclusdes.
Lema 2: Seja p um nimero real com 0 < p < 1/2. Existe uma iinica
funcdo continua e estritamente crescente

f_n . [0. ].] — [0. 1]

com fp(0) = 0 e fp(1) = 1 satisfazendo a seguinte identidade para
quaisquer naturais m e n com m < 2%:

fo (m_;g}_) - Jfp (zﬁn) =Pn_F(m)(1 —p)F(m)-

Demonstragdo: A identidade acima define o valor de fp para os
racionais diddicos:

fp(zﬁn>= Y. P

0<m' <m

¢ facil provar {por indug¢fo) que o lado direito da férmula acima d4 o
mesmo valor para qualquer escolha vélida de m e n (por exemplo, para
m=mn=1em=mn =2 o lado direito tem 0 mesmo valor p, coe-
rentemente com fp(1/2) = f,(2/4)). Novamente pela identidade, temos
Fo(BEL) — Fo(Z) < (1 — p)™, a estimativa necessaria para demonstrar
que existe uma forma (obviamente tnica) de estender f, a uma fungéo
continua no intervalo [0,1}. Finalmente, como 0 < f(Z#h) — £, ()
e sempre podemos encontrar dois racionais diddicos vizinhes entre dois
numeros reais distintos, f, é estritamente crescente. O

A partir de agora usaremos a notagdo f, para nos referirmos 3 funcéo
construida no Lema 2. Observe que f1/5(z) = z.

A seguinte férmula mais direta segue facilmente do lema anterior: se

oQ
g=Y 827", 4, €{0,1}
n=1
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entao
ne 5 & =
Z 5np j<n ]_ _ p)3<n

Lema 3: A fungio f, sat:sfaz a identidade abaixo para todo z € [0, 1]:

[ p fp(2x), sez < 1/2,
Iple) = {p-f(l —p) fp(2x —1), sez>1/2.

Demonstracio: Demonstramos a identidade acima para racionais
diddicos por inducio no expoente do denominador; a identidade vale
para qualquer numero real pois fp é continua. |

Cuiuu Jd. vunun, sup UG Jesie lsina Juc Jp dcscriove & wobabmuadc
de nosso jogador ser bem sucedido se ele seguir a estratégia ousada.
Veremos na Secao 2 que esta é uma estratégia étima, ou seja, que se
o jogador seguir qualquer outra estratégia sua probabilidade de ganhar
ainda é no mdximo fy(z). Na Se¢io 3 mostraremos que f;(z) = 0 sempre
que esta derivada estiver definida, o que ocorre para quase todo z € [0, 1]
(no sentido de medida de Lebesgue). Estas duas se¢des podem ser lidas
independentemente.

2. Qutras estratégias

Antes de atacarmos nosso problema vamos demonstrar alguns resul-
tados auxiliares sobre as funcdes F e f.
Lema 4: Para quaisquer naturais my e mz, F(mq) + F(mg) = F{m, +
mg).
Demonstracgido: Isto é claro pelo algoritmo unsual da adicdo se in-
terpretarmos F(m) como o nimero de 1’s na expansao base 2 de m.
Deixamos uma demostragio por indugfo a partir da definigio a cargo
do leitor. |
Lema 5: Seja A > 1 um numero real e sejam m e l nimeros naturais.

Temos
Z ARG > Z AP
m<i<m-H mi<i<m+2!

Demonstragao: A demonstragio ¢ por indugéo em [. Seja 2% a menor
poténcia de 2 maior ou igual a [; escrevemos

Z AP o }: AHFG) o Z ALFE()

m<i<m+l m<i<m+21-2¥ mA2— 2k <i<m-+
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T N0 - T D D U

mti<i<m+2l mAH<i<m2¥ m+2k <i<mi2l

Do lema 4 temos 1+ F(m) > F(m + 2*) donde

z AFFE) > Z Nacy

m<i<m+2—2F mA-28 i <m 21

Por hipétese de indugio (isto é, pelo préprio lema 5 onde I é nosso 2 —1),

Z ALHE() > Z AF@)

m+ U2k Licm+l mi<i om0k

Somando estas duas desigualdades temos a conclusdo desejada. =
Lema 6: Para quaisquer z ey satisfazendo 0 < z —y <z <z+y <1,
temos fp(z) > pfo(z +y) + (1 — p)fp(z —y).

Demonstragio: Suponhamos inicialmente que x e y sgjam racionais
diddicos e escrevamos

_m+l !

T=—m Y=o A= (1-p)/p.

Pelo lema 5 temos
Z A1+F{i} > Z )\F(i),
mLi<ml ml<i<m+2!
0 que é claramente equivalente a
(1-py Y. P FOU-pO>p D pFOE-pFE
m<i<m+{ mAl<i<m+2!
Pela definigio de f, no lema 2 temos

-0 ¥ (WEh-50)

mEi<m-tl

2r Y (WD -50),

mA<i<m+2l
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mas como .
B -y = 3 ( (Hl)—fp( ))
m<i<m-+l
Betn -5 = ¥ (B0 -5i)

mAl<i<m+21

temos o resultado desejado.

O caso geral segue da continuidade de f,. -]

Agora estamos prontos para voltar ao problema original. Para sim-
plificar a notagio faremos a = 1.

Proposicdo 7: Se a fortuna inicial do jogador é xy, sua probabilidade
de sucesso é no méximo fy(xg) para qualquer estratégia que ele adote.
Demonstracdo: Seja X a varidvel aleatéria representando a fortu-
na do jogador em um certo momento e seja X; a varidvel aleatoria
correspondente a sua fortuna apds mais uma jogada. Afirmamos que
E(fp(X1)) < B(fp(X)) (onde E(Y') representa a esperanca da varidvel
aleatdria Y). De fato, sejam z um valor possivel de X e y uma aposta
correspondente; ao par (z,y) corresponde uma certa probabilidade g.
Os valores correspondentes de X; sio z +y ¢ & — y com probabilidades
de, respectivamente, pg e {1 — p)g. As contribuicdes para E{f,(X)} e

E{ fp(Xl)) correspondentes a este caso sdo portanto, respectivamente,
afp(z) e qlpfplz + y} + (1 — p)fo(z — ). Mas pelo lema 6 temos
qfp(m ) > q(pfp(z +y) + (1 — p)fp(z — y)) e, somando (ou integrando)
todos os casos temos F(fp(X)) = E(fp(X1)).

Acabamos de ver que E(f,(X)) nunca cresce com o tempo, qualquer
que seja a estratégia adotada. O valor de E{f,(X)) quando o jogador
entra no cassino é fp(zo). Assim, em nenhum momento a probabilidade
de sua fortuna chegar a 1 pode exceder fp(zp), conforme queriamos
demonstrar. a

3. A derivada de f;

Conforme prometido, nosso principal resultado é:
Proposigdo 9: Se zp € {(0,1) um ponto onde f, é derivdvel, entdo
fo(zo) = 0.
Demonstragio: Sejam d = f, (o) e m, uma seqiéncia de inteiros
com My = 0 & Mp41 = 2Mp, 01 Mpq1 = 2mp+1tal que T <z < Eﬂ*’—l
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Temos

. fo(TaEl) — £ ()
d = lim M_'ﬂlaz
he o

- w2 (K5 - 45

Se definirmos

[ 2p, S€ Myt = 21y,
en = 2(1 —p), sempsy =2m, + 1,
temos
{pTatly gy 11 ¢
P P\ 9y = k
K o 2 ) 0<k<n
donde

d= H.Ck.
0<k

Mas como ¢ alterna entre dois valores, ambos diferentes de 1, este
produto infinito ndo pode convergir a ndo ser tendendo para 0, e temos
portanto d = 0. [}

Como j4 dissemos, é um teorema cldssico que toda fungio crescente
é derivivel em quase todo ponto; em particular, f,(z) = 0 para quase
todo x. Para tornar este artigo mais auto-contido, entretanto, vamos
dar uma demonstracio direta deste fato.
Proposicdo 10: Existe um conjunto mensurdvel A C [0,1] de medida
1 com fi(x) = 0 para todo z € A.

Nossa demonstragdo baseia-se no seguinte lema, que enunciaremos
sem prova.
Lema 11: Existe um conjunto mensurdvel A’ C [0,1] de medida 1 tal
que todo elemento ¢ de A’ tem a seguinte propriedade: para todo h > 0
existem Inteiros my e ny, tais que

mp + 1
é?t—h'<$—h<$+h< o
com
i 208) L
AND My 2
LN

}LI\I‘I%] log, h
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Informalmente, o primeiro limite garante que o niimero de 0’s e 1's
na expansio biniria de z é aproximadamente igual enquanto o segundo
limite diz que as expanstes bindrias de z — h ¢ z + h coincidem em
um nimero de casas da ordem de log, h, ou seja, que z ndo admite
aproximagdes surpreendentemente boas por racionais diddicos.
Demonstragao da Proposicdo 10: Demonstraremos que se z € A’
(como no Lema 11) entdo f,(z) = 0.

Com a notacdo do Lema 11 temos, para h > 0,

mh-i-l\
f;p( an. fP fm;l

m pthT F(mh)(l _p)F(mh)_

folz +h) — fplz — h)

IA

Dividindo por esta desigualdade por h e tirando logaritmos, temos

log, (fp(a: + h) ; Fola = h))

< (np — F(mg)) logy p + F(mp) logy (1 — p) — logy A.

Calculando o limite superior dos dois lados e usando o Lema 11 temos

(fp(:c +h) — fplz ~ h))

lim suplog,
AN h

1 1
< limsupny (— logyp + - logy (1 —p) + 1) -

Mas % logy p + 3 logg (1 — p) + 1 < 0 donde

— fz—~h
lim suplog, (fp(a: +h) = Fplz )) = —00
ANO h
on . .
limsupfp(m-i_ )—fp(m— )=0;
BNO h

como fp € crescente, isto mostra que fy(z) = 0.
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