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Propriedades estatisticas de fragoes
continuas e aproximacoes diofantinas:
O Teorema de Khintchin

Carlos Gustavo Moreira

1 Introducao

O problema bésico da teoria de aproximagdes diofantinas é o de estudar
boas aproximactes de nimeros reais por nimeros racionais. Uma ex-
tensdo natural desse problema € o estudo de aproximacdes simultdneas
de n numeros reais por nlimeros racionais com o mesmo denominador.

Dade um nimero irracional o, um resultado cldssico de Dirichlet
afirma que existem infinitos racionais % tais que |o — %l < ;—2 (a prova
ndo é dificil: dade N € N, consideramos os N + 1 elementos de [0,1) da
forma jo—|je, com0 < j < N. Como [0,1) = kN;Ol [%, k—;{%), existem

dois desses elementos, digamos ji — |j1¢) € jo — |j2x] num mesmo
k k41

intervalo [-ﬁ, —Nﬂ), e portanto, se j1 < J2, g = ja—j1ep = [jox] — ],

temos 0 < |ga —p| < # = |a - *3[ < E%V_ < Elg) Hurwitz e Markov
provaram que de fato |a — %E < \/glqz tem infinitas solugoes % € Q, para

todo irracional ¢, e que v/5 é a maior constante com essa propriedade.

Markov ([Ma]) provou que, para todo ¢ < 3, o conjunto dos o € IR tais
que |a — §| < # tem apenas um numero finito de solugdes 5 €Qé
enumeravel, mas o conjunto dos ¢ € R tais que |a— §| < 3—(137 tem apenas
um nimero finito de solugles tem o mesmo cardinal que R.

Neste artigo, vamos estudar desigualdades do tipo

o -2 < L2 (1.1)

q )

T |
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onde f: N — R' é uma func¢éo decrescente, do ponto de vista da teoria
da medida. Vamos provar o teorema de Khintchine, segundo o qual, se

2‘;1 f(q) = +oo entdo (1.1) tem infinitas solugdes % € Q, para quase
todo a € R, mas se Z;“;l flg) < +ooentdo (1.1) tem apenas um nimero
finito de soluc¢des g € (), para quase todo a € R.

Note que do ponto de vista topoldgico a situacio é diferente: qual-
quer que seja a func¢do positiva f, (1.1) tem infinitas solugoes % e Q
para o € Ry, onde Ry é um conjunto residual, i.e. contém (de fato é)
uma, interse¢io enumerdvel de abertos densos.

A principal técnica usada para estudar aproximagoes de numeros
reais por numeros racionais s&o as fracdes continuas, que fornecem to-
das as boas aproximagdes de um irracional ¢ por racionais. As definigoes
e provas dos resultados a seguir sobre fracdes continuas podem ser en-
contradas em [Mol.

Dado o € R, definimes g = o, ap = |on| €, se ap € Z, cpy1 =
El:z_n’ para todo n € N. Para cada n € N tomamos p, € Z e ¢, € N
primos entre si tais que

Pn 1

— = lgg;61,a9,...,0y] =0y + —————
n [ s ey ) n] a1l + — 1
. -
Temos
1 Dn 1 1
— oy <|a——| < 5 < —, paratodon &N,
(a’ﬂ+1 + 2)q'n, Qn aﬂ+1Qn q'r,‘,

As seqiiéncias p, e gn satisfazem pp19n — Pnns1 = (—1)", ¥n > 0. Se
o — 2] < ﬁ; entdo £ = ;’f, para algum n € N. Por outro lado, para

todon & N vale [ — &2 1 — Bt 1
< | qni < gz O |ox T+l 2%,

Temos

Qp1Pn T Pn-1

Prn+2 = pi2Pn+i T Pny Gnt2 = Gni2Gn+l T 0n € & =
Qp19n + Gn—1

para todo n € N.

A prova que apresentaremos na Secio 3, baseada no estudo de pro-
priedades estatisticas de fragdes continuas, é inspirada em conversas que
tive ha uns 9 anos com o Prof. Nicolau Corcao Saldanha sobre o tema.
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O problema bésico de aproximagdes simultdneas é o seguinte: dado
oy, @2, . . ., 0, € R queremos encontrar nimeros racionais qu, %, s %”
tals que |a; — ‘%1[ seja pequeno para todo § < n. Em geral sempre €
possivel encontrar racionals tais que fag — %il < —1;117, o que estende o
teorema de Dirichlet e pode ser provado de modo andloge: dado N € N
consideramos os N™ + 1 ponios

p; = (a1j — |eajl,onf — loag], . yond — lomil), 0<S 7SN

. 3 no. N-lrk ke1y\"
no hipercubo [0, 1)™. Dividimos [0, 1)" como ( A [—‘,\7, %)) em N”
cubos de lado % Haverd necessariamente dois pontos py, € p;, num
mesmo cubo dessa decomposu;;xp, e, fe 71 <1 Jo. ¢ = je— 71, P; =
|joaj| — [f1¢5], teremos joy — ol <wg < T para todo § < n.
. ~ ’ - . i r " - -

Infelizmente ndo hd um substituto satisfatério para & teoria de fra-
¢des continuas em dimens&o malor que um, mas € possivel provar uma
versio n-dimensional do Teorema de Khinchine (provada originalmente
em [K]|). o que faremos na Segio 4.

Para maiores informacdes sobre aproximagoes diofantinas, veja [C1]

e [3].

2 Teorema de Khintchine via fragoes continuas

Teorema 2.1 (Khintchine): Seja f: N — R uma funcdo decrescente
tal que h(n) = nf(n): N = RT também seja decrescente.

a) Se Yo7, fln) < +oo entdo o equagdo |a — %’E < I%‘ll tem apenas
um nidmero finito de solugdes racionais p/q, pera quase todo a €

R/Q

b) Se Y00, f(n) = +oo entio a equagdo | — gl < % term um

niimero infinito de solugées racionais p/q, para quase todo o €

R/Q.

Observacao: A condigdo de nf{n) ser decrescente ndo é de fato neces-
s4ria, como veremos na se¢io 4, mas simplifica a prova. Por outro lado,
néo podemos retirar a hipétese de f ser decrescente (veja [C2]).
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Lema 2.2 Sejam n,k € N, e seja [0,a1,09,...] @ fracdo continua de
um nimero o € [0,1]. A probabilidade de um termo any1 ser igual o k
dado que a1 = k1, as = ko,...,an = ky estd entre 1/(k+ 1){(k +2) ¢
2/k(k+1), Yk, ko, .., ky € N,

Prova: Sejam pp.1/gn-1 = [0ia1,02,...,00-1] € Pn/gn = [B;a1, 02,
. ,(I,n,h(lﬂj. Se o€ [07 1] a = [05317021 B :aﬂjan+1]7 s EN] S [ia_F_OO)

PSntpn-t pn
gntGn-1 ' gn

kpn‘fkpnfl (k+l)Pn+Pn71
Egntgn—1" (k+1)gn+gn-3

dos intervalos podem estar trocadas). Os comprimentos dos referidos
intervalos sdo, respectivamente,

entao o € [ ), e, se além disso ap+; = k&, temos o &

], e valem as reciprocas (as ordens dos extremos

1 1
—_—— e
CIn{G’n =+ q'.'zfl} (an =+ Q'nfl)((k + I)QTL -+ Q'nfl)
(pois |Prtn~1—Dn-16] = 1), e portanto a razdo entre seus comprimentos
gn{gntgn_1) — 1+3 —
¢ Toantan )+ Dan o) — GeAEriza) onde B = go-1/a. € [01]

Portanto, a razio pertence a [1/(k + 1)(k +2),2/k{k + 1)]. O

Coroldrio 2.3 A probabilidade de an41 > k, nos termos do Lema aci-
ma, pertence a [1/(k +1),2/k].

Lema 2.4 Paro gquase todo o € R exisie ¢ € R {al que g, < ", para
todo n € M.

Antes de provar o Lema 2.4 vamos mostrar como termina a prova
do Teorema de Khintchine. Suponhamos que £f(n) < oo. Seja v =

-—1+2‘/5. Se a aproximacdo p,/gn, de « é tal que |o — ""”E < Ll entio

Gns1 +2 > qnfl(qn) > 7n71f1(7n71) (pois para todo a € R\ @ vale n >
Al Y € N = agy > W — 2. A probabilidade de a, 1 <
W —2 =: A(n) é pelo menos 1 — %, ¥n € N (pelo corolério do
Lema 2.2), e a hipdtese de )2, f(n) < oo implica que 3.7, A(n) < co,
por comparagio com

STk < 7”12 Y~ P < 3 F(n) < oo,
k=1 k=0 n=1
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Temos porianto H;‘” (1= Z%n_)) > 0 = para cada £ > 0 existe
no € N tal que [ Ain) > 1 — g, donde com probabilidade total

ant+1 < A{n) para todo n suficientemente grande = o — §| < f(q—’ﬂ tem
apenas um ntimero finito de solugdes.

nng

Suponhamos agora que % f(n) = +oo, fixemos ¢ > 0 e vamos nos
restringir ao conjunto X, dos & € [0, 1] tais que g < ¢" paratodon € N
(a unido dos conjuntos X, para todo ¢ € N tem probabilidade total em
[0, 1], pelo Lema 2.4).

1 Pn G’n)
Se an1 > oy teremos lo— 2] <

. Como g, < ™, ™ f(qn) <

W. Vamos mostrar que com proba.blhda,de total temos apy; =

cnf( wy para infinitos valores de n € N. Isso segue de [],2, (1 - ﬁ)
= 0, onde B(n) = -, que por sua vez segue de LM f(ch) >
e flc™) n=1

c ! z;’ozl(c”“ — ") f(c®) = +oo. Portanto, para todo ng € N temos

oo

meng V1~ WSH_I = (), e, com probabilidade total, existe n > ng

com Gpp1 > c“f—lcnf’ donde a equagio |o — P—| < ‘i”) ¢ satisfeita com

probabilidade total para infinitos valores de neN O

Prova do Lema 2: Sejam n,k € N A probabilidade de que &
apareca pelo menos 4n/k(k + 1) vezes entre a1, a9, ..., a, é limitada por
Y sn C’J( Y(1 - £)"7, onde 5 = ﬁ, que é menor que (3}FE+D
para pry grande (de fato,

1 -4t n—j s <4~—3s s  4-3s
Cn(%)( — $)n- i1 25 38 2-5 6-3s

se j > B logo, como

$citya-2rio1

Jj=0

para j = 332 C3(3)7(1 — £)»J < 1, donde CE*(§)*™(1 — )= <

L] Pt
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(%)sn/tl e

;Cj( _ _;_)n—j < (%)sn/ti g(é)k — 3(%)5:1/4

_

)n/k(k+1) < (ﬁ)n/;c(kﬂ)
3

i ;

se n/k(k+1) é suficientemente grande). A probabilidade disso acontececr

pra algum k < [/n] é no maximo /n-(3 ) , que converge a aero guando

n -+ +oo. Por outro lado, com probabilidade total, an < n? para todo
4n

n suficientemente grande => g, < [} {ag +1) (H (r+1) (r+1)) .

(n? )4”/‘/— com probabilidade total para todo n grande, pois também

com probabilidade total o niimero de termos malores ou iguais a +/n

entre a1, as, ..., ey ¢ no maximo 4n//n, para n suficientemente grande.
Como nlﬂ]go 8logn/+/m = 0, temos com probabilidade total

(0. @]
. 41og(r + 1)
lim sup ¥q, < ex E — =} < 40o0o.
'n,—)oop dn = p (r_l '?"('T' -+ 1) )

a

Observacgao: Pode-se provar com métodos de teoria ergédica que para
quase todo o € R vale

hm /g, = e™ /122 ~ 3 9758229

n—oo

Pretendemos discutir este e ouires resultados finos ligados a pro-
priedade estatisticas de fragGes continuas num préximo artigo.

COROLARIOS DO TEOREMA DE KHINTCHINE:

i) Para quase todo ¢ € R, |o — £| < tem apenas um nimero

2log
finito de solugdes g € @, e portanto o — §| < Egl;g tem apenas um
nimero finito de solugdes racionais Z;—, para todo € > 0. Em par-
ticular ord @ = 2 para quase todo o € R (onde ord « := inf{v >
0|e — %] < qu tem infinitas solugdes £ € Q}).
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ii) Para quase todo o € R, |or — p| < tem infinitas solugdes

g° legq
racionais p/g, e portanto, para todo k£ € R, ]a - E < ﬁg tem

infinitas solucdes *3 e Q.

3 Teorema de Khintchine n-dimensional

Teorema 3.1 Sejam fi, fo,..., fn: N = R funcdes decrescentes e F:
N — R’* dada por F(k) = fi{k)fo(k)... fn(k). Seja o = (cv,..., a9,
o an) € R O sistemna de aprommagdo simulidneas
]a_&|<_fi(Q), 1 <1< nétal que ()
q q
) Se >°.2) F(g) < +cc entdo (*) tem apenas um nimero finito de

solucoes (Eqi, %2, e %“) e @, para quase todo o € B"

b} Se 230:1 Flg) = +oo entdo {*} tem infinitas solugdes (%1,...,

Pn
T) € (" para quase todo a € R™.
Prova de a): Dado gy € N, consideremos o conjunto
U U H ( % . fiéq)) ’
g>qo 0<p1,...,pn<gi=1

que é o conjunto dos a € [0, 1)" tais que a desigualdade (*) do enunciado
do Teorema tem alguma soluciio com g > gp {e logo ﬂqOEN S(g0) € o con-

junto dos o € R” tais que {*} tem infinitas solugdes (%‘, b Br) e Q7).
Temos m(S(g0)) < 2204, q”(&;;(ﬂ) = 2" 3702 F(g), que tende a 0

quando ¢ tende a oo, pois Z;O:IF(q) converge. Portanto, m{[)
S{go0)) = 0.

goEN

Prova de b): Primeiro obtemos funces decrescentes gi,92,--., gn:

N — Rt tais que qlﬂﬁlg sz ; =0eG =g1,92,.--.,92: N = R satisfaz

qlﬂn gGlq) =0 e Eq_ G(q) = +oo (podemos tomar G1(k) = (F(1) +
F@2)+ - +FE)HFk) e Gk) = (G1{(1)+C1(2)+ - +G1 (k)T G1(k),

¥k € N Teremos G e G decrescentes, G1(k) < 1/k, kG(k) — 0,
2G (k) = oo, BG(k) = oo, e definimos g;{q) = fi(q) - (G(q)/F{g))'/™).
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Fixemos agora gy € N grande e definimos sp = so(go) = min{s &

N|G(qo) + G(go + 1) + -+ + G(s) > ¢}, onde ¢ é uma constante que
so(q)
q
Para cada s com gp < s < 50 vamos estimar o namero de (7, 22, ...,

T2
3
sy e @ comr; € 2,1 <4< n, 0 < < s tais que existem ¢ com
o < g <8, D1,P2, -.,0n €Z,0 <p; < g satisfazendo

escolheremos posteriormente. Note que limg ;0 = +00.

|E_E<9i(Q)+9i(3), .

5 q q 8

i=1,2,...,n. (%)

Temos que, como cada g; ¢ decrescente, (**) implica

Iﬁq ptsl < 2qsgé ) - 2391( ) i= 1123' .

3

Para. um tal (T—SL, Iz} que ndo satisfaz (**) para nenhum ¢ com

L]
g0 < ¢ <8 pi,---,pn 0 bloco [Ti, (T; — ol noy %S)) serd disjun-

to de todos os bloces associados a (%,...,%"), Vg com gy < g < s,
¥o1,...Pn € Z com O < p; < g

N
Lema 3.2 Para todo k € N eziste ¢ > 0 tal que Z?=1 (.‘P_gl_)) = cpn.

Prova: Para k =1 segue de

o 1el) L L uld)
J%H;ﬁ_“J%@ZZ}T

g=1 dlg
_ pld) _ -pld) _ 6
—éﬂng“f“Z—T—ﬁv

. Yomin (M) 2
pois 302, Ml v b = e 2l 1, e T = % Como
h(z) = z* é convexa para k > 1, tEmos

NGO NN
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donde segue o resultado {com Cj = (f;)k) a

Se go < g < s, estimamos o nimero de solugbes de |rig — pis| <
2sg;(q) com 0 < p; < g, 0 <7y < s por 4sg;(¢) desde que mde(r;, 5) = 1
(pois nessas condicdes ;¢ — p;s3 ndo se anula e assume cada valor no
maximo uma vez). Portanto, o nimero de solugbes da desigualdade
acima para todo ¢ com 1 € ¢ < n é no maximo 4"s"G(q). Por outro
lado hé ¢(s)" pontos (%,...,T—S’L), 0 <7 < s, mde(r;,s) =1, 1 <
i < n. Isso nos d4 a estimativa do niimero de novos blocos disjuntos
dos anteriormente considerados que tém denominador s de pelo menos

() — 47" 0 L G(q), e para o volume da unido dos blocos disjuntos

7=40
ad1c10nados até o denornmador 5o de pelo menos

& s 5 i 20

5=4do g=q0
50 . n S0 s~1

=28%" (fiﬂ) G(s)~8" > (Z G(q)) Gs
8=qo s $=qo \§=qo

Por outro lado, com sp = min{s > g| 25, G{g) > &}, temos

5 (2 o

§=4q0
sg—1 3 . n 50 . n
— ) — G(s () o(j)
;(G() ( +1))J§q}u( j ) +a(sﬂ)§n( j )
sg—1
> 3 (G(s) = Gls + 1)){eas — q0) + Clso){caso — q0)
§=qaq
= Cp Z G(s) — (1 — en)qoG(q0)
s=qop-+1

=cpt+ e onde g1 — 0 quando gy — 00

(pois lim goG(ge) = 0).
go—¥0o0
Por outro lado,
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i(ZGG})G(s <8”CZG’ } < 87¢ c:rg.z)

§=4o \@=qo $—do

onde g3 = G{sp) — 0 quando gy — oo. Assim, nosso volume ¢, pelo
menos, 2"(cyé + €1) — 8"E(E + £2). Tomando ¢ = %r temos que, se
qo ¢ suficientemente grande (e logo £) e 9 suficientemente pequenos), o
volume de A(gg) é pelo menos ¢2 /273 onde

=U U H(pZMi_qijL#)'

g2g0 0<p1,...,pn<g =1

Como A(q) D Alg+ 1), Vg € N, temos m(Ae) > w5 > 0, onde

AOO = ﬂqENA(Q)' Se ﬁ - (,617,521"-7)8?1) < Aoo, ‘,6',: pi} < (h((;j), 7 =

1,2,...,n tem infinitas sclucdes (p(—;, %1 o p") e Qr. Como m{Ag) >
0, dado € > 0 existe cubo @ = Hf:ﬂb “*1} CeNbcZ, 0<h <C

tal que m(Aee N Q) = (1 —-e)m(Q). SeT: R" — R™ é dada por
(X1, ..., =(CX: -0, CXo—ba,...,CX,, — by),

temos T(Q) = [0,1]" e m(T{Q N Ax)) 2 1 —e. Além disso, se o =
(oy, @2y 0n) ETQNAx), a=T(8), =(F1,...,Bn) € AxN @, ¢

portanto |3; — ﬂ| < M ,paratodo i =1,2,...,n tem infinitas solugbes
C i 7 i
(%‘,%,...,?) € Qr, d0nde o — 2| < Q(Q) (e logo Jai — T < %)

tem infinitas solugbes

('f'l rz ‘__,E) _ (Cplbl,Cpl“bQ,.”’Cpn""bn) cQr,
q ¢ q q q 4

e como ¢ > 0 pode ser feito arbitrariamente pequeno estd provado o item
b). O
4 Aproximagoes diofantinas nao-homogéneas

Proposicdo 4.1 Se a € R\ Q entdo X = {m +na|lm,n € Z} ¢ denso
em R
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Prova: Dado ¢ > 0 existem p, g inteiros com > 1/¢ tais que |a — %l <
q% =0 < lga—p| < l < e Dado:n: € R existe k € Z tal que z estd
entre k(go — p) e (k + 1){gax — p), donde |z — k{ga — p)| < &. Como
klgo —p)= —pk+qkac X, 0 resuitado estd provado. O

O préximo resultado, devido a Kronecker, estende a Proposigao 1
para dimensao qualquer.

Proposicido 4.2 Seje o = (e, ¢,...,0n) € R*. Suponhae que 1, ay,
.., an sejam linearmente inependentes sobre Q (isto €, k 4 micy +
Mmooy + - - + mga, =0 com k,my, ..., m, € Z implicak=my = --- =
my, = 0). Entdo X = {ka+mie;+moey+---+mpenlk, my, ..., my, € Z}
¢ denso em B*, onde ey = {1,0,...,0), ...,eq = (0,...,0,1) sdo os

elementos da buse candnica de BR™.

Prova: Seja X C R” o fecho de X, ¢ V' C X wm subespago vetorial
maximal de R* contido em X. Suponhamos por absudo que V # R".
Seja f um funcional linear nao nulo de R*. O

Seja V1 o complemento ortogonal de V, e seja m: R — Vioa
projecao ortogonal sobre VL. Para todo z € X, w(z) € X, pois
m(z) =z + (n(z) —z), n{z) ~z € C C X e X é invariante por adigao
(pois X também é).

Seja k = dim V1. Escolhemos vetores e;,, €4, . .., €;, tais que 7(e;, ),
7(esy), -, m(ei, ) geram V=, Se fizermos ey = o, para todo i =0,1,.. .,
n escrevernos m(e;) = Zf | Aijm{e;; ). Nao podemos ter A;; € Q para to-
do 1, sendo podemos definir um funcional linear f da seguinte forma: da—
do z € R" escrevemos w(z) como ZJ L Bim(ei;), e tomamos f(z} =
Se A1 = fle;) € Q para todo i, terfamos Ao = f(e) = Y 1y a@f(ei) =
Yo' L dira; € Q, contradizendo a hipotese da proposigao.

Seja entdo ip tal que A1 ¢ @ Tomamos v = (Aig1,.. ., Aigk) €
R*. Como observamos na introducdo deste artigo, existem z, = gy —
(D1 Pons- - 2Dkn) # Oy €OM Gy Pins- 1P € Z € lim || < lim

n—+0C
lgn| /% = 0, e portanto, se wn = gn7(e;) —Zj:1 pjnir(ezj), ?}Lr%o Uy = 0
(e wy # 0, ¥n). Passando a uma subseqliéncia, se necessario, podemos
supor que hm I_n?LI = € §»1nVL Para todo t € R, temos que

tw = lim L—jwn € X, Vn € N. Portanto, como X é invariante por
n—od
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adigio, o subespago V = {v+ti|v € V, t € R} é tal que VeXeV
contém propriamente V', absurdo. O

Observacao: A hipétese da Proposigio 2 é necesséria, pois se existem
inteiros k,m1, ..., my ndo todos nulos tais que k+myci 4 -t mpoy, = 0
entdo X C {(z1,...,2n) € B*|mizy +mazo + - - + mpzy, € Z}, que é
um fechado com interior vazio.

Deixamos para o leitor a prova do seguinte fato: Dado & = (o, ...,
an) € R* satisfazendo a condicio da Proposicio 2, e m € N, defini-
mos {ma} = (ma — [mayl,...,mo, — [magl) € [0, ). A seqiiéncia
{ma} é uniformemente distribuida, isto é, para todo aberto 4 C [0, 1)7,
se fa(k) = #{m < k|{ma} € A}, entdo kli_)nc}OfA(k)/k = m(A}, onde
m(A) é a medida de Lebesgue de A. (Sugestdo: sejam Cq, Co C [0, 1)
dois cubos abertos tais que Cy estd contido em um transladado de
(CoCCL+v, veE R™). Use o fato de que existem vetores ¥ arbitraria-
mente proximos de v, com ¥ = (o +p1,. ... g +Pn)s 4, D1, -, Pp € 7,
e que {ma}t € Co = {(m —q)a} € Cy — 0 C Oy, se ¥ estd suficiente-
mente préximo de v, donde f¢, (k) < fe, (k) + |g| = limsup fo, (k) /k <

k— 00
liminf fe, (k) /k).
k—o0
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