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De todas as partes do andlise, as mais eloboradus, as mais puras,
por assim dizer, serde as mais fecundes nas maos dagueles gue
delas sabermn servir-se.

Henri Poincaré

Em relacio a uma série infinita de ntmeros reais, interessa saber
se a soma é finita (indicaremos uma série convergente de nimeros nao
negativos pela notago Y o ; a, < +00), se a soma em médulo é fini-
ta (a série & dita absolutamente convergente se > 7 | |a,| < +00) e se
a ordem das parcelas ndo altera a soma (a série é dita incondicional-
mente convergente se Y o0 aq(y) Converge, qualquer que seja a permu-

tagio o dos indices). E fato bem conhecido dos alunos de graduacio
que toda série absolutamente convergente é também convergente. A
demonstracio normalmente ¢ feita através de uma aplicagio simples do
critério de Cauchy para séries. Em seguida, os estudantes sao informados
de que a reciproca ndo ¢ verdadeira, e entdo saca-se a série harménica
alternada, » 7, (—1)"/n, como exemplo de série convergente que nio
é absolutamente convergente. Tais séries sdo chamadas de condicional-
mente convergentes.

Quanto A convergéncia incondicional, de um resultado de Dirichlet
[6, p.48] sabemos que uma série de mimeros reais é incondicionalmente
convergente se e somente se é absolutamente convergente. Resta anali-
sar o comportamento das séries condicionalmente convergentes. Nesse
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ponto aparece um fato que é espantoso & primeira vista: uma série
condicionalmente convergente pode ser reordenada de forma a conver-
gir para qualquer numero real previamente escolhido. Este resultado é
devido a Riemann [16] e Dini [5] e sua demonstracdo pode ser encontra-
da em, por exemplo, {1, Teorema 3.29] ou [14, Teorema IV.23]. Assim
existem apenas duas possibilidades, diametralmente opostas, para uma
série convergente: ou ela se comporta como as somas finitas, no sentido
de que a ordem das parcelas nfo altera a soma; ou entdo a ordem das
parcelas altera a soma de forma radical, no sentido de que a soma pode
ser qualquer nimero, bastando para isso uma escolha adequada da or-
dem das parcelas. Tudo isso pode ser resumido na seguinte dicotomia
(por simplicidade, escreveremos a partir de agora ) . an ao invés de

D1 Gn)-

Teorema. Seja ) a, uma série convergente de niimeros reais. Entao
uma (e, obviamente, apenas uma) das condigbes abaixo ocorre:

(a) Para toda permutagio o de N, ) a,(,) converge ¢ a soma resulta
> nan. Mais ainda, essa alternativa ocorre se e somente se a série é
absolutamente convergente.

(b) Existem permutagdes o de N para as quais ), a,(, ¢ divergente.
Nesse caso, para cada a € R existe uma permutacio ¢ de N tal que
6 = ), Ugn)- Existem ainda permutagdes que levam a série a divergir
para +coO € para —oo.

De qualquer forma, a questdao estd plenamente resolvida hd mals de
cento e trinta anos. Com o advento da Analise Funcional nas primeiras
décadas do século 20, a discussio acima foi retomada no contexto de
séries formadas por elementos de um espaco normado. Pretendo nesse
texto mostrar as semelhancas e as diferengas que o caso escalar guarda,
com 08 espagos de dimensio infinita.

Definigao. Um espaco normado é um espaco vetorial £ munido de uma
fungdo || - || : £ — R, chamada norma, tal que

e ||z|| > 0 para todo z € FE e ||z{| = 0 se e somente se z = 0,

e |tz|| = |¢| - ll=|| para todo z € E' e todo escalar ¢,

¢ [z +yll < llzll+ llyll para todos z,y € E.

Um espago de Banach é um espago normado que com a métrica
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d(z,y) = ||z — y|| se torna um espago métrico completo. Dizemos que
a série ) . Tp, com z, ¢ F para todo n, é convergente se existe z € B
tal que || 327, @; ~ |} = 0 quando n — oco. Nesse caso dizemos que
z ¢ a soma da série e escrevemos ), &n, = z. Assim como na reta,
dizemos que a série é absolutamente convergente se 3 ||zn| < +oc e
incondicionalmente convergente se ), To(n) converge, qualquer que seja
a permmitacao o dos indices.

Exemplos.

1. E claro que para todo n € N, B" é um espago de Banach, de dimensao
n, com a norma euclidiana usual. Além disso, qualquer espago normado
de dimenséo finita E ¢ isomorfo a R#™(E),

2. Chame de ¢g 0 espago das sequéncias de nimeros reais (ou complexos)
(@n)S2, que convergem para 0. Entdo a norma

@)z ]| = sup{fen] : m < N},
torna ¢, um espaco de Banach de dimensdo infinita.

3. Para 1 < p < 400, chame de £, o espago das sequéncias de numeros
reais (ou complexos) (a,)3 ; tais que 2 lan|P < +oo. Com a norma

(@), ]l = (Z| anl?)",

£, torna-se um espago de Banach de dlmensao infinita. N&o é dificil
verificar que se 1 < p < ¢ < 400 entdo £, estd contido propriamente em
£,. Por exemplo, é bem conhecido que a sequéncia (1/n)32, pertence a
22 mas nio pertence a £, (precisaremos disso malis tarde). Novamente
por simplicidade passaremos a escrever {(an) a0 invés de (an)o2 .

Gragas & convergéncia coordenada a coordenada, a equivaléncia en-
tre as convergéncias absoluta e incondicional (alternativa (a) do Teorema
acima) se mantém para séries convergentes em espagos de dimensdo fini-
ta. Eventuais novidades devem entio ser procuradas apenas em espagos
de dimensao infinita.

As séries incondicionalmente convergentes em espagos de Banach
foram exaustivamente estudadas, e em [4, Theorem 1.9] o leitor pode
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encontrar doze propriedades que sio equivalentes 4 convergéncia incondi-
cional. Enfatizarei aqui a relagdo entre as convergénciaé absoluta e in-
condicional, conceitos que, como vimos, sfo equivalentes em dimensao
finita. Uma das implicaces continua verdadeira em dimenséo infinita, e
podemos perceber pela proposicio abaixo que, para que a convergéncia
absoluta implique em convergéncia incondicional o importante é ser com-
pleto, e nao a dimensdo ser finita. Quem observou isso pela primeira vez
foi o préprio Banach em sua tese (2]

Proposicio. Um espaco normado F é um espaco de Banach se e so-
mente se toda série absolutamente convergente em £ ¢ incondicional-
mente convergente.

Demonstracio. Suponha que F é um espago de Banach e que ), #y,
é uma série absolutamente convergente em FE. Dada uma permutagao
o de N, come Y {lza|l < +o0, do resultado de Dirichlet citado acima

sabemos que Y ”:IJC,%)H < +oo. Da desigualdade
n T i

15 20 = zopll =11 X0 el < D lmoyl
7=1 g=1

Fj=m+1 j=m+1
segue que a sequéncia das somas parciais (Z?:1 T,(4) ¢ de Cauchy em
E, e portanto convergente. Assim ) Z.(,y converge em F, provando
que » . 2, € incondicionalmente convergente.

Para a reciproca, seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em F. Pode-
mos entdo escolher uma sequéncia (n;) em N de forma gue chamando
Uk = Bny., — T, temese [lyall < 1/25. Logo Y, Jysli < +oo, e por
hipétese segue que Y., yx ¢ {incondicionalmente) convergente em F.
Fazendo £ — oo na igualdade zn, + y1 + -+ + Y = Zn,,, segue que
(zn,) é convergente. Logo (z,) é de Cauchy e tem uma subsequéncia
convergente. Segue entdo que (z,) é convergente, o que prova que E é
um espago de Banach. O

Nunca houve divida quanto & ndo validade da reciproca, pois logo
se percebeu que nao é dificil exibir exemplos de espagos de Banach (de
dimensdo infinita, é claro) que abrigam séries incondicionalmente con-
vergentes que ndo sao absolutamente convergentes.

Exemplos.
1. F = ¢g. Sejam (e,) os vetores candnicos dos espagos de sequéncias,
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isto é: e, = (0,...,0,1,0,0,...), onde 1 aparece na n-ésima coordenada.
Chame z, = e,/n e analisemos a série )z, em ¢y. Tomando z =
{(1/n) € ¢y, é facil ver que >z, = x, pois

Z e — el = 1(1,1/2,...,1/n,0,0,...) —z]| =

= ||(0,...,0,%H,$i§,...)|1 = nil — 0 quando 1 — .
Com um pouquinho mais de trabalho mostraremos que » ., ©, converge
incondicionalmente para z. Para ver isso, seja ¢ uma permutacao de
N. Dado £ > 0, tome um inteiro positivo N > 1/¢. E claro que para
cada j = 1,..., N, existe n; € N tal que o(n;) = j. Chame agora ng =
méx{ny,...,nnx}. Entdo para n > ng o vetor Z?:I T,(;) certamente
tem suas primeiras N coordenadas iguais s de z. Portanto

n
1 1
H_ng(j)_mn < N1 < I—V‘<Eparat0don2n0,

Isso prova que ., &,(m) converge, e portanto )., zn € incondicional-
mente convergente. Como ||z,|| = 1/n para todo n, entédo >, @ ndo é
absolutamente convergente.

2. B ={y. De forma analoga ao exemplo acima, verifica-se que a mesma
série >, ep/n converge incondicionalmente mas ndo absolutamente em
£5. Na verdade, para qualquer sequéncia (a,,) que estd em £ mas nio
em £y, a série Y, ane, converge incondicionalmente mas nao absoluta-
mente em £s.

A partir desses exemplos, passou-se a questionar a existéncia, em
qualquer espaco de Banach de dimensio infinita, de uma série incondi-
cionalmente convergente que nio ¢ absolutamente convergente. O que
se desejava realmente saber era se o fato da convergéncia incondicional
implicar na convergéncia absoluta é uma propriedade exclusiva da di-
mensio finita. Essa questio se mostron bem mais dificil tanto que foi
abordada por Banach em [3, p.240] e se tornou um dos problemas do
célebre Scottish Book. Mesmo o caso de £1, aparentemente simples, teve
que esperar até 1947 para ser resolvido por Macphail [15]. Finalmente,
em 1950, Dvoretzky e Rogers 7] provaram que o exemplo que exibimos
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para £ pode ser adaptado para qualquer espaco de Banach de dimensdo
infinita. ’

Teorema de Dvoretzky-Rogers. Seja E um espaco de Banach de
dimensdo infinita. Para toda sequéncia (a,) € ¢3 existe uma sequéncia
(z,) em F tal que )z, é incondicionalmente convergente e ||z, | = |ax|
para todo n. Assim, escolhendo {(ay) em £ mas nao em £, a série cor-
respondente em & é incondicionalmente convergente mas nio é absolu-
tamente convergente.

Esbogo da demonstragdo. A apresentagao dos detalhes técnicos estd
além dos objetivos desta revista. Ofere¢o entdo um esbogo mostrando
08 passos que devem ser seguidos. Na verdade, convido o leitor para
um exercicio do tipo ‘deve ter sido assim que esses caras pensaram nis-
so pela primeira vez’. O ponto fundamental da demonstracio repousa
no seguinte resultado que, surpreendentemente, trata de espacos de di-
mensdo finita (mas, note bem, vale para dimensdes finitas arbitraria-
mente grandes): em todo espago de Banach de dimensio 2n podemos
escolher vetores z1,...,2, tais que 1/2 < |lz;]] < 1,5 = 1,...,n, e de
forma que para quaisquer escalares ay,...,a, vale que

1Y sl < (Zl%‘lz)l/z-
i=1 3=1

Dada (a,) € {3, escolha uma sequéncia (ny)} em N tal que para todo
keN 32 lan* < 27%. Como E tem dimensdo infinita, podemos
escolher uma sequéncia (y,) em E tal que 1/2 < fly;1f < I para todo 3,
satisfazendo

| i antn| < ( f‘, o ?)?,

N="p ="y

qualquer que seja a sequéncia de escalares (o) e ny < N < gt 1-
Chame agora z; = ajy;/|ly;ll. Claramente ||z,|| = |a;| para todo j.
Para provar a convergéneia incondicional usaremos a seguinte caracteri-
7agao: ) . &, é incondicionalmente convergente se e somente se > on Enln
converge qualquer que seja a escolha de sinais €, = 1. Seja entio
uma escotha de sinais e, = 1. Se ny < N < ny.; entdo tomando
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O = Enan/||Ynll temos que

N N 2 N ,
1> enznll < (3 lan&p)m <2- (3 fau) <2,

=T}, ="y ”yn} =T}

N . .. n ’

o que mostra que a sequéncia das somas parciais ijl g;z; é de Cauchy
em £, e portanto ) ,2, é convergente. Com isso estd provado que
>, Zn € incondicionalmente convergente. O

Observacoes finais.

e ) Teorema de Dvoretzky-Rogers desempenhou um papel fundamental
no desenvolvimento da Tecria dos Espacos de Banach, tendo influen-
ciado, por exemplo, os trabalhos revoluciondrios de Grothendieck na
década de 50 que, por sua vez, ingpiraram Pietsch a introduzir, uma
década mais tarde, a hoje cldssica Teoria de ldeais de Operadores.

o Quanto ao comportamento das séries condicionalmente convergentes
em dimensdes maiores que 1, o estado da arte é o seguinte: no caso
complexo, Lévy [13] provou em 1905 que dada uma série convergente de
numerocs complexos, o conjunte das somas de todas as suas reordenagoes
convergentes ¢ formado por apenas um ponto ou é uma reta em C ou
entdo ¢ todo o plano complexo. Steinitz [17] generalizou esse resulta-
do e fechou a questdo no caso de dimensio finita em 1913: dada uma
série convergente em R™, o conjunto das somas de todas as suas reorde-
nagdes convergentes é uma variedade afim, isto é, o transladado de um
subespago vetorial. Em dimensio infinita a situacio certamente se com-
plica e algumas questdes permanecem abertas - veja [10]. Se mesmo a
reta apresenta surpresas, a dimensio infinita também nao decepciona: a
partir de exemplos descobertos por Marcinkiewicz, Kornilov e Nikishin,
V. M. Kadets [9] mostrou que em todo espago de Banach de dimensao
infinita pode ser encontrada uma série convergente cujo conjunto das
somas de todas as suas reordenac¢des convergenies nio é convexo. Mais
surpreendente ainda é o seguinte resultado descoberto por Enflo (nfo
publicado), Kornilov [11, 12] e M. 1. Kadets e K. Wozniakowski [8]: to-
do espago de Banach de dimensio infinita contém uma série convergente
cujo conjunto das somas de todas as suas reordenaces convergentes é
formado por (exatamente) dois pontos!
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