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Convexidade e Diferenciabilidade

Méarcio José Horta Dantas

E bem conhecido que se uma fungio de n varidveis reais tem derivadas
parciais entdo isto naoc implica que, em geral, esta funcdo seja diferen-
ciavel. O objetivo desta nota é mostrar que, se uma funcdo f é convexa
e tem derivadas parciais entdo f é diferencidvel. Na verdade tal funcio
é C'. Em nossa opinizo este é um resultado interessante para alunos de
graduacio.

Teorema 0.1 : Seja U um conjunto aberto convexo de R™. Considere
f: U — R convexa tal que em cada ponto de U as derivadas parciais
8f/0x;i=1,...,n existem. Entdo f é C1.

Prova: Desde que f é convexa, temos f{ty+ {1 —&)z) <tf(y)+ (1 -
t)f(z) para todo z,y em U e 0 < ¢t < 1. Seja K um subconjunto
compacto de U. Entdo existe § > 0 tal que z + se; € U para todo
reK,|s|<dei=1,...,n,onde {e1,...,e,} denota a base candnica
de R®. Tomando y = z + se; obtemos

flz + tse;) — f(z)
t

< flz +sei) - fla).

Fazendo £ — 0 nesta desigualdade temos que V f(z) - {se;) < f(z -+
se;) — f(z). Como esta desigualdade também ¢ vélida para —s, s > 0,
segue que Vf(z) - (—se;) < f(z — se;) — f{z). Destas duas tltimas
desigualdades temos que se s € (0,4) entdao para todoz € K e =
1,...,n obtemos

f(m)_f(mmset)gvf(x)ezéf(m’{_sez)_f(m) (1)
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Se f ndo é C' entdo existep € U, ¢ > 0 e uma sequéncia {pn}, pn €U
tal que p, =+ pe .

Vipa) - VI >6 Vn. (2)

Seja K = {p,p1,pa,...}. Se z é substituido por p, em (1}, fazendo
s = §/2 e usando o fato de que f & continua, veja Corollary 2.3, pg.12 de
[1], temos que a sequéncia {V f(p,)-e;} é limitada para cada i =1,... ,n.
Portanto, tomando uma subsequéncia se necessdrio, podemos assumir
que existe g € R tal que limp o0 Vf(pn) = g. Substituindo z em (1)
por p, e fazendo n —+ oo em (1) obtemos

fp) - flp— sei) <gee < flp+se) — f(p)
8 8

0<s<dei=1,...,n. (3)

Obtemos g = Vf(p) fazendo s — 0t em (3 ). Por outro lado, de (2)
segue que |g — Vf(p} > ¢, o que é uma contradigdo. Portanto Vf é
continua em U, [J
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