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Equacoes Diferenciais Lineares com
Coeficientes Constantes

Airton S. de Medeiros

Como sabemos o conjunto das solugtes da equagdo diferencial linear
de ordem n, homogénea com coeficientes constantes:

y(n) +G]_ y(n_l) +...+an_1 y’+any :O (*)

¢ um espaco vetorial, de dimensio n ie. existem solucdes @q,...,p,
tals que qualquer solucdo ¢ se escreve, de maneira dnica, como uma,
combinagdo linear ¢ =101 + - + cp@n -

O objetivo central desta nota é observar que este resultado pode
ser estabelecido de forma direta e rigorosa, sem necessidade de apelar
para qualquer tipo de Teorema de Unicidade. Para tal, de acordo com
a Afirmacio 1 abaixo (estabelecida sem o auxilic de nenhum Teorema
de Unicidade), basta exibir um conjunto de n solugdes cujo Wronskiano
ndo seja identicamente nulo.

Relembramos que o Wronskiano W (z) de n funcées fi(z),..., fa(z),
derivdveis até a ordem n — 1, é o determinante da matriz Wronskiana
filz) . fn(z)
filz) ... falz)
M(z) = E :
0@ o )

Curiosamente, apds uma extensa pesquisa bibliogréfica, cerca de 150
livros-textos consultados, constatamos que nenhum dos autores adota
este pouto de vista, alguns, inclusive, optam por demonstrar o Teorema
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de Unicidade no caso particular das equagdes lineares (veja p.ex. [1],
Pp-75-77). Na verdade, apenas um dos autores [2] demonstra, a priori,
que o Wronskiano das solugées fundamentais (obtidas a partir das raizes
do polinémio caracteristico p(t) = " + a1t"" L+ --- + ap_1t + a,) ndo
¢ identicamente nulo. No entanto, o mesmo autor lanca mio {desne-
cessariamente) do Teorema. de Unicidade para demonstrar que qualquer
solugdo de (*) é uma combinagio linear das solugdes fundamentais. De
fato, conforme observamos acima, isto decorre imediatamente da Afir-
magio 1, cuja prova é baseada essencialmente num resultado elementar
encontrado em praticamente todos os livros-textos de equacgdes diferen-
ciais (veja p.ex. {1}, pp. 65-66), também conhecido como a

Férmula de Liouville: O Wronskianoe de n solugdes quaisquer de (*)
é da forma ce ™% para alguma constante c.

Afirmacao 1: Sejam ¢, ..., @, solucdes de (*) cujo Wronskiano nio é
identicamente nulo. Entdo, toda solugdo de (*) se escreve, de maneira
tinica, como combinagio linear de wy,..., @, .

Prova: Seja ¢ uma solugio qualquer. Queremos encontrar constantes
€1,-. ., Cq tais que p(z) = cyp1{z) + -+ + caien(z). Logo, para cada

fixo, e1,..., ¢ € uma solugio do sistema

c1e (%) + -+ Cron{2) = o(z}

6190'1(:»") o+ () = ¢(z)

1) 1) _
cvpgn (x) + ... + el () = ¢ (z)

cujo determinante é exatamente o Wronskiano das solucdes ¢1,..., ¢, e
que €, portanto, ndo nulo devido &s hipéteses e & Férmula de Liouville.
Assim, as constantes ci,...,c, acima existem (e sio necessariamente

unicas) se, e somente se, as solugdes do sistema séo independentes de z.
Mas, pela regra de Cramer, estas solugdes s&o quocientes de Wronskianos
de solugdes de (*) e conseqiientemente constantes em virtude da Férmula
de Liouville. : : : O




127

A fim de apresentar uma exposigio mais completa daremos, a seguir,
uma prova direta da :

Afirmacdo 2: O Wronskiano W{z) das solugées fundamentais nio ¢
identicamente nulo.

Esta demonstragio ¢, em esséncia, a mesma apresentada em [2}.

Provaremos que W (0) # 0 ou, equivalentemente, que as linhas da
matriz Wronskiana M{0) sdo linearmente independentes.

Relembremos que se r é uma raiz de multiplicidade m do pelinémio
caracteristico entdo, ™%, ze™, ..., 2™ 1" sio as m solugdes fundamen-
tals associadas a esta raiz. Utilizaremos a seguinte

Afirmacgdo 3: As m colunas de M(0) correspondentes a essas solugdes
(ordenadas como acima) sdo as derivadas sucessivas (em rela¢io a r) da
primeira coluna {que corresponde a ™ e cujos elementos sao, evidente-
mente: 1,772, .. v 1)

Antes de provarmos esta afirmagio vejamos, rapidamente, como ela
conduz ao resultado desejado.

Com efeito, sejam Lg,L1,...,Ln 1 as n linhas de M(0) e sejam
€, --,0n—1 constantes tais que cgLg + -+ + ep1 Loy = 0. Calcu-
lando, nesta soma, as coordenadas correspondentes a cada coluna aci-
ma discriminada, obtemos, devido & afirmacgfio: ¢{r) = ¢'(r) = .- =
g™ U (r} = 0, onde ¢(t) = co-+ert+- -+ cq 1871 Logo, q(t) é divisivel
por (t -~ 7)™ Como r é uma raiz arbitriria do polinémio caracteristico
p(t), concluimos que ¢(t} é divisivel por p(¢) e portanto ¢ = 0, j& que
grau{p(t)) = n > n — 1. Em outras palavras, cg = ¢ =+ = ¢p—1 = 0.

Prova da Afirmacdo 3: Devemos mostrar que os elementos da coluna

correspondente 3 solugio fundamental p(z) = z¥e™, sio as derivadas
de ordem & (em relaciio a r) das funcdes 1,7, ..., 7"}, respectivamente.
Parai=0,1,...,n—1, o i-ésimo elemento desta coluna é, pela definigéo

de M(0},

A0) = (PO = 3 (*ﬁ)(m’*)(ﬂ(o)-(e”)“_ﬁ(m=
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e o resultado segue imediatamente do fato que (z%)U)(0) = 0, se 7 # k.
0

Observacao: Poderiamos provar a Afirmacio 2 calculande explicita-
mente W (0). De fato, com o auxilio da Afirmacio 3, podemos mostrar
que:

W(O) = c(m1 c(ms H (7'1. - T‘ m‘ mj.

s2izg>1
Onde r1,...,r; sio as raizes distintas do polinémio caracteristico, mq,
., M, suas respectivas multiplicidades e ¢{m) = 1!- 2. ... . {m — 1)L

Nao incluimos a demonstragfo deste resultado por constdera-la ex-
tensa e pouco instrutiva em face ao verdadeiro propésito desta nota.

Comentério sobre as Equagdes com Coeficientes Varidveis

’

E claro que a Afirmagio 1 é verdadeira no contexto de equacgdes
com coeficientes varidvets, J4 que dispomos, igualmente, da Férmula de
- Liouville para estas equagbes (veja p.ex. [1], pp.113-115). Portanto,
para concluir que o conjunto das solu¢des da equagio homogénea de
ordem 7, é um espaco vetorial de dimensdo n (sem apelar para o Teo-
rema de Unicidade) é suficiente mostrar que existern n solucdes cujo
Wronskiano néo é identicamente nulo. E isto é garantido pelo Teorema
de Existéncia: Basta tomar solucSes satisfazendo, em um dado ponto
zo , condigdes iniciais de forma que a matriz Wronskiana M (zp) seja a
matriz identidade.

Finalmente, gostariamos de observar que este enfoque, ao nosso ver,
além de ser coerente com o espirito de apresentar, da maneira mais direta
possivel, a teoria elementar das equagdes diferenciais, realga o valor da
Férmula de Liouville, que usualmente s6 é utilizada como instrumento
pratico no caleulo de certos Wronskianos.
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