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matrizes e dinamica dos fluidos
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Resumo

Neste artigo vamos demonstrar um teorema especifico de al-
gebra linear real que diz que qualquer transformagso linear do
espaco das matrizes 3 X 3 nele mesmo que comuta com todas as
conjugacdes ortogonais pode ser descrita de forma bastante ele-
gante com trés pardmetros. O resultado utiliza de forma ampla
o conteddo de um curso de algebra linear, dd um vislumbre da
beleza e do poder da teoria de representagdes de grupos de Lie e
se aplica naturalmente em dindmica dos fluidos. O artigo se dirige
a alunos que tenham familiaridade com algebra linear ao nivel do
livro de Boldrini ou de E. L. Lima e j4 tenham cursado Célculo e
Fisica II para poder apreciar a aplicagio em dindmica dos fiuidos.

1 Introducao

O que é um fluido? Tsto n&o é uma pergunta com uma resposta bem
determinada, j4 que o conceito tedrico de fluido val necessariamente
corresponder a uma abstragio do comportamento fisico dos materiais
concretos que se deseja chamar de fluido. Portanto, o conceito teérico
de fluido pode mudar dependendo do ponto de vista de quem esté formu-
lando o conceito. E natural introduzir a discussio sobre a nogéo de fluido
utilizando o contraste com a nocio de sélido eldstico. Primeiro, o que
estes dois conceitos devem ter em comum. Ambos sio descrigbes de mei-
os continuos, cujo comportamento dindmico pode ser descrito, e predito,




por meio de algumas varidveis macroscépicas, como velecidade, densi-
dade e pressdo. As distingGes, intuitivamente claras, no comportamento
de fluidos e de sélidos elasticos podem ser expressas matematicamente
na descrigio de como estes meios continuos interagem consigo mesmos.

Suponha que o meio continuo sob constderacic ocupe uma regifio
{aberta) do espago, em principio dependente do tempo ¢, que denota-
mos por 2 = §(t). As forgas que as partes de um meio continuo exercem
sobre outras partes sao descritas, de uma maneira que tornaremos pre-
cisa daqui a pouco, pelo que se chama fensor de tensdo (stress lensor).
(O tensor de tensdo nada mals é que uma matriz 3 x 3, que denotamos
por T'(x,t), fun¢do da posicio x € (¢) e do tempo £. O fato que as
forcas internas em um meio continuo qualquer podem ser descritas por
T(x,t), através de nove ntmeros reais, ndo é nada ébvio. Trata-se de
uma consequéneia do principio de conservagio de momento, veja [6],
secdo hH.4.

O tensor de tensdo descreve as forcas internas ao meio continuo da
seguinte maneira. Fixados um instante de tempo ¢ e um ponto x € Q(t),
escrevemos a forga (de contato) por unidade de drea que uma parte do
material exerce sobre outra parte na direcdo do vetor unitério n = n(z)
na forma:

F(x,t,n) =pn + T(z,t)n,

onde p é a pressic. A distincio entre sélidos elasticos e fluidos pode
ser expressa matematicamente na maneira em que o tensor de tensio é
descrito em fungio das varidveis macroscépicas. As férmulas que expri-
mem o tensor de tensado em termos das varidveis macroscépicas do meio
continuo chamani-se relagées constitutivas e incorporam a descricio ma-
tematica completa das propriedades mecinicas do meio continuo.

Em um sélido eldstico, o tensor de tensio é determinado pela defor-
macdo a que o solido estd sujeito no instante %, isto é, a forca que parte
do sélido exerce sobre outra parte depende apenas de quio torcido e
entortado o sélido estd em um determinado instante. As propriedades
mecinicas de sélidos elasticos podem ser descritas pela maneira com que
eles resistem 3 deformagio.

Em contraste, um fluido apresenta resisténeia desprezivel 4 defor-
magio. De fato, no caso extremo de fluidos ideais, o tensor de tensio se
anula identicamente e o fluido interage consigo mesmo apenas através da
pressao. Os fluidos em que o tensor de tensdo estd presente chamam-se




de fluidos viscosos, mas mesmo em fiuidos viscosos ndo ha resisténcia
do fluido & deformacio prépria, mas apenas  velocidade com que esta
deformacdo é imposta ao fluido. Intuitivamente, dizemos que um fluido
pode ser deformado de uma maneira qualquer, sem que se criem forgas
no fluido tendendo a restaurd-lo a uma posicio especifica - um fluido é
indiferente a deformacdes.

Naturalmente, os conceitos matematicos de sélido elastico e de fluido
descritos acima sdo idealizagOes - materiais do mundo real se comportam
de maneira intermedidria, por vezes fluindo e por vezes se deformando e
frequentemente fazendo as duas coisas. Isto é, materiais reais sdo fluidos
viscoeldsticos, em que ambaos os comportamentos tém que ser levados em
conta simultaneamente na descricio matematica. Vamos contudo nos
concentrar a seguir no ¢aso especifico de fluidos.

E natural considerar-se que, para cada fluido viscoso especifico, o
tensor de tensiio fique determinado per alguma férmula em termos da
velocidade do fluido. Dado que o tensor de tensao exprime a interagio
por contato do fluido consigo mesmo, é natural também que esta lei
fisica exprima o tensor de tensic T'(x,?) em um ponto x e tempo ¢
apenas como uma fungio da velocidade do fluido, denotada por u(x, 1)
e de suas derivadas Du(x,t), D?u(x,t),... avaliadas no ponto x ¢ no
instante t. Mais ainda, o fluido viscoso nio deve oferecer resisténcia ao
movimento retilineo e uniforme do fluido inteiro, de modo que o tensor
de tensdo deve depender apenas das derivadas da velocidade, mas nao
da velocidade ela mesma.

Introduziremos duas hipdteses sobre a forma especifica da lei que
descreve o tensor de tensdo em termos de derivadas da velocidade.

(H1) O tensor de tensdo depende apenas da matriz de primeiras deriva-
das da velocidade, e esta dependéncia ¢ linear.

(H2) Esta dependéncia é indiferente a rotagbes rigidas e reflexdes do
espago, isto &, ndo distingue diregdes ou a orientagio do espago.
Isto apenas quer dizer que a lei fisica que descreve o tensor de
tensdo depende apenas das propriedades intrinsecas do fluido, e
nao da maneira como este fluido estd inserido no universo exter-
no - ou seja, estamos assumindo que ndo haja campos externos
influenciando as propriedades mecinicas do fluido {ou que os cam-

pos externos presentes influenciem estas propriedades de maneira




isotrépica, isto ¢, de uma maneira que nao distingue diregoes no
espago).

A hipétese (H1) é uma simplificacdo; vélida principalmente quando
as derivadas de velocidade que aparecem no fluxo sao pequenas. Esta
hipétese pode ser confirmada experimentalmente em situacdes fisicas
especificas. A hipdtese (H2) é mais natural. Para examinarmos seu
contetido matemético, observamos que rotagdes ou reflexdes do espago
sdo expressas por meio de transformagbes lineares ortogonais. Como
tanto a matriz de derivadas de velocidade como o tensor de tensdo sao
de fato transformacdes lineares, ambos respondem a uma mudanga de
base simulténea nos seus dominios e imagens por meio de conjugagio.
A hipétese (H2) pode pois ser expressa pela relacio:

T(O™ Du0) = O~'1T(Dw)O, (1)

para qualquer matriz ortogonal O € O.

Note que, dada apenas a hip6tese (H1) e o fato que o mundo é tri-
dimensional, as possiveis formas especificas para a expresséo de T'(Du)
vivem em um espago vetorial de dimensac 81. De fato, a relagao en-
tre o tensor de tensio e as derivadas de velocidade se exprime por uma
transformacao linear arbitrdria do espago vetorial das matrizes 3 x 3 nele
mesmo, que fica portanto determinada por uma matriz 9 x 9, apés uma
escolha de base no espago das matrizes. Nosso objetivo neste artigo é de-
monstrar que a hipdtese (H2) restringe esta relacao de forma dramaitica,
a tal ponto que qualquer T satisfazendo (H1) e (H2) tem que pertencer
a um certo subspago de dimensdo 3 do espago original de dimenséao 81.
Mais precisamente, este artigo tem como objetivo demonstrar o seguinte
resultado.

Teorema 1 Sejo T = T(Du) uma expressdo pare ¢ tensor de tensdo
satisfazendo as hipdteses (H1) e (H2). Entdo, ewistem constantes reais
A e v tais gque:

T(Du) = X trago(Duw)l + uDu + v(Du)’.
2 Conjugacgoes Ortogonais

No que se segue, vamos essencialmente abandonar as questoes relacio-
nadas com dindmica dos fluidos e restringir a discuss@o ao problema de




dlgebra linear formulado no fim da sec¢do anterior:

PROBLEMA: Caracterizar todas as transformacoes lineares do es-
pago vetorial das matrizes reais 3 X 3 nele mesmo que sejam invariantes
com respeito a conjugacao ortogonal.

Vamos fixar {i,j, k}, uma base ortonormal positiva (i.e. k =i x j)
para o espago Euclidiano tridimensional. Como temos uma base fixada,
nao vamos fazer distingdo entre matrizes e transformacoes lineares, ou
seja, toda matriz real 3 x 3 T também é entendida como a transformacao
linear 7' : R® — R® cuja matriz na base fixada é T. O espago vetorial
das matrizes 3 x 3 com coeficientes reais é denotado por M, e a transfor-
macdo linear identidade em R* é denotada por I. Uma matriz O € M
é ortogonal se 07! = O'. Esta é uma caracteriza¢io algébrica elegante
e nio 6bvia de um conjunto geometricamente muito significativo: o das
rotagdes rigidas e das reflexdes especulares do espago Buclidiano, que
fixam a origem. O conjunto de todas as matrizes ortogonais chama-se
grupoe orfogonal €, no nosso caso particular de matrizes 3 x 3, denota-se
este grupo (de Lie) por O3(R). Como vamos trabalhar apenas no caso
3 x 3, denotamos este grupo ortogonal especiﬁco apenas por 0. Dado
O € O, observe que a relagio OO! = T é uma maneira condensada de di-
zer que as linhas de uma matriz ortogonal formam uma base ortonormal
do R®. A relacio O*'O =1 diz que as colunas de uma matriz ortogonal
também s&o uma base ortonormal do R?.

Nosso 6bjetivo final neste artigo é demonstrar que simetria por ro-
tagio restringe bastante a forma que transformacdes lineares podem to-
mar. Comecemos com um resultado cldssico de Algebra Linear, que ao
mesmo tempo ilustra de forma simples o principio geral por trds do que
pretendemos fazer e que serd utilizado posteriormente. Primeiro, recor-
demos que o produto de matrizes quadradas nao é comutativo, ou seja,
se A, B € M, em geral, AB # BA. Contudo, certos pares A,B € M
de matrizes satisfazem a relagio AB = BA, e, neste caso, diz-se que as
matrizes A e B comutam. Por exemplo, multiplos da matriz identidade
comutam com qualquer outra matriz.

Teorema 2 Seja @ € M uma matriz que comuta com fodas as matrizes
ortogonais (equivalentemente: uma transformacdo linear de R em R
cujo matriz com respeito a quolguer base ortonormal € sempre a mesma).




Entdo @ € um miltiplo da identidade.

Demonstracdo: Seja v € R® um vetor nio-nulo. Seja Oy o conjun-
to de todas as matrizes ortogonais que fixam o vetor v, i.e. o conjunto
das matrizes O € O tal que:

Ov=wv,

Geometricamente, este é o conjunto de todas as rotacdes em torno da
reta suporte de v, acrescido das reflexdes com respeito a planos contendo
esta mesma reta. Seja O € Oy. Entao:

OGv = Q0v = Qv,

e portanto, Qv também fica fixado por todas as matrizes em O. Isto
implica que v e @v sd0 linearmente dependentes, jd que os inicos vetores
fixados por uma rotacio do R? em torno de uma reta passando pela ori-
gem sdo aqueles gerados pelo vetor diretor da reta. Uma transformacio
linear com a propriedade que todo vetor é linearmente dependente com
sua imagem pela transformagao tem que ser um multiplo da identidade.
Este fato ¢ facil de verificar, e fica como exercicio para o leitor. 0

Podemos introduzir em M um produto interno. Sejam 4, B € M,
definimos:

(A,B) = traco (A'B).

A norma de uma matriz A com respeito a esse produto interno é chamada
de norma de Frobenius, e é denotada por [[A|r = (4, 4)11/2. Como a
norma de Frobenius é a tnica norma de matrizes que vamos utilizar
nesta discussio, vamos chama-la apenas de norma.

O espaco vetorial das matrizes 3 x 3 pode ser decomposto como so-
ma. direta de dois subespagos ortogonais, o subspago & das matrizes
simétricas, e o subespago A das matrizes anti-simétricas. Mais precisa-
mente,

S={SeM:S" =8}

A={AeM: A =—4}.




A decomposicio (Gnica) de uma matriz qualquer ¢ € M como uma
soma de uma matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica é dada
por:

t _
Q=Q5+QAEQ;Q +Q QQ-

Vamos mostrar em seguida que os espagos das matrizes simétricas e
das matrizes anti-simétricas sio preservados por conjugacio ortogonal.

Temal Se Ac Ae 8 €8 entio, para qualquer matriz ortogonal O,
0140 € A e 07180 € S.

Demonstragio: Primeiro considere A € Ae O € O fixas. Entao,

(07140 = OtAHO™Y) = 07H(=A)0 = — (071 40),
e portanto O™t AQ € A. Por outro lado, para § € S, O € O temos:
(07 1A0) = Ot AH O™t = 07T AO.

de modo que O71A0 € § também. |

No que se segue, vamos considerar transformagoes lineares quaisquer
T : M — M decompostas em quatro transformacoes lineares:

Tia Tsa
T= ABS 2 A S,
[TAS Tss ] ® @

onde, se § € M,

(T(S)) a4 = Tun(S4) + TsalSs),

(T(S9))s = Tas(Sa) + Tss(Ss)-

Suponha que 7T satisfaz a propriedade que desejamos estudar, is-
to 6, que para toda matriz ortogonal O € O e toda matriz @ € M,
T(O7'QO) = O71T(Q)0. Uma consequéncia do Lema 1 é que cada
uma das quatro transformagdes lineares Tiaa, Tas, Tsa ¢ Tss satisfaz a
mesma propriedade (exercicio).




"Torna-se importante estudar de que maneira a conjugacio ortogo-
nal se comporta dentro dos conjuntos de matrizes simétricas e anti-
simétricas. Vamos apresentar informacio sobre isto em dois resultados,
um para cada caso.

Proposigao 1 Pare cade matriz simétrica S ezistem uma matriz or-
togonal O e uma matriz diagonal D tal que O71SO = D. A matriz
diagonal D € dnica, o menos de permutacies dos seus coeficientes da
diagonal.

Este resultado é o teorema espectral para matrizes simétricas, veja
por exemplo, o capitulo 9 de [1] ou o livro [5] para a demonstracio.

Proposi¢ao 2 Duas matrizes anti-simétricas 3 x 3 sio conjugedas por
uma matriz ortogonal se e somente se elas possuirem a mesma norma.

Antes de demonstrarmos este resultado, vamos apresentar um le-

ma, que é uma descricdo geoméirica das transformacdes lineares anti-
simétricas.

Lema 2 A cada matriz anti-simétrice A estd associado um dnico velor

v tal que, para todo x € R}, Ax = v x x, onde X € o produto vetorial
padrio do 3.

Demonstracéo do lema: Podemos escrever uma matriz anti-simé-
trica A qualquer como:

0 a1 a»
A= —q 0 ag
—-ay —az 0

Se v = vl + vyj + va3k entdo a transformacao linear x +— v x x tem
como matriz com respeito & base candnica;
0 —U3 Vg
V3 0 —U1 5
— 9 " 0

bastando portanto fazer-se a identificacio apropriada. O
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Demonstrac¢ao da Proposigao 2:

Primeiro note que se O € ¢ é uma matriz ortogonal, e v, w 880
vetores, entao:

Ofv x w) = {det O)((Ov) x (Ow)).

Para verificar isto, considere O € O fixa e escreva v ¢ W como
combinacio linear dos vetores da base {i,j,k}. Usando a linearidade
da transformacdo linear O e o fato que o produto vetorial é bilinear
alternado, podemos provar facilmente que basta verificar a identidade
nos casos (v, w) = (,j), (v,w) = (j,k) e (v,w) = (i,k). Examinamos
apenas o caso (v,w) = (i,]), j4 que os outros dois casos funcionam
da mesma maneira. Note que i X j = k, jd que a base é positiva. A
imagem de uma base ortonormal por uma transformacio linear ortogonal
também é uma base ortonormal, de modo que {Oi, 0j, Ok} é uma base
ortonormal. Mais ainda, esta base é positiva se o determinante de O
for +1 e negativa se o determinante de O for —1. A afirmacéo fica
demonstrada, pois, para qualquer base ortonormal do B3, o produto
vetorial do primeiro com o segundo elemento da base é o sinal da base
vezes o terceiro elemento da base.

Considere agora A uma matriz anti-simétrica, associada pelo Lema
2 a um vetor v, O € O e x um vetor qualquer. Entao:

O 140z = O~ Nv x Ox) = (det 0)(0O~'v x x},

e portanto a matriz anti-simétrica O~ AO fica associada ao vetor (det O)
O~ v pelo Lema 2.

Finalmente, note que a norma de uma matriz anti-simétrica é pre-
cisamente o dobro da norma Euclidiana do vetor associado a ela, e que
dados dois vetores de mesma norma, sempre existe uma matriz ortogonal
de determinante 1 que leva um vetor no outro. Pelo exposto acima, esta
mesma matriz ortogonal conjuga as matrizes anti-simétricas associadas.
|

A demonstracio da Proposi¢io 2 fornece uma descricio geométrica
simples da conjugagdo ortogonal no espago das matrizes anti-simétricas.
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3 Simetrias em espacgos de matrizes

Nosso objetivo nesta segio é enunciar e demonstrar nosso resultado prin-
cipal. Vamos iniciar com um lema que generaliza o Teorema 2.

Lema 3 Seja (Q uma matriz 3 X 3 com o seguinte propriedade: para
qualguer matriz ortegonal O € O, da forma:

[0 5]

{com O wma mairiz ortogonal 2 X 2) temos que QO = OQ. FEnido
@ = (ay;) € wma matriz diagonal, com az = as3.

Demonstragio do lema: Seja:

a1 vy v

11 v v Gy v

Q=1 w bu b | = ;
wy  bar boo

onde

— _ [ w _ | b b2
v=[vu), w= {’wz ] and B = [ boy Doy ]

Entao, se O é uma matriz ortogonal da forma descrita no enunciado
temos:

a1 v(

wa] _ A _ -
0 wo= O 'w 0O71BO

Para que O~'Q0 = @ para todo 6, nao temos restrigao sobre a1, e,
pela versio 2 x 2 do Teorema, 2, B = ul,. Mais ainda, os vetores v e w
ficam fixados quando multiplicados por qualquer matriz ortogonal 2x 2 &
direita e & esquerda respectivamente, Isto implica que v = w = 0, o que
conclui a demonstracio. 0

No que se segue, vamos estudar as restrigdes que a covaridncia com
respeito & conjugacado ortogonal impde as transformacoes lineares Ty 4,
Tas, Tsa e Tsg.

e T B R e R D e
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3.1 Caso Ts

A demonstragio que vamos apresentar para este caso ¢ devida a Plamen
Koshlukov, do IMECC-UNICAMP. Mais precisamente, vamos demons-
trar o seguinte resultado:

Teorema 3 Seja T ume transformagdo linear do espago vetorial das
matrizes anti-simétricas 3 X 3 para o espago das mairizes siméiricas
3 x 3 tal que T(O~YAQ0) = O7T(A)O para quaisquer Ac Ae Q€ 0.
Entdo T é a transformagdo linear nula.

Demonstraciao do Teorema 3:
Considere a matriz anti-simétrica Ag dada por:

0 1 0
AO = -1 0 0
0 00

Primeiro note que o valor de T' em Ag determina T completamente.
Note que as matrizes:

0 01 0 0 0
0 00|e |0 O 1
~1 0 0 0 -1 0

sao conjugadas a Ay, pela Proposicdo 2, ji que estas matrizes tem a
mesma norma. A matriz Ag, juntamente com as outras duas matrizes
acima, formam uma base de A, de modo que 7T fica entdo determinada
por linearidade.

Considere agora as seguintes matrizes ortogonais:

-1 0 0 1 0 0 0 1 0
Ov=| 0 1 0|,00=|0 -1 0{eOs=1{~1100
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Suponha que T(A4q) seja uma matriz simétrica arbitraria, da forma

e8] bl bg
T(Ao) = bl ag b3
bg bg as
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A conjugacio Q — Of LQOy apenas troca os sinais da primeira linha,
¢ da primeira coluna da matriz ). Portanto, de um lado, Oy 1400y =
—Ap, e, por outro lado,

a1 —bl —bg
Ong(Ao)Oo = —bl as bg
—bz b3 as

Portanto, a1 = az = a3 = by = 0. Analogamente, a conjugacio com
O; troca os sinais da segunda linha e da segunda coluna, perimitindo
concluir que by = 0. Finalmente, temos que 05 LAg0y = Ay enguanto
que

0 0 0 0 0 —b3
O7'10 0 b3 |Oa={ 0 0 0 |,
0 b3 O by 0 0
e portanto, by = 0, de modo que T(4p) = 0 e portanto, T" = 0. O

3.2 Caso Ts,4

Teorema 4 Seja T uma transformacdo linear do espaco vetorial das
malrizes simétricas 3 x 3 para o espago das matrizes anti-simétricas
3 x 3 tal que T{(O71S0) = O~'T(8)0 para quaisquer S €S e O € O,
Entao T ¢ g transformacao linear nula.

Demonstragdao do Teorema 4:

Basta determinar a imagem das matrizes diagonais, e, devido a per-
mutagdes dos elementos da base por transformacdes ortogonais e da line-
aridade de T, basta determinar a imagem da matriz D;, com (D)1 =1
e todos os outros coeficientes nulos. A matriz D; é invariante por con-
jugagio com matrizes ortogonais que fixem o primeiro elemento da base
candnica e fagam uma rotagio no plano gerado pelas outras duas. Por-
tanto, a matriz anti-simétrica 7'(D;) tem a mesma propriedade. Pelo Le-
ma 3, T(D1) tem que ser diagonal, o que implica que T'(D;) é zero, e por-
tanto, T = 0. a
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3.3 Caso Tgs

Teorema 5 Seja T uma transformagdo linear do espaco vetorial das
matrizes simétricas 3 x 3 em si mesmo tal que T(O™180) = O~ 1T(9)0
para quaisquer S € § e O € O. Entio existem constantes reais A e p
tais que:

T(S) = AS + p tr(S)L.

Demonstracio do Teorema 5: Seja D; a matriz diagonal tal que
(D;)i; = 1, e todos os outros coeficientes de D; sdo nulos. Como na
demonstracdo do teorema anterior, para determinarmos 7' acima, basta
determinarmos a matriz T{D;). Pelo Lema 3, existem nameros a e b
tais que:

la 00
T(D1)=10 b 0
0 0 0
Consequentemente,
b 0 0 b 0 0
T(Dy)= |0 a 0| eTDs)=10 b 0],
00 b 0 0 a
de modo que:
A 0 O
T 0 X O
0 0 A
ai1 + b(A2 + Az) 0 0
= 0 adz +b(A1 + A3) 0
0 0 G,Ag + b()\j + )\2)
A 000
= (0. - b) 0 X 0 + b(}\l + As + )\3)1[.
0 0 A

Finalmente, se S é uma matriz simétrica qualquer, seja O uma matriz
ortogonal que diagonaliza S, ou seja:

A 000

S=0"11 0 X 0 |O.
0 0 X
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Portanto,
A 00
TS)=T|107 | 06 X 0 |0]=
0 0 A3
A1 00
=07 {(a=b)| 0 XA 0 {4+ +r+M)I]|0=
0 0 A
= (a—b)Q + b tr(Q),
€oImo queriamos. O

3.4 Caso Ty,

Teorema 6 Seja T' wma transformagdo linear do espaco vetorial das
matrizes anti-simétricas 3 X 3 em si mesmo tal que T(O~1AQ) = O~}
T(A)O para quaisquer A€ A e O € O. Entdo existe uma constante real
v tal que:

T(A) =vA.

Demonstragdo do Teorema 6: Vimos no Lema 2 que para cada
matriz anti-simétrica A estd associado um tnico vetor v tal que, para
qualquer x € R?, Ax = v x x. Vamos usar a notacdo Z para o operador
do espago das matrizes anti-simétricas no R?, que associa a cada matriz
anti-simétrica A o vetor v = T(A) correspondente. Vimos também na
demonstragio da Proposicio 2 que:

Z(07'A0) = det(0)O1Z(A).

Seja T" a transformagio linear no espaco das matrizes anti-simétricas
que se deseja provar ser um multiplo da identidade. Entdo ZTZ ! é uma
transformacio linear de R® em R®, e portanto Uma matriz 3 x 3, com a
propriedade que, para qualquer matriz ortogonal O e vetor x:

O™'ITI 'x = det(0)ZO7ITIx0 = det(0)IT(0™ T~ x0) =
det(O)IT(Z™! det(0)O'x) = ZTT 10~ 'k,

Portanto, a matriz ZTZ~! comuta com todas as matrizes ortogonais, o
que pelo Teorema 2, implica que esta matriz é um multiplo da identidade.
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Como Z ¢ um isomorfismo linear, isto implica que T ela mesma é um
multiplo da identidade, como queriamos. O

4 Teorema principal, comentarios e conclusoes

O nosso resultado final simplesmente coloca os quatro Teoremas da se¢io
anterior juntos. H4 duas maneiras, igualmente elegantes, de apresentar
o resultado final, que incluiremos no enunciado abaixo.

Teorema 7 Seja T uma transformacio linear do espago wetorial das
matrizes 3 X 3 de coeficientes reais nele mesmo tal que, para toda matriz
ortogonal 3 X 3 O e toda mairiz 3 X 3 @ tenhamos:

T(071Q0) = 0~ 'T(Q)0.
Entao, existem constantes reais a,b e c tais que:

T(Q) = a trago(Q)I + bQs + cQa.

Equivalentemente, podemos dizer que ezistem constanles reais M u e v
tais que:
T(Q) = X traco(Q)E + uQ + QL.

A demonstracio consiste do contetido das duas secdes anteriores.

Temos ainda algumas observacdes a fazer. A primeira observacio
é que a generalizagdo ¢bvia do enunciado acima para matrizes reais
n X n € verdadeira, para qualquer n € N. Deixamos este fato como um
exercicio para o leitor, mas observamos que o problema em dimenséo
trés jd apresenta quase toda a dificuldade do caso geral.

Voltando & aplicagio em dindmica dos fluidos, suponhamos que o
momento angular contido em regides pequenas do fluido tende a zero
quando o volume da regifo tende a zero. Neste caso, pode-se demonstrar
que o tensor de tensdo T'(Du(z)) é simétrico em cada z (veja [6]), e
que portanto, pelo resultado demonstrado neste artigo, existern duas
constantes A e u fais que

T(Q) = p trago(Q)I + AQ.

As constantes A e u sdo chamadas constantes de Lamé. Fsta si-
tuagdo leva & formulacio usual das equacdes de Navier-Stokes (tanto
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compressiveis quanto incompressiveis) como modelo para o comporta-
mento do fluido.

Uma terceira observagio que desejamos fazer é a conexao do argu-
mento aqui tragado com a teoria de representacoes de grupos de Lie.
Nio vamos definir o que seja um grupo de Lie, mas observamos gue o
conjunto das matrizes ortogonais possui uma propriedade algébrica inte-
ressante: O produto de matrizes é uma operagio que associa a um par de
matrizes ortogonais seu produto, que também ¢é ortogonal. Este produto
nio comutativo em 0 é associativo, possul neuiro e elemento inverso,
o que se define dizer que O é um grupo com respeito a essa operagao.
Outros subconjuntos do espacgo das matrizes sio grupos no mesmo sen-
tido: O conjunto das matrizes inversiveis, o conjunto das matrizes de
determinante um, ¢ o0 conjunto das matrizes complexas Hermitianas sao
alguns outros exemplos. Uma boa introdugio ao estudo destes grupos é
o livro texto de M. Curtis [3].

Dada uma escolha de base para o espago Buclidiano, o grupo das ma-
trizes ortogonais pode ser identificado com o grupo das transformacgoes
lineares ortogonais do espaco nele mesmo. Esta identificagao do grupo
das matrizes com um conjunto de aplicagbes do espaco Euclidiano nele
mesmo operando por composicio é um exemplo de representacdo de um
grupo. A representagio especifica de que trata este artigo € a represen-
tagdo do grupo ortogonal de dimensdo 3 no espaco das matrizes 3 x 3
dada pela conjugacdo. Mais especificamente, verificamos que a repre-
sentagao por conjugacio do grupo ortogonal no espago das matrizes se
decompde, como soma direta, de representagbes separadas nos espagos
das matrizes simétricas e anti-simétricas e que podemos descrever bas-
tante precisamente cada uma destas representacoes, via Proposi¢des 1 ¢
2. O Teorema 2 e o Lema 3 so caracterizacdes do conjunto das matrizes
que sio fixadas pela representacio ou por uma fatia dela. Nosso resulta-
do principal, Teorema 7 é um teorema de classificagio de transformacoes
lineares que, na terminologia de teoria de representagoes, entrelacam a
representacido com ela mesma. Todo o conteiido deste artigo pode ser
entendido como a resolucio de um exercicio elementar, mas complicado,
de teoria de representacoes.

Para o leitor intrigado pela descrigio acima, podemos recomendar o
livro texto [4].
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Uma observagao sobre como este artigo veio a ser escrito e uma nota
de agradecimento sio apropriadas. O problema resolvido neste artigo
apareceu no comego de um curso avancado de dinidmica dos fluidos, que
o segundoe autor ministrava no segundo semestre de 1999, na UNICAMP,
Ao seguir a dedugdio do sistema de Navier-Stokes como apresentado por
A. Chorin e J. Marsden em (2], fica claro que aqueles autores acredita-
vam (incorretamente) que a conclusio do Teorema 1 é uma aplicagio
imediata do Teorema 2 (de fato, Chorin e Marsden estavam interessados
apenas no caso simétrico-simétrico, e portanto, no Teorema 5). Progres-
sivamente, foi ficando claro que o resultado sugerido era razoavelmente
delicado, e durante algumas semanas, este problema foi assunto comum
de discussdo na sala de café do IMECC-UNICAMP. Os autores, de um
certo modo, sdo apenas relatores de uma conversa, prolongada, que en-
volveu um grupo maior de pesquisadores. Cabe especialmente agrade-
cer a Plamen Koshlukov, e também a Aluisio Pinheiro, Helena Lopes,
Mazcelo Firer, Marcelo Santos e Renato Pedrosa, entre outros, pelas
contribuigbes & discussio e aos alunos do curso pelas contribuicbes que
eles deram, pelo interesse continuado e paciéncia que exibiram. Cabe
ainda agradecer a Djairo de Figueiredo, pelas sugestoes para a melhoria
da redagao deste artigo. Uma deducéo inteiramente correta do sistema
de Navier-Stokes que inclui o resultado demonstrado neste artigo pode
ser encontrada em [7).
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