MATEMATICA UNIVERSITARIA
n231 — dezembro 2001 - pp. 127-141

O Principio do Maximo para Equacgoes
Parabélicas em uma Dimensio Espacial’
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Resumo

Neste trabalho forneceremos a prova do principio do méaximo, na sua
forma, fraca, para a equagdo de difuséo (ou do calor). Daremos um ar-
gumento, baseado na segunda lei da termodinimica, que indica porque
se deve esperar que esse principio seja verdadeiro. Através de um exem-
plo, verificaremos que a positividade da constante de difusdo é necessaria
para que o principio seja valido. Baseados nesta conclusio, estenderemos
esse principio para uma classe de equagdes diferenciais parciais cujos co-
eficientes dependam da posicio, desde que esses coeficientes satisfagam
a uma certa condigio. Entre as aplicacgbes, obteremos a unicidade de
solucdes de um problema de valor de contorno para uma versio gene-
ralizada da equagio do calor nio homogénea. Também cobteremos uma
cota superior para o ganho médximo de capital num mercado de agdes re-
gido pela equacio de Black-Sholes. Além disto, provaremos um principio
do médximo para solugbes estritamente positivas da equagio dos meios
POrosos.
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1 Introducao

Consideremnos ¢ problema da difusio de calor numa barra metalica de
comprimento . O processo dinfmico que descreve a propagagado do
calor entre dois pontos quaisquer da barra é modelado por uma equacédo
diferencial parcial, conhecida como equacdo do calor

up = kAu. (1)

Na equacdo acima, u = u{z,1) é a temperatura no ponto = da barra e
no instante £. k é a condutividade térmica do material que compoe a
mesma. B comum assumir que k é uma constante positiva, como fa-
remos na primeira parte deste trabalho. Posteriormente, permitiremos
que a condutividade térmica dependa da posigio, isto é, £ = k(z), mas
manteremos a condicio de positividade k(z) > 0 ¥ z'. Como estare-
mos estudando um problema unidimensional 2, isto é, z €R, entdo o
operador Laplaciano A se reduz a A = 8%25. Solugdes da equacdo (1)
estdo bem definidas para valores positivos do tempo ¢ e as mesmas po-
dem ser determinadas explicitamente, tanto para o problema de valor
de contorno (em que a temperatura é mantida fixa nas extremidades da
barra mas pode assumir qualquer valor no seu interior [1]) quanto para
o problema de valor inicial (em que a barra tem comprimento “infini-
to” e a distribuig¢do inicial de temperatura é qualquer [2]), sendo essas
solugdes suaves. Partindo deste fato (existéncia de solugbes suaves), o
nosso objetive neste trabalho serd provar o Principio do Mdrimo para
a equacio do calor e estender esse resultado para equagdes um pouca
mais gerais do que a equagio (1).

QO principio do maximo pode ser entendido como uma consequiéncia da
segunda lei da termodindmica. Segundo essa lei, ¢ calor se propaga de
regioes de temperaturas mais altas para regides de temperaturas mais
baixas, isto é, a propagacao é sempre na dire¢do contrdria ao gradiente
de temperatura. Com isto, temperaturas mais altas tendem a diminuir

1A eguacgdo {1) também é dita eguacdo de difusdo. Neste caso, u(z,t) representa
a densidade de um liquido que se difunde num substrato enquanto que & representa
a constante de difusio do mesmo.

2Cumpre notar que os resultados enunciados neste trabalho podem ser estendidos
para a equac¢do do calor em R*.
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¢ temperaturas mais baixas tendem a aumentar, & medida que o tempo
passa. Suponha, entao, que a distribuigdo inicial (no tempo ¢ = 0} de
temperatura na barra metéalica seja descrita por uma funcéo f(z) e que
a temperatura méixima inicial (isto é, 0 méximo de f(=)) ocorra num
ponto do interior da barra. Baseado na segunda lei da termodindmica,
somos levados a concluir que, com o passar do tempo, o novo valor
méximo da temperatura deverd ser menor do que aquele valor inicial, a
nio ser que existam fontes externas de calor (refletidas matematicamen-
te como condigdes de contorno adicionadas & equagfo) colocadas nas
extremidades da barra. Essas fontes poderiam fazer com que a tem-
peratura naquela extremidade da barra, num certo momento posterior
a0 momento inicial, fosse maior do que a temperatura maxima inicial,
embora esse nove valor maximo nio possa ocorrer no interior da barra.
Portanto, somos levados & conclusido de que o valor méximo da tempe-
ratura ou ocorre no tempo inicial ou ocorre nas extremidades da barra.
Numa linguagem matemdtica, a descri¢io qualitativa dada acima se re-
duz ao teorema enunciado abaixo e cuja prova se encontra na prédxima
secdo. Para enunciar o teorema, definiremos por R a regido semiaberta
R = {(z,8)/0 <z <lel<t<T} Segam R e intR o fecho ¢ o
interior de R.

Teorema 1.1 Seja u(z,t) wma funcdo continue em R tal que uy, g
e Ugy sejam definidas em R e continuas em intR. Se u(z,t) € ndo
constante e satisfaz a equacgdo do color (1) em R, entdo o mdzimo valor
de u(z,t) em R ocorre somente emt =0e0<z <l ,ouemz=0c¢
0<t<T, ouemz=1el<tLT.

Ou seja, o ponto de maximo de u(z,t) 86 poderd estar na base ou nas la-
terais do retdngulo R, incluindo os vértices, e em nenhum outro lugar, a
nao ser que u seja constante, Isso é valido também para o valor minimo
e, para provéa-lo, basta aplicar o principio do médximo para —u(z,t).
Cumpre notar que provaremos a versao fraca do teorema (1.1}, isto é,
provaremos que 0 maximo de u{z,t) é atingido, com certeza, na base ou
nas laterais do retingulo R, embora deixemos sem responder (afirmati-
vamente) que o valor méximo nio pode ser atingido nem no topo e nem
no interior do retdngulo . A nossa prova é a mesma prova dada por
Strauss na referéncia {2] e similar 4 dada por Fritz John na referéncia [3].
A prova, da verséo forte do principio do méaximo pode ser encontrada na,
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referéncia cldssica de Protter e Weimberger [4].

Na préxima se¢ao provaremos o teorema (1.1). Na se¢io 3 daremos um
exemplo para o fato de que se k nio for constante e assumir valores ne-
gativos em algum subintervalo, entdo o principio do méximo pode deixar
de valer, isto ¢, o valor maximo pode ocorrer no “topo” da regiao R. Nas
secao 4 estenderemos o argumento dado na segio 2 para outras equacoes
parabdlicas. Na seco 5 daremos algumas aplicagdes do teorema (1.1) e
de sua extensdo, teorema (4.1). Finalmente, na secao 6, provaremos o
principio do méximo para uma equacio néo linear.

2 A prova do principio do méaximo para a equa-
¢ao do calor

Por hip6tese, u(z,t) é continua no conjunto compacto R. Portanto, exis-
te pelo menos um ponto de R onde u(z, t) assume o seu valor maximo.
Por outro lado, sabe-se que se o ponto de maximo for um ponto do inte-
rior do retdngulo, entdo as derivadas primeiras se anulam e as derivadas
segundas devem ser nulas ou negativas nesse ponto. Se wu.; nao for nu-
la, isto €, uge < 0, entdo, como uy = 0, teriamos u; # kugs, isto é, a
equagdo do calor (1) nao seria satisfeita no ponto de maximo, o que seria
um absurdo ji que u(z,t) é solugdo. Portanto, ndo poderia existir um
ponto de méaximo no intertor do retdngulo, mas somente nas bordas, sob
a hipétese ug; < 0. Dessa maneira, s6 nos faltaria mostrar que o maximo
u(z,t) nio pode ocorrer na fronteira superior t = T' do retingulo . B
claro que esse argumento néo é rigoroso pois, infelizmente, nao se pode
assegurar que uy; < 0 no ponto de miaximo. Portanto, sdo necessarias
oufras argumentacdes.

A seguir provaremos que, se M representa o valor maximo de u(z,t) na
base ¢ = 0 e nas laterais z = 0 e z = [ do retangulo R, entdo u(z,t) < M
para todos os pontos de R.

L importante observar que o nosso argumento nao proibe a ocorrén-
cia de um ponto de mdximo interior. Contudo, ele garante que u(z,t)
‘nédo ultrapassa em mddulo o seu valor maximo obtido sobre a fronteira
t =0, z = 0. Fazendo-se v(z,t) = u(z,t) + 2’ com ¢ sendo uma
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constante positiva, se for possivel provar que v(z,t) < M 4 ¢l dentro
do retdngulo R, entdo, u(z,t) < M + (2 —2?) < M +&l?. Comoe >0
é arbitrario, pode-se escolher ¢ tao pequeno quanto se queira e, entdo,
u(z,t) < M dentro de R. Por hipétese, tem-se v(z,t) < M + &l? em
t =0,z =0ex =1 Além disso, para todo (z,£)eR, v; — kv, =
U — k(ugy + 26) = vy — kg, — 2ke. Como uy = Ky, entdo:

vy — kvgy = —2ke < 0, (2)

j& que k,e > 0. Supondo que v(z,t) atingisse um mdximo num ponto
interior {zg,%p) com 0 < zg < | e 0 < ty < T, isso implicaria que
vy = 0 e vzr £ 0 no ponto. Mas, se isso fosse verdade teriamos que
vy — kvgy = —kvzy 2> 0, 0 que contradiz o calculo anterior. Assim, nio
pode haver um ponto de médximo interior para v(z,1).

Suponha agora que v(z, 1) tivesse um maximo no topo do retdngulo R,
ouseja, emt =" el <x <. Porhipitese, uy, uy € Uy, estdo bem
definidas em R. Segue que v;, v; € Uy também estio bem definidas
em R (entendemos por u; e v em ¢ = T como sendo a derivada lateral
de u quando t tende para T por valores menores do que 7). Portanto
vg = 0 e vy < 0 no ponto considerado, denominado (zg,7"), onde
também podemos afirmar que v(zy, T’} é maior que v(z,T — §) para
valores positivos e pequenos de 6. Portanto:

lim v(zg, T) — v(xg, T — 0)

’Ut(wo-:T): 5§30 J;

>0 (3)

isto é, vi(zo,T) € néo negativo. Esta informacio, juntamente com as
desigualdades vy, (20, T) < 0 e k > 0, nos fornece que vy — kvgy > 0, 0
que contradiz (2). Portanto, concluimos que nao pode haver ponto de
méximo de v(z,t) no topo do retdngulo R. Ainda assim, v(z,t) tem que
ter um ponto de méximo em algum local do retangulo R, j4 que esse é
um conjunto fechado e limitado, e, portanto, compacto, e j4 que v(z, ) é
continua nesse retdngulo. Por exclusio, esse ponto de méximo deve estar
na base ou nas laterais. Conseqiientemente, para todo (z,t)€R teremos:
v(z,t) < méximo de v{z,t) sobre a base e laterais < M + &i?. Assim,
concluimos que u{z,t) < M, o que prova a versdo fraca do principio do
maximo para a equagio do calor.
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3 Um exemplo da nao validade do principio do
maximo

A seguir, daremos um exemplo de uma eQuagéo em que a condutividade
térmica k depende de z e para a qual o principio do maximo nio se
aplica. Considere a seguinte modificagio da equagao (1):

Ut = Ty, (4)

onde k = k(z) = . E ficil verificar que u(z, t) = =2zt — z? é solucio
da equagao. Por outro lado, localizemos os pontos criticos de u(z, ) =
—2zt — 2? dentro do retangulo R dado por —2 <z <2,0<{<1. Esses
pontos sao determinados pelas condigdes (veja a referéncia [5]):

P — 9y = 0,

% = —2f{ -2z =0,

cuja solugdo é o ponto (0,0) e que fornece u(0,0) = 0. Como esse ponto
se encontra no bordo do retangulo R, isto significa que « néo tem pontos
criticos no interior de R. Mas como existe um ponto de maximo global,
pois u é uma fungdo continua no compacto R, esse ponto s6 pode estar
sobre a fronteira. Entdo, resta saber se existe algum ponto (zg,ty) na
fronteira ¢ = 1% que seja o ponto de méaximo global. Para determina-lo,
olhemos para a restrigao de u sobre a fronteira:

em t =0, ~» u(z,0) = —z2 <0,

emt=1 — u(z,1) = -2z — 22,

cujo maximo ocorre em z = —1 e que fornece u{—1,1) = 1. Observando
que nas fronteiras laterais x = 2 e 2 = —2 a fungfio u(x,t) é sempre
menor ou igual a zero pois w(2,t) = -4t + 1) < —4 e u(-2,1) =
4(t — 1) < 0, concluimos que o ponto de miximo ocorre no topo do
retdngulo, no ponto z = —1 ¢ ¢t = 1, infringindo o principio do miximo
para a equacio dada.

4 Generalizacao do principio do méaximo

15 interessante entender porque o principio do mdximo nio se aplica &
equagio (4) da secio 3. No apéndice A deste trabalho, repetimos os

3

se 0 maximo de u ocorresse em uma das outras componentes da fronteira nio
teriamos nenhuma contradigio com o principio do mdximo. -
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passos da prova do teorema (1.1) e verificamos que o mesmo argumento
ndo se aplica pois a fungio k(z) = z ndo mantém o seu sinal no inter-
valo =2 < z < 2. A seguir, consideraremos fungoes k(z) estritamente
positivas. Sob esta hipdtese seremos capazes de provar o principio do
méximo usando os mesmos argumentos da se¢io 2. Considere a seguinte
equacio:

u = k(T)uge + b(z)1uy, (5)

definida na regidio R, definida por 0 < z < I, 0 < ¢ < 7. Além das
hipéteses do teorema (1.1) sobre u e suas derivadas parciais, também
assumiremos que k(z) > 0 em 0 < z < [. Sob estas hipdteses e sob uma
hipétese adicional no coeficiente b(z), verificaremos que o teorema (1.1),
quando enunciado para solugdes da equacdo (5), é verdadeiro e admite
uma prova idéntica a prova dada para a equa¢do do calor. Espera-se que
a equagdo acima também tenha um principio do méximo porque, ja que
uz = 0 no ponto critico, a parcela b(z)u, se anula no ponto de méximo
e por isto nio afeta a andlise de sinais necessdria para a dedugio do
principio. De novo, assumiremos a existéncia de solugdes suaves de (5).
Fazendo-se v(z,t) = u(x, t) + ez?,

vt — k(2)Vge — b(2)vg = wp — E(z)uzy — b(T)uy — 2ek(z) — 2e2b(z)

—2elk(z) + zb(z)],

para todo (z,t) em R. Portanto, v, — k(z)vg, — b(2)v, serd estritamente
negativo se exigirmos que &k(z) + zb(x) > 0 para todo 2 no intervalo 0 <
z < I. Dessa maneira a andlise da se¢fio 2 é vilida: se v(z,t) atingisse
um maximo no interior, teriamos v, = 0, vy = 0 e vy < 0 no pento, o
que forneceria v — k(z}vyr —b(z)v, > 0. Mas essa desigualdade contradiz
a desigualdade v; — k(z)vge — b(z)v, < 0, desde que k(z) + zb(z) > 0.
Portanto, ndo pode haver um ponto de maximo no interior de R. Por
outro lado, se v(x,t) atingisse wm maximo no topo: v.(ze,T) = 0,
vgz (20, T) <0 e

lim o(zg,T) — v(zo, T — &) S0

Ut(mUQT) = é‘ - 0 6 = My

e assim terfamos v; — k(Z)vge — b{(z)v, > 0, 0 que de novo contradiz
a desigualdade v; — k(z)vgz — b(z)v, < 0. Portanto, nio pode haver
um ponto de méximo no topo. Dessa forma, para k(z) + zb(z} > 0, o
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principio do méximo na sua forma fraca € verificado para solugdes da
equagio uy = k{Z)uge +b(z)uy. A seguir enunciamos a forma forte desse
resultado:

Teorema 4.1 Seja u{z,t) uma funcdo continua em R tal que u, Ug
e Uz, sejam definidas em R e continuas em mtR. Se u(z,t) € uma
solucdo néo constante da equacgdo (5) na regiGo R e se 0s cocficientes
de (5) sdo funcdes continuas e satisfazem as condigdes:

i) k(z) > 0 se z € (0,1)

i) k(z) + zb(z) > 0 se z € (0,1),

entdo o mdzimo valor de u(z,t) ocorre somente emt=0e0<z <1,
ovz=0eld<t<Touemz=0le0<t<T.

5 Aplicacgoes

Daremos, a seguir, algumas aplicagdes do teorema (4.1). Na secio 5.1
obteremos a unicidade de solucdes de um problema de valor de contorno.
Na mesma se¢io também mostraremos que a positividade do dado ini-
cial se mantém ao longo do tempo (permanéncia do sinal). Na secio 5.2
aplicaremos o nosso teorema para obter cotas superiores para solugdes
da equacio de Black-Sholes. [ssa equagio é usada para modelar o com-
portamento do ganho de capital num mercado financeiro com agdes cujos
precos evoluam estocasticamente com o tempo.

5.1 Unicidade de solugdes de um problema de valor de
contorno

Uma das aplicagdes cldssicas do Principio do Méximo é a prova da uni-
cidade de solugdes de nm problema de valor de contorno. Congideremos
um problema nio homogéneo que possa ser reduzido a uma situacio em
que o teorema {4.1) possa ser aplicado:

ut — k{T)uge — 6{zluy = Flz,2) z€ (0,1) £>0 (6)
u(z, 0} = f(z), uw(0,t)=u{l,t)=0V 0<4,

onde f, F, k e b sdo fungdes suaves o bastante para garantir a existéncia
de solugdes do problema de contorno (8 suficiente assumir que essas
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fun¢des sejam continuas). Se u; e uz sdo duas solugdes do problema
acima, considere as diferencas u; —ug e us — u;. Ambas séo solucdes do
seguinte problema de contorno no retingulo (0, ) x (0, 7], para qualquer
7>

U = k(z)ugg +b(@)uy z€(0,)) T>t>0 (7)

v(z,0) =0, w{0,t) =u{l,)=0V 0<t<T.

Supondo que b e k satisfacam as hipéteses do teorema (4.1), podemos
aplica-lo ao problema acima para concluirmos que, como o maximo sobre
a fronteira € nulo j& que u(z,0) = 0 para z € (0,1) e u(0,t) = u{l,t) =0
para 0 < £ < T, as desigualdades w1 —us < 0 e uy —u; < 0 séo
simultaneamente satisfeitas para todo = € [0,!] e t € [0,7], seguindo
daf que u; = uy no retingulo [0,!] x [0,7]. Em particular, se b(z) = 0
e k(z) = k > 0, entdo a equagio (6) se reduz & equacio do calor com
um termo de “fonte” F(z,t). Dessa maneira obtemos a unicidade de
solucbes de um problema de valor de contorno para a equacdo do calor.

Uma caracteristica de equagles que satisfazem ao Principio do Méximo
¢ a permanéncia do “sinal” do dado inicial para o problema de contor-
no (7), isto é, se o dado inicial f(z) é nio negativo, entfo a solucio
da equacdo serd nio negativa para qualquer tempo posterior ao tem-
po inicial. Reciprocamente, mostraremos na tltima secio destas notas
que se assumirmos a existéncia de solugdes positivas de certas equacdes
entdo podemos provar um Principio do Mdximo para as mesmas. A se-
guir, considere o problema de contorno (6) e suponha que F(z,t) seja
identicamente nula e que o dado inicial f(z) seja nio negativo. Entdo
o minimo de u(z,t) sobre a fronteira do retangulo [0,{] x [0,7) é ndo
negativo e, portanto, segue do Principio do Méximo que u(z,¢) > 0 no
retdngulo [0, 1] x [0,T]. Em particular, se u; e us 580 solugdes do proble-
ma (6) com dado inicial f(z) e g(z), respectivamente, e se f(z) > g(z)
para todo = € (0,1), ent8o u(x,t) > us(z,t) no retdngulo [0,1] x [0, 7],
seja qual for T > 0. Esta tltima afirmago segue da afirmacfo anterior,
bastando considerar o problema de contorno (6) para a diferenca u; —us,
com dado inicial f(z) — g(z) > 0. '
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5.2 Uma cota superior para solucoes da equacao de Black-
Sholes

A equacio de Black-Sholes apareceu no inicio dos anos 70, no trabalho
seminal [6], dos economistas F. Black and M. Sholes, que rendeu a R.
Merton e M. Sholes o prémio Nobel de Economia de 1997. Essa equagao
descreve o valor final (ganho ou perda de capital} de um certo produto
financeiro num mercado com acdes e com aplicagdes rendendo a taxa
de juros fixa e/ou rendendo dividendos. Essa equacgho é de natureza
estocdstica, isto é, o ganho de capital tem uma componente aleatdria
devido & incerteza no valor da agio no tempo ¢. Esse topico se desenvol-
veu muito nos tltimos anos gragas 4 contribui¢do de matemdticos e de
fisicos-mateméaticos e hoje em dia jd existem equagbes bem mais sofisti-
cadas e que fornecem uma melhor modelagem do mercado de capitais.
O nosso objetivo aqui nio é discutir a origem e aplicagdes da equacio,
o que pode ser visto em [7]. Veja também [8] para uma dedugio da
soluciio da equaciio para dados iniciais polinomiais e veja [9] para uma
introdugdo ao assunto.

A seguir nos aplicaremos o teorema da se¢do 5 para determinar uma
cota superior sobre o ganho financeiro maximo num mercado de capitais
regido pela equagao de Black-Sholes, dada a seguir, e com a “direcdo do
ternpo” devidamente invertida:

a?z?

U =~ oo +(r—3d&zuz ~ru >0 (8)

u(z,0) = f(z), u{0,t)=0V 0<t<T.

Na equagdo acima, u representa o ganho de capital no tempo £ e no
valor z da acdo. As constantes o, v e § sdo positivas e o significado
das mesmas nio serd discutido agui. Multiplicando-se a equacdo pela
exponencial de r{, podemos eliminar o termo linear em u e reescrever a
equagao como (v = uexp(r]):

olz?

U =

Vg + (1 — d)zvg, (9)

que estd na forma da equacgio do teorema (4.1), onde k(z) = "225““2

b(z) = (r — §)z. A primeira condigio do teorema ¢ satisfeita pela fungao
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k(z) pois k > 0 para qualquer z # 0. A segunda condigio, dada por
k(z) + zb(z) > 0, é satisfeita desde que 923 +(r—4) >0, poisz > 0
no intervalo (0,1), ! positivo. Portanto, concluimos do teorema que
v(z,t) < N, para todo z € [0,{] e para todo ¢ € [0,7], onde N é o
maximo de v sobre a fronteira. Se M é o maximo de u sobre a fronteira,
podemos reescrever essa cota superior como

u(z,t)e™ < sup{u(z,t)e™ na fronteira} < Me™T,

isto é,
u(z,) < M7,

desde que %2— +(r—4¢)>0.

6 O principio do maximo para a equacao dos
1eios porosos

Positividade de solugfes e o principio do méximo sio assuntos intima-
nente relacicnados. Além disto, o principio do médximo nio & privilégio
das equagoes lineares. Consideraremos, a seguir, uma equacio nio line-
ar e provaremos uma versiao fraca desse principio para a mesma, sob a
hipdtese de existéncia de solucdes positivas.

Considere a equacao uy = (4™)zs, m > 1, conhecida como eguacdo
dos meios porosos [10]. Se m = 1, recuperamos a equagio do calor, cuja
velocidade de propagacio de sinais é infinita, refletindo a sua natureza
parabdlica, ao contriario do que acontece com a equacio da onda uy =
c®ugz, cuja velocidade de propagacio de sinais é finita e igual a ¢. Uma
das caracteristicas interessantes da equacio dos meios porosos, com m >
1, é que os sinais tém velocidade finita de propagacio. Esta propriedade
¢é comum as equagoes hiperbdlicas, como ressaltado acima para a equacio
da onda, e ela ocorre porque a “constante de difusfo”, nesie caso, ¢
a solugdo u, que pode se anular em regides do espago-tempo, fazendo
com que a velocidade de propagacio de informacio seja finita. Se u se
mantém estritamente positiva em alguma regido do espago-tempo, é de
se esperar que um principic do miximo seja vilido nessa regiio. Entio
a equacio uy = (U™ )z, para m > 1, possui caracteristicas de equacdes
hiperbdlicas ou de equacdes parabdlicas, dependendo dos valores de u
[11]. Mostraremos, a seguir, que é possivel redefinir a funcio auxiliar




138

v(x,t), usada nas se¢des anteriores, para provar um principio do miximo
para a equagao dada, desde que u seja estritamente positiva. Lembremos
que R denota a regido semiaberta .

{(z,£)/0 <z <l e 0 <t<T} enquanto que R e intR denotam o
seu fecho e interior, respectivamente.

Teorema 6.1 Seu(x,t) € uma solugdo estritamente positiva da equacdo
g = (UM, m > 1, continua em R e tal que suas derivadas parciais
primeira e segunda estdo bem definidas em intR e sdo continuas em R,
entdo os extremos de u ocorrem ou na base ou nas laterais de R.

Prova: Seja v = (u™ + ez?)V/™ a m-ésima raiz positiva de u™ + ex?.
Entéo v estd bem definida e é estritamente positiva pois v™ = u™-+ez? >
u™ > 0em R. Além disto,
m _ m—2,.2 m—1
v — (V) gz = vp — mim — 10" %0k — mu™ T oy,
Quando calculada num ponto critico p = p,. de v, a igualdade acima se
reduz a

vt(pe) ~ (V" )zz(pe) = _m”m_l(pa:)”ww(pc)- (10)
Se pe é ponto de maximo local, entdo (10) nos fornece que
vi{pe) = (V™)aalpe) 2 0. (11)

Por outro lado, como my™1

concluimos que

v = (M) = (WM + ex?); = mu™ Luy,
um—l

bt = gym—1

Portanto u; e v; se anulam nos mesmos pontos jé que ¢ e v sio am-
bas estritamente positivas. Usando que u é solugio da equacio dada e
usando a tltima igualdade, obtemos

um—l
T (”m):cx = = Uy — (U)o — 26 (13)
(Gt = D+ ue = (W™)ew — 2e(gp — Dup — 2e. (14)

Calculando (13) num ponto critico p, de v obtemos vt(p,) — (") e (pe) =
—2e < 0, 0 que contradiz a desigualdade (11} quando p. é um ponto de
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méaximo local. Argumento similar vale quando p, ¢ um ponto do topo
de R, se o devido cuidado for tomado com relagio & derivada lateral
com respeito a t. Se M & o maximo de u sobre a base e as laterais de
R, entdo v™ < (méximo de v sobre a base e as laterais)™ < M™ 4+ ¢l?,
isto &, u™ < M™ + ¢(I? — z?). Como ¢ é arbitrdrio, segue da tltima
desigualdade que u < M em R.

Para o estudo do minimo, defina v como a m-ésima raiz positiva de

u™ + ki, onde £ > 0. Entéo v; = %ﬂil”*ﬁ'k e segue dai que

mu™ Ly, + k

v e = e~ (W =
mum—l " mum-—l
(——-———mvm_l — 1)ut + T + uy — (u )m:r: = (—mvm—l - l)ut -+ e

Como, num ponto critico p, de v, sabemos que 0 = mu™ ! (pe)uy(pe) + k&,
obtemos:

mu™ ! k k k
—1)( )+ T S i 0.

ve{pe} — (v )ae(pe) = ( T a1

mym—1
Por outro lado, calculande (10) num ponto de minimo, onde v,z (p.) < 0,
obtemos v;(pe) — (V™ )}z (pc) < 0, uma contradigio com o exposto acima.
Entdo concluimos que ndo ha ponto de minimo interior. Da mesma
maneira concluimos que ndo hé ponto de minimo no topo. Se M é o
minimo de u na base e nas laterais, entdo »™ > (min de v sobre a base
e as laterais)™ > min(u™) + 0= M™, isto é, u > M em K.

(|

Observacéo O teorema (6.1) admite uma extensio para solugdes posi-
tivas de equagdes do tipo w; = [f{u}]zz, onde f é uma fungio positiva
com derivada positiva para valores de u positivos. A prova do teorema
¢ similar & dada acima. A funcio auxiliar v serd igual & funcio f=1(.)
calculada no ponto f(u(xz,#)) + ez?, no caso de um ponto de maximo
local. Para um ponto de minimo, use como v o valor de f~*(.) no ponto

flulz, 1)) + kt.
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7 Apéndice A

Na se¢do 3 concluimos que o principio do méaximo nao se aplica a equagio
(4). Portanto, o procedimento usado na segunda sec¢io ndo se aplica as
solucbes dessa eguacdo. Neste apéndice procuramos entender a razio
porque tal procedimento nao pode funcionar. Dessa maneira seremos
capazes de estender os resultados da se¢io 2. Entao, supondo que algu-
ma solugio u de (4) tenha pelo menos um ponto de méximo interno ao
retingulo R, teremos, em tal ponto critico:

{Oéut—mum:—zumzo se <0

0=ty — ZUpp = —TUgy <0 s¢ 220 (15)

Concluimos dai que se existe tal ponto de maximo interior, entic g,
é necessariamente nulo para valores de z nao nulos. Neste caso, um
ponto de miximo sé poderia ser “sentido” através de derivadas de ordem
superior a dois. Além disto, fazendo-se v(z,1) = u(z,t) + ex?, teremos
Vg — TUggy = Up — TUgy — ET = —2ET, POIS U — TUgy = 0. Assim, em
qualquer ponto (z,?) do retdngulo R:

<0, se z>0 (1)
v —TUz & >0, se z<0 (2) (16)
=0, se z=0 (3)

Supondo que v(z, ) atingisse um méximo num ponto interior (zg,yp),
entdo v; = 0 e vy, < 0 no ponto. Assim:

<0, se z<0 (4)
Vg — TVUpp{ =0, se z>0 (5) (17)
=0, se z=0 (06

Concluimos que {4) contradiz {2} e (5) contradiz (1), isto é, se z é estri-
tamente maior do que 0 ou se ¢ é estritamente menor do que 0, somos
levados as mesmas conclusdes da se¢do 2, mas ainda pode acontecer
de z ser ignal a 0 e al nada podemos afirmar. Isto é, temos um pro-
blema na reta z = 0 onde a funcio k(z) = x troca de sinal, mas se
k(z} > 0 ou k(z) < 0 nio hd nenhuma contradigio. Por outro lado, se &
¢ uma constante negativa, sabemos que a equagio do calor (1) néo tem
solucdo para valores positivos de ¢. Entao somos levados & seguinte con-
clusdo: se quisermos usar o mesmo raciocinio da segio 2 para provarmos
0 principic do maximo para equactes mais gerais do que a equagio do
calor, é necessario que k(z) seja estritamente positivo.
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