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Aproximacgoes ao Problema de
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Uma das peculiaridades da teoria dos nitmeros est4 na facilidade para
apresentar questoes de formulacao elementar e de dificil solugio, quase
inatacdveis em verdade. Isto é lugar-comum. Frustantemente, é também
uma informagdo correta. Os nimeros, em especial os primos, parecem
repudiar estratégias muito sistemadticas, muito metédicas. Seu exigente .
escudo barra sobretudo aquilo que néo traz certo grau de engenhosidade.

De exemplos nao carecemos. Alguns destes problemas carregam uma
indisfarcavel longevidade. Ainda hoje, passados milénios desde as con-
sideracoes de Euclides, nfo sabemos se existe algum nimero perfeito
fmpar. Outros conquistaram privilegiada aten¢fio. Afinal, haverd in-
finitos primos gémeos? E determinadas generalizagdes recriam lendas.
Valendo & + &Y = ¢f para a, b, ¢, z,y, 2 inteiros positivos e z,14,2 > 2,
sempre terdo a,b,c fator primo comum? {A resposta afirmativa é a
conjectura de Beal e uma prova ou um contra-exemplo merece 100 mil
délares.) Em resumo, a relacio de problemas em aberto estende-se sem
piedade, zombando de nossa curiosa e desguarnecida natureza.

Nesta lista de espera, uma questio figura pacientemente ha 261 anos.
A troca de cartas entre Christian Goldbach (1690-1764), historiador e
matemdtico prussiano, e Leonard Euler (1707-1783), matematico suigo,
originou a famosa conjectura de Goldbach: todo ndmero par maior ou
igual a 4 é soma, de dois primos. Da procura por comprovagso para esta
hipétese, esforgos traduziram-se em distintos teoremas. Por exemplo,
sabemos que, com um ndimero limitado de parcelas, podemos escrever
qualquer inteiro maior ou ignal a 2 como soma de primos. Lev Genrikho-
vich Shnirelmann (1905-1938) foi quem obteve este resultado preliminar.
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Por sua vez, Ivan Matveevich Vinogradov {1891-1983) provou que todo
nimero impar suficientemente grande pode ser visto como soma de trés
primos. Qutra importante contribuicdo foi dada por Jing-Run Chen
(1933-1996). Este mostrou que todo mimero par suficientemente grande
é a soma de um primo e um nimero que é produto de no méximo dois
primos.

Em termos equivalentes, a conjectura afirma que nao precisamos
dos compostos para escrever os pares como soma de dois nimeros. Es-
ta maneira de pensar o problema de Goldbach permite-nos perguntar
se podemos ignorar os multiplos de alguns niimeros quando quisermos
colocar os pares como soma de dois inteiros. O objetivo da nossa inves-
tigagio é examinar esta versio enfraquecida. Para isso, consideremos
uma definicdo inicial.

Seja C um subconjunto dos inteiros positives. Dizemos que Cé
L-Coldbach quando L for o menor inteiro positivo tal que, para cada
k > L, podemos encontrar m,n € C satistazendo m +n = 2k.

Eis uma constatacio imediata. Suponha C; C C. Quando (i
for Li-Goldbach, naturalmente Cp serd Lg-Goldbach, com Ly < L.
Portanto, todo interesse reside em Cy Lo-Goldbach. Sob quais hipbteses,
podemos concluir que C é Li-Goldbach?!

Exemplos: O conjunto dos nimeros impares positivos é 1-Goldbach, o
conjunto dos pares positivos ¢ 2-Goldbach.

Aopdr G={z€Z:z>2}e, paraw € G, definir Gy =G —wd,
entdo segue Gy 2-Coldbach. Efetivamente, quando & ¢ wG, considere
m = k = n, caso contrdrio, tomem =k+len=%k~-1. Em particular,
para qualquer primo p, Gy é 2-Goldbach.

Ademais, se w € G, entdio Gay = Go—wG = G2NGy € 2-Goldbach.
De fato, como Ga, = G2 quando w é par, assuma w impar. Assim, se
k € wG, conforme a paridade de k, escolhaoum =k+len = k-1
oum=k+2en=4k—2 Casok¢ wG, tome ou m =k =n (quando
keGyoums=k+len=k-—1 (quando k ¢ G2 e k < w +2) ou
m=k+wen=k—w (quando k ¢ G2 e k > w+ 2}. Em particular,
note que, sendo p primo impar, Gz € 2-Goldbach.

LA proposigio D esboga uma primeira resposta para esta questao.
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Os exemplos registram fendémeno hereditdrio. Ao retirarmos do con-
Junto-pai (7, os multiplos positivos de w (com exce¢io apenas do préprio
w}, obtemos um conjunto-filho que mantém a condicio de ser 2-Gold-
bach e o0 mesmo se verifica para o conjunto-neto Gg,,. Gostariamos de
investigar se tal fendmeno continua a se propagar nas geragdes seguintes.

Nio é de analogias que vive a matemdtica. Sejamos, portanto,
claros. Preservados w1,...,w; € @, analisemos o conjunto resultan-
te da eliminacdo em G dos demais miltiplos positivos de wy,...,w;,
isto é, examinemos mais cuidadosamente G2y, .05 = G2wi,wer —
wsG = Ga NGy, N...N Gy,. Primeiro, note que, se p1,...,pr 580 08
distintos primos fmpares presentes nas fatoracdes de wy, ..., ws, entdo
Gowy,ws D Gap,.p. Ademais, a prépria definicio assegura que
Goprypr = G2p,0)0ppey PAT2 qualquer permutagdo ¢ € S;. Deste
modo, pela observacio anterior aos exemplos, podemos limitar nosso es-
tudo ao conjunto Gap, .. p,., onde — esta hipotese serd mantida durante
todo texto — tomamos p; < ... < pr. Fixado inteiro positive r, havera
escolhas para as quais Gap, . p,. 6 2-Goldbach?

Mais geralmente, tomemos {g; } seqiéncia crescente de primos impa-

res. Coloquemos, entdo, Gy (g} = G2 N ﬂqu. Haverd seqiiéncia para a

qual Gy (4, ¢ conjunto 2-Goldbach?

Deste ponto em diante, buscaremos principalmente respostas para
estas indagacbes. Para a primeira pergunta, temos completa solucao.
Com efeito, para quaisquer primos pi,...,Pr, Gopy,..p, ¢ conjunto L-
Goldbach. Isto é o que estabelece a primeira proposigao.

Proposicio A: Gy, p, ¢ L-Goldbach, com L < 4p; - -pp—1 + 2.

Prova: A demonstracio se dard com a comprovagao de trés etapas

sucessivas.
.r

Fixemos inteiros ndo nulos ¢; tais que E a;ip1 - Pi-1Pit1 - pr = L.
i=1

T
Etapa 1: Podemos tomar L < p;-- -prZ|ai| + 2.
i=1

Sabemos que, para i € {1,...,7}, Gap, é 2-Goldbach. Logo, da-
do inteiro & > 2, existem m;,n; € Gap, satisfazendo m; +ny = 2k.
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Além disso, pelo argumento apresentando nos exemplos, podemos assu-
mir |m; — n;| < 2p;.
Sendo assim, definimos

m= Zaipl T Pi-1PiglcPr €N = Zaipl T Pi-1Di1 " Prit
' i=1
Primeiro, note que

m+n = Zaz’pl o Pie1Pitl s pr(mg 4 ng)

= 2kzﬂipl “Pic1Pit1 Pr
= 2k.
Ademais, como a;py - pi_1pi+1 - -pr =1 (mod p;), valem
m=m; (modp;), n=n; (modyp;).
Igualmente, se S = {¢: a; é impar}, observamos

mEZmi (mod 2), n_Zm (mod 2),
iES €S

.
constatando ainda que #S ¢ fmpar, pois Zai =1 (mod 2).
i=1
Assim, precisamos agora garantir que 2 < m,n < 2k — 2. Isto,
contudo, equivale a |m — n| < 2k — 4. Uma vez que

r r
[ =] < apr-- pioapis - pelms — nal < 2py - pr Y lai,

T
a desigualdade est4 estabelecida caso k& > py - pr2|ai| + 2.

r
Dai, como ocorre [m; — k|, |n; —k} < p;, dado k > p; - - -pTZ[aﬂ +2,
T =1
as desigualdades m;,n; > (p1---pi_1piz1 - -pTZ}ad — 1)p; + 2 impe-

g=1
dem my,n; € {2,p;}. Portanto das congruéncias acima, sucede m,n €

G2:p1 yeenaPr
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Etapa 2: E possivel assumir L < pr - -pr + 2.
. T
Consiremos a situagio p1---pr +2 < k <pp-: -pTZ|ai| +2. Seja N
i=1 .
o menor inteiro nfo negativo tal que E+2Yp o opp > 1 -pTZ|ai| +2.
i=1

Em conseqiléncia, para Kp = k -+ 2Np1 . py., temos pg, vo € Gap,,..p
com as propriedades antes averiguadas. Em termos mais claros, para
m;,n; € Gap, cumprindo m; +n; = 2Kg e lm; — n;} < 2p;, verificamos

Mo +rg = 2I(CH

nU‘UEmz?_éO (mOdpi): VUEniE_’éO (mOdPi),
}LDEZWLI‘$0 (mod 2), g Zni?‘éo {mod 2),

ics ies

2<y < Ko< g £ 26— 2.

BEquivalem & igualdade inicial e & cadeia de desigualdades as ex-
pressdes seguintes pp+rg = 2(k+2Np1 eprle2<iy < k+28p - p, <
1o < 2(k + 2Np1 ---pp) — 2. Logo, constatamos

(o — 2Np1- - pr) + g =20k + 2V Tp1 - pr),

po —2Vp1--pr = po  (mod py),
[.1.()—2Np1---p7-5,u0 {mod 2},

2<k<pg—-2Vpr-pr <20k +2V 7 1pr-pr) - 2.

Sejam

p1 = maz{uy —2Vp1 -+ pr0} €
v = min{ug — 2Vp1-+-pro0}

Com K| =k + 2Y"1py - - - pr, traduzindo os dados acima, encontramos

w1+ v =2K;,
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pr#E0 (modp;}, »1#0 (mod p;),
p1#0 (mod2), v Z0 (mod2),

25 <K S 2K -2

O mesmo procedimento, quando 7 < N, permite-nos colocar M1 =
moz{p; — 2V Iy pryvs} e v = min{p; — 2N Ipy-op,, v}, de

modo que, para K;1; =k + 2N‘(j+1)p1 Dy, valem
pi41 + i = 2K,

£i+1 0 (mod p;), vy #0 (mod py),
pirt 20 (mod 2), vjp1 0 (mod 2),

2< v KKy Spjp S 2K - 2.

Todavia, na N-ésima etapa deste processo, teremos

py +vy =2(k-+p1- ),

py Z0 (modp;), vn#0 (mod py),
pn #0 (mod2), vy #0 (mod 2},

2<wvn<k+pr-pr Spn<2k+p1-opr)— 2.

Lembremos que k£ > p; - - - pr + 2. Por conseguinte,

(bw —2p1--pr) +vw = 2k,

pn =201 pr = py (mod p;),
pN —2p1--pr = puy {mod 2),

2<k-prpr S pN—2p1-pr <2k -2
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Portanto, se m = uy — 2p1 -+ pr € 0 = v, segue m,n € Gap,, p.
com m +n = 2k.

Etapa 3: Temos L <4py - pr—1 + 2.

Ao assumir 4py - pr1 +2 < k < p1---pr+ 2, estd assegurado que
existem u,v € Gop, . p._,—{2,P1,...,Pr—1} cumprindo p+v = 2k. Su-
pondo v < p, é suficiente concluir que, para 6 € {0, 1,2}, o primo p, nio
divide m = m(0) = p — 20p1---pr—y nem n =n{f) = v+ 20p1 - pr_1.
Dai decorre m,n € Gap, .. p, com m -+ n = 2k, pois, semelhantemente
a etapa anterior, o par m(6), n(8) preserva as propriedades dos inteiros
[I 7

Imaginemos, entdo, que m(f),n(#) = 0 (mod p,) para todo 0 €
{0,1,2}. TEntretanto, isto determina 6; = #» (mod p,) para distintos
61,05 € {0,1,2}. Tal absurdo encerra a prova da proposigao. 0

(O argumento usado na etapa 3 desta demonstracdo pode ser genera-
lizado. Com isto, ao afirmar que Gap1,...pr ¢ I-Goldbach, conseguiremos
exibir menor cota superior para L. Nossas discussdes seguirdo este ca-
minho.

Tomaremos, como antes, primos impares p1 < ... < p, e, para dar
sentido a certas expressdes, manteremos a convencdo pg = 1 no restante
do texto.

Fixe s € {0,...,r — 2} e tome p, v inteiros. Sendo « inteiro, dizemos
que ocorre (ou acontece) Hy s = Ha s(u,v) se verificamos a veracidade
da seguinte sentenca:

p=2apy---ps (mod p;) ou
= —2apy---ps (modp;) paraalgumie {s+1,...,r}

Lema B: Nas condi¢des acima, assuma que hé ¢ inteiro positivo satis-

U
: t t
fazendo Z Z [(—1)3“ ———-l <3 onde ou u é {fmpar
=1 s+1<i) <..<i; < Piy Py
menor que r — s ou u = r — s. Entdo, dados p,» inteiros, para algum
8 =0(u,v) €{0,...,t— 1} ndo ocorre Hy (11, v).

Prova: Fixado j € {1,...,u}, tome 4,...,%; € {s +1,...,7} indices
distintos. Em seguida, para I € {1,...,7}, considere §;, € {0,...,p; —
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1} cumprindo p = 26;po---ps (mod p;). Da mesma maneira, assu-
ma que B;,.4; € {0,...,p; --pi; — 1} satisfaz p = 28 4po- - ps
(mod pi, -+ py,).

Um fato deve ser destacado. Para que existam Ap,...,A; inteiros
positivos cumprindo 3;, + (A — U)py, = ... = 8 + (A — Dpi; < ¢,
é necessario e suficiente que haja Ay também inteiro positivo tal que
Biy..ij + (Mo — L)piy ---py; < t. Com efeito, segue das definiSes que

existem Aj,...,\; inteiros positivos satisfazendo 8, + (A} — )ps, =

J
coe =B + ()\:,J - l)pz-j = fi,..4;- Assim, a suficiéncia fica caracterizada
ao fazermos A; = A; + (Mo — 1)ps, -+~ Piy_,Piy, =+~ Pi;- Reciprocamente,
como S, s +()\1-}\’1)p2-1 = o= By (A —)\;-)pij, temos Aj ~)\l1 =0
(mod p;,) para ! > 2. Como o teorema chinés dos restos obriga A1 > )\'1,
resulta B, i + (AL — A)piy = Biri; + (Mo — 1)piy -+ pi; para inteiro
positivo Ag.
Assinalemos outra informacfo fundamental:

i t
——— | < {0 Bipg; +(ho — Upig ooy, <2 S[—-‘
\‘pil __ 'pijJ #{ Biy i ( )pu bi; } Piy Py,
E isto segue porque, na melhor situagdo, teremos 3; ;; = 0, de modo

Y i . .
que (Ap — 1)p;, -+ pi; < ¢ implica Ag < b + 1. J4 no pior caso,
(SR & H1
t+1

Diy - Di
Chegariamos as mesmas conclusdes se tivéssemos us:),do —v nas defi-
nigdes iniciais. Portanto, com as estimativas que encontramos, por sim-
ples majoragio {quando u é impar menor que r — s) ou pelo principio
da inclusio-exclusdo {quando u = r — s), concluimos que H, , ocorre

U
: t
para ndo mais do que 2 > ’7(—1)"'”'1 . .
=1 s+1<ir <o iy <1 Piy i
em {0,...,¢ — 1}. Nada obstante, é hipdtese central

2Zu: 3y [(-1)?’“1#%1 <t

J=1 s+1<i1 <. <ij <

Piy Py — 1+ (Ao — 1)py; -+ py; <t determina Ag <

“ indices &

Logo, hd 8 € {0,...,¢t — 1} tal que ndo acontece Hy ((ps,v}). O

Este lema nos possibilitara melhor estimar L na condigdo L-Gold-
bach de Gap,,..p.- Antes, entretanto, notemos que necessariamente

e
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t > 3. De fato, pondo A; = {A € Z : 0 < A < t/p;}, de modo si-
milar ac que acabamos de discutir, constatamos

« O 4 < i(—l)”'+1 > LTE"‘};":]

t==5+1 =1 sH1<i <. <r

> e

J=1s+1<ig<...<iz <r

IA

=
by Py .

T
Por outro lado, sucede claramente U A; = Agyq. Em conseqiiéncia,
i=s+1
a afirmacao feita decorre de

> % [(—1)j+1ﬁ] z{ ¢ w >1.

j=1 s+1<i1 <. <4 <r Pst1

Mantendo tal dado em mente, apresentamos o préximo resultado.

Proposicao B: Seja s inteiro ndo negativo. Para inteiro r > s + 2,
considere p1,...,p, primos impares. Assuma u« Impar menor que v — 8
ou u = r — s. Finalmente, suponha

% [ ] <

J=1s+1<i << <r t

para algum inteiro positivo . Entdo Gap,, .. p, ¢ L-Goldbach, com L <

20t — Vpg---ps + 2.

I

Prova: Seja k > 2(t — 1)pg - - - ps + 2. Para qualquer s inteiro nio nega-
tivo, podemos garantir a existéncia de y,v € Gapy,.p, — {2,01,..-,Ds}
satisfazendo p 4+ v = 2k. Para s > 2, isto decorre da proposicio A.
Se s = 1, uma vez que temos |p — v| < 2p;, a afirmagdo resulta de
k>2(t—1)p1+22>24p1+2 Quando s =0, como &k > 2(t — 1} +2 > 6,
tal fato segue trivialmente. )

Assumindo p > v, pelo lema B, hd 0 = 8{u,v) € {0,...,t — 1} tal
que ndo acontece Hy ;(u,v), isto é, para o qual constatamos

pw#20p0--ps (modp;) e
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v#-—20py---ps (modp;), Vie{s+1,...,7}.

Note que g — 20pg---ps > k — 2(t — L)pg-+-ps > 2. Defina m =
p—20py---psen=v+20pg--ps. Como (quando s > 1}

m=upuF0 (modp;) e

n=v#0 (modp;), Vie{l,..., s},

temos m,n € Gap,,..p.- O

Por serem mais facilmente apliciveis, no seguinte coroldrio, dois casos
particulares desta proposicio sdo assinalados.

Coroldrio B: Considere v € {1,...,r — 1}. Entdo:

i) Gap,,..p. 6 L-Goldbach, com L < 4(v+1)pp - - - Py._.(u41)+2, quando
Dr—y > 2(v +1).

11) G2-,P1:---,P'r' é L-Goldbach, com L < 4(’!.? + 2)]90 C Pr—(v+1) 42 =
200+ Pr—(v+1) Pr—v+3)+2, quando pr_, = 2(v+1) e pr_(y—1) > 2(v+2).

Prova: Ao empregar a proposigio B, faca s = r — (v +1),u = 1 e

. 2043 em (i)
T 2v+5 em (ii)

Antes de comecarmos a tentar responder a segunda pergunta que
propomos, isto é, se existe {g;} seqiiéncia crescente de primos impares tal
que Gg (4} é 2-Goldbach, vejamos alguns fatos por si proprios relevantes.
Primeiro, destaquemos um critério de evidente serventia. A fim de que
haja t inteiro positivo cumprindo

r—s
>y fewn <
=1 s+1<iy <. <i <r Di = Py
T—3§ 1 1
é necessario e suficiente confirmar Z Qspi—i— < 7,onde @y =1le
Psi 2

1=1

TR

s
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Qsyi = Qsyi-1 (1 — ) se i > 1. Com efeito,

Ds+i—-1

Psti 1< <ol <1 Diy Dy
S [t

=1 s+1<i1 <. <i<r Dip v P

t

2

demonstra a necessidade. Reciprocamente, assuma

28— 1

1 = 1
LY Qe
i=1

Ps+i

T—8 1 r—3 . 1
S Quiat = S Y b
=1 j=1

P—8

>

IA

<

t>

Dai,

1
DPsii

BRI | o+

r—38
> 277 -1+ fz @s+i-1
i=1

r—s

r—s
r—3=5

= . -’r*t Q i—1
( J ) ; o+ Ps

1
=1 i

-y ¥ (1+ 1)

J=ls+1<i1 <<y

F=1 s+1<i <.n<E; <1

confirma a equivaléncia em discussdo. Obviamente, abordagem similar
pode ser adotada para estabelecer critério andlogo para os demais valores
de .

Vejamos também um lema elementar. Para tanto, seja my 0 s-ésimo

primo fmpar.

2
+3

Lema C: Assuma G2y, .. p, L-Goldbach, com L < To1 72 Dai, se

Gam,...ms for 2-Goldbach, entdo G2y, .. p, igualmente serd 2-Goldbach.
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Prova: Notamos qgue todos elementos de Ga gz, O {1,2,... 1?T§+1 -
1} sfo nimeros primos. Além disso, ao tomarmos m,n € Goxy,. s

2
. wo g+ 3
satisfazendo m +n = 2k para 3 <k < —-—S+12 ,vale m,n < 2k -3 <

7r§+1. Logo, m,n séo primos, donde m,n € Gapy,pr O

Apesar da simplicidade do lema acima, encontramos uma aplicacio
interessante: Gop, pp; ¢ 2-Goldbach. Efetivamente, como Gaz € 2-

Goldbach e, pela proposicio A, Ga3p, ¢ L-Goldbach, com L < 4-3+
2

5 +3
2=14= ;_ , segue que, em verdade, (235, ¢ 2-Goldbach. Em

particular, obtemos G235 2-Goldbach. Entretanto, pelo corolario B.i,
sabemos que Gg3p,ps ¢ L-Goldbach, com L < 4- (14+1)-3+2 =

7 +3 _
26 = + . Logo, G235 p,ps 6 de fato, 2-Goldbach, donde G357 €

9-Goldbach. Novamente, o coroldrio B.i nos assegura que G2,5p,p; €

11 43
L-Goldbach, com L < 4-(1+1)-54+2 =42 < 62 = 5 ou

seja, Go.5.ps,p5 ¢ 2-Goldbach. Por fim, quando p; > 7, a proposi¢io B
(para u = 1) garante que G2 p, p, p, Satisfaz a condigao L-Goldbach, com
L < 2-(T—1)+2 = 14 < 62. Conseqiientemente, confirmamos G2,p,,p, ps
2-Goldbach.

Enfrentemos, de uma vez por todas, a segunda indagagao. Enfim,
haver seqiiéncia para a qual Gg (¢} € conjunto 2-Goldbach? A resposta
depende (de novo nos apoiamos em vocabulario e ilustracdes da genética)
da hereditariedade da condigio 2-Goldbach. Enunciemos tal propriedade
com clareza.

Proposicio D: Sendo s inteiro néo negativo, suponha que Gap;,..p, é
9-Goldbach, onde 7 > maz{3,s + 1}. Considere ainda u impar menor
que r + 1 — s e t inteiro positivo tais que

2 o Z e [ |

j=1 s+1£i]_<...<’i_-,'£1‘

-z = Pt

1cj<n sH1<i <. <4 <r
J par

Tome ¢ 0 menor primo pertencente ao complementar de {2,p1,.-.,0r}-
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Entdo, para qualquer primo p > maz {pr,

Gopi,..prp & 2-Goldbach.

4(t_1)p0"'ps_l}
q b

Prova: Como p > p,, colocando por um momento p,,; = p, imediata-
mente atentamos

Z": ) [(_1)#1#?}:}] < [iw +

F=1 s41<i; <<y <r £l Pr

i
Y [_ _ ]Jr
1<G<u s+1<in <.y < | Pl P Pr

J par

B> [(—1)“1m] .

i=1 s+lgi1<...<ij§r

Sendo assim, pela proposi¢do B, sucede que Gap, ., ¢ L-Goldbach,
com L < 2(¢t — 1)po- - ps + 2. Por outro lado, quando 3 < k < 2(f —
Dpo-+-ps+ 1, hd m,n € Gap,,. p, tais que m + n = 2k. Ademais, vale
m,n < 2k—3 <2(2(t—1)po-- ps+1)-3=4(t—1)pg-- ps—1 < pq. Da
minimalidade de q, entretanto, resulta {2p,...,(g—DpINGap,,. p = 0.
Portanto, m,n € Gayp,,  p,p, i5t0 é, Gap, 5 o € 2-Goldbach. O

Agora nos permitimos declarar: sim, podemos estabelecer segiiéncia
{@} tal que Gy g, satisfaz a condigdo 2-Goldbach. Esta é a solugio
para a segunda pergunta e estd logo abaixo posta mais detalhamente.

Proposi¢io E: Sejam p3 > p2 > p1 2 3 primos. Hé {g;} seqiiéncia

crescente de primos impares, com ¢; = p; para 1 € {1,2,3}, tal que
Ga,(4;} € 2-Goldbach.

Prova: Sabemos que Gop, p,ps ¢ 2-Goldbach. Basta, entdo, fazer
g =p; sei € {1,2,3} e, quando % > 4, usar a proposicio D para indu-
tivamente definir primo ¢; com Gy g4, 4 2-Goldbach. Dai, repare que,
se Gaq,..q: ¢ L-Goldbach para todo i > ig, entéo Gg,{qi} ¢ L-Goldbach.
Portanto, Gy 1,3 ¢ 2-Goldbach. O

As indagacgdes centrais estdo respondidas. Todavia, nio faz sentido
atingir um cume e ignorar o panorama. Vejamos uma aplicacio destes
conceitos. Coloquemos para simplificar Go_r, = Ga.x,....r,- Usando a
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proposicio B (para u = 1), podemos assim resumir as estimativas para
a condigiio L-Goldbach de alguns destes conjuntos.

_ Parimetros
Conjunto(s) L-Goldbach com L s |
G, Ga3,Go35,Ga3sr | =2 - -

G 11 <110 1 19

Ga_13 < 182 2 7

Go_o3 < 1.862 2 63

Ga_29 < 3.362 3 17

Go_ a7 < 59.642 31 9285

Ga_s53 < 147.842 4 65

Ga_73 < 1.464.542 4| 635

Ga_19 < 3.123.122 5 | 105

Ga. 109 < 84.204.122 5 | 2.805

Ga 113 < 92.912.822 6 | 183

Ga _157 < 1.666.304.642 6 | 3.265

G 163 < 2.638.315.682 7| 273

G2 211 < 84.911.086.262 7 | 8.755

Go_203 < 103.068.905.942 8 | 463

Ga_269 < 1.187.300.254.142 § | 5323

Go_on < 4.166.482.440.122 9 | 645

Ga. 337 < 87.185.585.967.482 | 9 | 13.477

Ga_sar < 174.086.505.432.842 | 10 | 869
i

Jérg Richestein (consulte [JR]) completou a verificagdo da conjectu-
ra de Goldbach até 4 - 1014, Portanto, um conjunto contendo os primos
e L-Goldbach com L < 2-10' ¢, em verdade, um conjunto 2-Goldbach.
Com isto, obtemos que Ga_aq7 ¢ 2-Goldbach. Em outros termos, nao
precisamos dos compostos divisiveis por algum dos 69 primeiros primos
para escrever 0S pares maiores que 2 como soma de dois inteiros.

Uma proposi¢do delimita o encerramento deste artigo. Néo é possivel
esconder a idéia de iteragio que germina no lema C e vem se desenvol-
vendo nas proposi¢des D e E. Por conseguinte, assinalemos um ultimo
resultado.
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Proposicdo F: Sao equivalentes:

a) a cbnjectura de Goldbach.

2
b) para todo s > 1 inteiro, Ga x, . », é¢ L-Goldbach, com L < st 3.
Prova: A conjectura de Geldbach impode (g, ... », 2-Goldbach.” Reci-
procamente, lembre que G é 2-Goldbach. Dali, fixado s > 1 inteiro,
empregando repetidamente o lema C, constatamos que Gaz, . . 6, na
verdade, 2-Goldbach. Em conseqiiéncia, G2 (x,}, Ou melhor, o conjunto
dos primos satisfaz a condigio 2-Goldbach. O

Referéncia Bibliografica:

[TJR] J. Richestein, Verifying the Goldbach Conjecture up to 4 - 104,
Math. Comp., 70 (2001), 1745-1749.

Instituto de Matemaética - UFRGS
Secretaria da Pos-Graduagio em Matematica
Avenida Bento Gongalves, 9500

91509-900, Porto Alegre - RS, Brasil
eduardo@via.com.br




