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1 Introducgao

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns resultados conhecidos so-
bre o Método da Fase Estaciondria, Integrais QOscilantes e Séries nio-
convergentes. Nossa exposicao serd elementar e visa descrever o assunto
para estudantes ou pesquisadores que nfo estao familiarizados com este
topico. Daremos alguns exemplos ao longo do texto. O caso mais simples
serd a andlise dos valores assintéticos de certas F(7) tomando valores
reais. A varidvel real T serd tomada bem grande, ou seja, 7 — oc. Um
exemplo coberto por esta teoria:

F(r) = [ i dz.
0 1+=z

A idéia central aqui é que, de alguma forma, esta fungdo F é tal
que para valores grandes de 7 ela pode ser aproximada por uma série de
poténcias que tem wma expressao bem simples:

(.0
(—1)"n!
Tn—!—l
n=0
Note que esta série ndo converge! De qualquer modo uma andlise
matemadtica rigorosa pode ser considerada aqui e este é o objeto do
presente texto.




Qutros exemplos bem mais complexos serdo também considerados.

Uma 6tima apresentacio sobre o “Método da Fase Estaciondria”
encontra-se no namero 9/10 de “Matematica Universitdria® (1989), de
autoria de G. Avila. Nossa exposicio de qualquer modo é auto-suficiente.

Importantes problemas aplicados que envolvemn o Método da Fase
Estacionaria, Integrais Oscilantes e Séries ndo-convergentes aparecem
em Otica {[2] e [3]) e também em Mecéanica Quéntica [5].

Vamos considerar aqui fungdes C°° definidas em semi-reta reals e
tomando valores complexos F'(7) : {d, +o0) — C onde d & uma constante
real.

Defini¢do 1.1 H(7) é de decrescimento rapido se para todo N € N vale
que H(T)TV = 0 quando 7 — 0o e o mesmo ¢ vdlido paro as derivadas
de ordem k de H, ou seja para todo N vale que d—kE%EQTN — 0, quando

T > Q.

Definicdo 1.2 F(7) e G(7) tém o mesmo comportamento assinidtico
se F(7) — G(7) ¢ de decrescimento rdpido e utiliza-se a notacdo F'(7) ~

G(1).

Duas funcdes F e G que tém o mesmo comportamento assintdtico
sdo quase que indistingiiiveis para valores de 7 grandes.

O 7 tem o significado de freqiiéncia em Otica e no Eletromagnetismo.
Estamos interessados entio apenas em situagdes em que a freqiiéncia
7 val a infinito, ou seja, quando ela é muito grande. Neste contexto,
se H(r) tem decrescimento rapido, podemos dizer que para 7 grande
podemos substituir ela pela funcao nula (H(7) ~ 0).

Nosso objetivo principal é analisar o assintético de expressoes da
forma

F(r) = /_DO F(z)e @ g

quando T vai para infinito [1][5][6][7][8].

Para se ter uma breve idéia da complexidade do problema, considere
$(z) = z. Note que neste caso quando T esté fixo, mas ¢ muito grande,
o termo €' oscila muito com z, ou seja, uma pequena variacio de z faz
variar bastante €%, A idéia heurfstica bdsica aqui é que essas oscilagées




irdo produzir cancelamentos e um comportamento bem definido aparece
disto tudo quando 7 vai a infinito.

Em Otica o f(z) representa a amplitude, 7 a freqiiéncia e o ¢(z) a
fase de uma onda que é descrita pela expressao acima [3][4](8]. O limite
quando 7 vai a infinito conduz a assim chamada Otica Geométrica (ver
[2], segdo 9-8).

Vamos assumir em todo o texto que f é de classe C*°,

O método que usaremos para estudar o assintético de tais integrais
oscilantes é o método da fase estaciondria, que mostraremos nas
secoes a seguir. Hssencialmente este método significa que apenas os
pontos criticos de ¢ (pontos estaciondrios) contribuem para o compor-
tamento assintético de F(7) quando 7 — +o0.

Uma outra importante aplicacio do célculo do assintético de tais in-
tegrais é no estudo do limite semi-cldssico da Mecinica Quéntica. Neste
caso 7 = 1/h e h vai a zero, onde h é a constante de Planck [2][3][5].

Como decorréncia natural do que iremos analisar no texto, vamos
apresentar brevemente a fundamentagio matemdatica da teoria das séries
nao convergentes. H. Poincaré foi o primeiro mateméatico a introduzir
tais séries.

2 Fase estaclonaria

Proposicio 2.1 Seja f € C°(R), ou sejo uma fungdo C™ com su-
porte compacto, entdo

F(r) = /—Z f(z)e™d

é de decrescimento rdpido.

Prova: De fato, segue de propriedades de Séries de Fourier (apenas
integracao por partes) que

[ae] R _1 o0 d R
F(r) = / F(z)eds— / YD) jire gy
oo iT J_e dz
e repetindo a integracio por parte n vezes, obtemos

F(r) = (-1 -/00 4"/ (=) e dz.

(i) J_o d'z




Entdo |[t"F(7)] < (b~ a)Maanbe%{%, onde o intervalo (a,b)
contém o suporte de f e a,b sdo constantes reais.

Logo F(r)r™ é limitada para todo n, portanto

F(r)r""! tende a zero para todo n quando 7 vai a infinito. O re-
sultado andlogo vale para as derivadas k-ésimas. Logo, tal F(r) tem

decrescimento rapido. O

Utilizando o ponto de vista de equivaléncia ~, podemos dizer, do
ponto de vista da defini¢io 1.2, que podemos substituir F(7} por 0 para
T grande, ou seja

F(1) = [oo F(z)e™dz ~ 0.

Vamos agora analisar em geral outros tipos de fungdes F(7), como
por exemplo

F(7) = / ” Fz)e 40 gy

onde ¢{z) é uma fun¢do qualquer que supomos doravante analitica.
No exemplo anterior ¢(z) = .
E possivel mostrar mais geralmente que:

Proposigao 2.2 Se ¢ (x) ndo tem zeros no suporte de f entdo vole que
m .
F(r}= [ F(z)e" @ de ~ 0.
J—co

Prova: Para cada 7 tal que ¢ (7) = 0, podemos escolher um intervalo
aberto Uy = (7 — ¢, 7 + €) disjunto do suporte de f. Por outro lado,
para cada 7 tal que & (1) # 0 podemos escolher um intervalo aberto
U, = (r — €7 +¢) tal que ¢ (z) # 0,Vz € U;. Tomando uma partigao
da unidade subordinada ao recobrimento assim obtido, basta provar que

[ Flz)e! ™ dz ~ 0,
b

quando (a,b) contém o suporte de f e ¢ (z) # 0 em [a,b]. O resultado
segue da proposi¢do 2.1 pela mudanca de coordenadas $(z) =y. O




Se ¢ {a) = 0,¢ (@) # 0 dizemos que a é ponto estacionario ordinario
(é critico ndo degenerado para ¢). Se ¢ (a) = 0,¢ (a) = 0 dizemos que
o € ponto de cdustica.

Um caso importante foi estudado por Fresnel, que corresponde a
#(z) = 2%, Neste caso z =0 ¢ ponto estaciondrio ordindrio para ¢.

Lembre que
f z:c Tdx _/ zy dy 171-/4
(e)

Desejamos calcular
@ - 2
F(r) :/ f(z)e™ dz
—

Ora

Fr) - f(@%e”/“ / Z e - 50) [ o =

-0
R

= lim [ (f(z) - FO)E"" ds.

R—o00 —-R

Seja g(z) tal que f{z) — f(0) = zg(z), onde g € C*(R) e g = =
para z fora do suporte de f.

Ora
R s R . g
[ )~ soe="ee = [ sg@)em=ds =
~R R
. R
e g(ﬂ']) z=R ___1__ ’ iTT
ur =R | (z)e™ dz

Se R ¢ grande, g(R) = _% e g(—R) = o)
Decorre dai que
" 1 [ L
lim [ (7(0) = FO) dw = 5 [ g (@),

Rooo f_p 2iT




Sendo assim,

F(r) = ™4 fl0)/mr 1% + i/ g (w)eimzd:n.
27 J_ s

Note que por hipétese de g, para cada + fixo

e r ; 2 e }
TTE
[ @) < [l )
—0 — 00
¢ uniformemente limitado; logo, a integral
i [ 2
7 g {(z)e™ dx
T -0
vai a zero quando 7 val a infinito.
Como 77! vai a zero mais ripido que 7~%2 quando 7 vai a in-
finit t (0)/7m7~1? domi t L[ g ire’g
nito, o termo f T omina o termo Ef_oog (z)e T na
convergéncia a zero de F(7) quando 7 vai a infinito.
Fazendo o mesmo procedimento m vezes obtemos:

Proposicao 2.3 Para todo m vale que se F(r) ffooof(m)eimzdm, entio
existe hyy tal que

LI 2k
F(r) = 2 e /r(i)2)" {Qk()?!) R L
k=0

w .
G [ bfe)e ™ da,

—o0
onde hm(z) € uma funcdo em C% tal que hy(z)z? é limitada e onde
(2B = 246...(2(k — 1)) (2k).

A func¢io hy, acima é obtida recursivamente seguindo o procedimento
do caso m = 1. O termo dominante na convergéncia a zero da expressao
acima é de ordem 7742, Podemos afirmar que em primeira aproximacio
o termo dominante de F(7) é &™/*f(0)/mr~ /2.

Gostariamos de fazer m tender a infinito para se ter entdo uma ex-
pressao completa de F'(7) em série, mas este procedimento pode incorrer




em problemas de convergéncia da série. Esta ¢ a razdo para introduzir a
seguir o conceito de uma série convergir assintoticamente a, uma funcio
F(r).

Definicdo 2.4 Dizemos que > " gr(T) converge assintoticamente a
F(r) € C se fizados quaisquer 1, s, existe M tal que para m fizo, m > M

dF(T) <= d"gi(7) s
G~

k=0

¢ limitada quando 7 — oco.

Usaremos a notagio F(7) ~ 3.0°¢gr(7) que estende a mnotacdo
anterior.

Note que a série acima ndo converge na maioria dos casos pelo teo-
rema de E. Borel [8]; os termos % podem ser qualquer coisall!

A expressio acima, no entanto, faz completo sentido matemaético, se
interpretada de acordo com a tltima defini¢éo.

Observamos que por definigio F(7)" ~ 525° g, (7).

Usando a notac¢do acima, podemos concluir das consideragoes ante-
riores que

I > /4 /(i ]2 I Sl (OB 1
(m) ~ Y ™ Va(i/2) eI (1)

k=0

Quando na definicdo acima falamos em derivada r-ésima de I es-
tamos pensando na expressio formal da derivada, ou seja, por exemplo
para r = 1 usamos que

Fl{r) = /OO imzf(:s)eimzdm

—00
quando

Fr) = f_ Z Fz)ei™ da.

Mais geralmente, por indugio

FUON7) = f_oo (imz)jf(m)eimzdm.




Note que dependendo de f o termo /7 (3/ Z)k%j;()—?!) pode ser qualquer
coisa. De qualquer modo, através de (1), no caso ¢(z) = =, fomos
capazes de caracterizar o comportamento assintdtico de /' para 7 grande.

Vamos apresentar a seguir, a titulo de ilustracio, um exemplo que
embora nio seja exatamente o caso considerado acima, dé a idéia exata
das questdes que desejamos analisar aqui.

O caso que vamos apresentar abaixo (tomado de [7]) tem a van-
tagem de utilizar apenas resultados elementares de Calculo Diferencial
e Integral.

Considere a funcio F(r) tomando valores reais como fungéo da
varidvel 7 (vamos estar interessados apenas em valores grandes de T)

o0 e*Tﬂ:
F(r) = ] dz.
o l+z

Note que F(7) vai a zero quando 7 vai a infinito.

Note que a principal diferenca do caso acima para o caso ante-
riormente considerado da fase estaciondria (consideramos agora © caso
particular que corresponde na notagiio anterior a f(z) = 1/{1 +z) e
¢(z) = z), é que consideramos e "® e nao e~'TE: no entanto as idéias
bésicas que funcionam num caso funcionam no outro.

Vamos mosirar que tal funcio F para valores grandes de 7 pode ser
aproximada por uma série de poténcias que tem uma expressdo bem

simples:
i (—1)"n!
n+l
=0 T
Observe que tal série nio é convergente!!l A utilidade de considerar
tal série deriva do seguinte fato: F'(2) é mal aproximado por

2 (=1)"n!
Z gn+1l ?

n=0

mas F(10) (neste caso 7 = 10 pode ser considerado grande} é aproxi-
mado com erro percentual de menos de 0, 0006 por Zi:o %a ou seja

. . . —1ytn! - . 3 —1)*n!
os primeiros trés termos de > 7 %—?— sao tais que | .. (Wnlﬂ— -

F(10)] < F(10)0,0006.
Desejamos enfatizar que estamos dizendo acima que F(r) é aproxi-
mado por 3.0, (_T},,)Hir apenas para valores grandes de 7!!!




A seguinte definicdio para F' tomando valores reais é analoga & ante-
riormente considerada para F' tomando valores complexos,

Definigdo 2.5 Dizemos que > " gi(T) converge assintoticamente a
F(r) € R, quando 7 vai a infinito, se fitados quaisquer r,s, existe M
tal que para m fizo, m > M

|dTF(T) _ i drgk('r) |Ts

T ™
drr e drr
é limitada quando 7 — oo,
Neste caso dizemos gue
o0
F(r) ~ > gulr)
n=0

Existe uma diferenga fundamental entre séries convergentes
o0
Z anT" = G(7)
n=0

e séries assintéticas, quando 7 vai a infinito, > 7 ja, 7" ~ F(7).
No primeiro caso, dado € e 7, existe N tal que

N
] Zan'r” —G(7)| < e
n=0

enquanto no segundo caso, dado € e N existe K > 0 tal que

N
| Z anT" — F(7)] < er™ N
n=0

para v+ > K. Note que o K depende de € e V; estamos considerando na
aproximacio um erro percentual que leva em conta a grandeza do valor
de 7 utilizado.

Sendo assim, o que ocorre de fato no caso das séries assintGticas é
que para 7 fixo a aproximacio é boa para N pequeno, mas fica ruim
para N de ordem maior que 7.
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1 T
No nosso caso gn(7) = %— ¢ afirmamos que
'R;

(0]
Z n+1 !

Vamos elaborar um pouco sobre o sentido do ~; mais exatamente
vamos considerar a questio apenas para r = (.

Ora,
1—=1(—=1 NN
%;Lf—— =l-z+zt— (-1
T
portanto, para todo x
N-1 ( 1)N N

TITL
+
1+m ? © 1+a

Usando a expansio acima na forma integral de F' obtemos

-1
e (Fyra Nl/woe—fxxN
thmgg b S A S

Note que a parte esquerda do somatdério acima coincide com os
primeiros N termos de 3 °2 {—Tl—éfl sendo assim o erro na aproximacgao
7*n! .
de F por 3 7, ﬁw_ é
00 L—TE N
N € T
Futr) = ()" [ S,
0 R

logo

oo e—TI$N o0 e_Tm.’L'N N
mmﬂzﬁ TT?M<£ Lo,

Visto de outro modo
—1ypl
Fo) - Y SRR <
0

e N! é uma constante.
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Sendo assim, na definicio 2.4, dado 5 = N + 1 devemos escolher
M = N. Note que para s = N + 1 fixado, 2 constante N! é muito
grande (se NV é grande) mas fixa.

Acreditamos que com o exemplo acima ficou claro o sentido da

afirmacio
(—1)"n!
F(T) NZ ntl

3 Fase nao degenerada

Voltamos agora a considerar o caso emn que F toma valores complexos.

Vamos considerar agora o caso em que ¢(z) possui virios pontos
criticos isolados pi, pa,.... Sejam V; respectivamente vizinhangas duas a
duas digjuntas dos pontos p,.

Considere U, colecao de abertos tal que Uy, ;U UV; = R, tal que p;
nac estd em nenhum U7, e ainda que a cobertura de R seja localmente
finita.

Seja O, €; uma particio da unidade subordinada a parti¢io. Esta-
mos usando a notacido que 8,, tem suporte em U, e €; tem suporte em
Vj.

Sendo assim

_ Z/-Oo gm(a:) z'rqi:(:r: dz + Z[ z’rqi(:n)dx

Observamos que ambas as somas sio finitas e que basta pela propo-
sicA0 2 examinar
Z/ () flz ”‘b(w)daz.

Ou seja, basta examinar individualmente

= / f(x) ') gy

quando o suporte de f estd em um intervalo (—4,d) e 0 é ponto critico
isolado de ¢ (podemos transladar o problema e colocar o ponto critico
no ponto 0).
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No caso em que 0 é nio degenerado (¢'(0) = 0,¢”(0) # 0), existe
uma mudanca de coordenadas Jocal z = z(y) tal que ¢{z(y)) = y*. Neste
caso recaimos na proposicdo 2.3, pois

_ fm °; F(z)ei™@

/ " et )y = [ e dy. @)

— 00
Vamos considerar com mais detalhe agora o caso em que todos os
pontos criticos de ¢ sdo nao-degenerados. Neste caso, temos que escolher
com mais cuidado os intervalos abertos Up,, V.
E claro que ¢(z) — ¢(p;) = {z — pj)*;(z), onde ¥; é analitica e
¥;(p;) = 16" (py). Seja pj = sgn(¢”(p;}). Definimos a nova varidvel
y = (z — pj)y/ s ()

na vizinhanga de p;. Temos

Y ) >0

Tomamos V; = (p; —d;,p;+3;) tal que seja valida a mudanca de varidvel
neste mtervalo Depois escolhemos os Uy, tais que

5 5;
Un N (pj - Ejapj + EJ)

seja vazio para todos m e j. Nestas condigOes:

oo i+ :
[ s@iwersas = [ g e =

—o0 pi—d;
_ o) [T ) ()0 g =
I(p +5
o) [ " @) ) Sy =
z(p;—4; ) v

= [ (m(y))f(w(y))j—ﬂ 57 dy
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onde €;(z(y)) = 1 na vizinhanca de 0. Seja:

2 [f(ﬂ:(y))ﬁ—jj
Gjk = 42k

(0).
Observamos que os ¢;; podem ser efetivamente calculados porque
as derivadas de z{y) calculam-se derivando sucessivamente a identidade

y = (z — p;j)\/us;(z) respeito de y.

12 caso) ¢"(p;) > 0. Neste caso, jz; = 1. Pelo que vimos antes,

[ atensaun ey~ vret 5 (5) e
AR 2.\3) @K '

29 caso) ¢”(p;) < 0. Neste caso, u; = —1. Observemos que:

+o0 s +OO_ o
/ gly)e™¥ dy=f gly)e™v dy

—0 —c

para toda g € C5°(IR). Entdo,

+oco ' do o
[ eitats o) ey

00
;T I 3 k Cjk k )
iz et
~ovme 42(“5) i’

k=0

Finalmente,

+oo .
/ F(z)em =) dg ~

()

iz iro(p; k —if irlp;) . T
|i€34 E [ ¢(pJ)Cjk =+ (—1) e 4 Z e qs(pj)cjk} X (2T)”
#"(p;)>0 ¢ (pj}<0
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Por definicio

URR: - PO L TN I 4 ) M40 ()
e~ 100 = 1) | 09| = ST

Logo, da anterior resulta:

+0o .
/ f (m)e”qﬁ(@daﬁ =
-0
cilrélpi)+i)
lvz’” St ———r
@' (pj}>0 |¢) (pj)l
iro(p;)— %)
WEE YD o) S |7 E 00T

para T — +oo.
Fica entio determinado o termo dominante de F{7) como o termo a
e . . _1
esquerda da tltima linha {vai a zero como 772).

4 Aplicacdo as integrais de Airy generalizadas
Seja
+oo
F(r) = f 70 g

onde ¢(z) é um polindmio, a coeficientes reais, do qual todos os pontos
criticos sdo nao degenerados e cujo grau é n > 2.

Lema 4.1 A integral precedente converge para todo v € IR, 7 > (0 e
define uma fungéo C*° de 7 em (0, -+00).

Seja I um intervalo que contém no seu interior lodas as raizes de
B(z), ¢'(z) e ¢'(z). Seja f € CP(IR) tal que f(z) =1 sez € I. Seja

olz) =1 J(a).
Entdo
+oo | +o0 . +oo .
-/- ) dy = [ F(2)e™ @ dz + / g(z)e" @ dz.
—00 —00 -0

Como f tem suporte compacto o Lema 4.1 segue imediatamente do
lema sequinte, que provaremos depois.
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Lema 4.2 oo
| s@etas,

—x
T > 0, converge e define uma funcido C*® de 7 que tem decrescimento
rdpido parae T — +oo.

O Lema 4.2 nos diz também, que para ter o desenvolvimento assin-
tético de F(r)} basta ter o de

+oo )
/ Fz)e @ g,
— 00

Mas este tiltimo se calcula como antes, observando ainda que f = 1 na
vizinhanga de cada ponto critico de ¢.
Vamos aplicar o anterior & funcio de Airy

. 1 +oc 1 3
Ai(t) = 3 cos | guw +tw | dw

e estudar seu comportamento para { — +£c0.
Consideremos primeiro para t — —oo.
Entdo, consideramos para ¢t — 400, a fungio:

1 [t 1
G(t) = Ai(—t) = 5{{/ cos (—3@*3 — tw) dw.

—00

Mudando de varidvel; ¢t = T% obtemos

2 1T 13
F(T):G(rs)zgf cos | w0 —TIw dew.

— 00

Mudemos agora a varidvel de integracio: w = 3 (1+z):

T3 (oo
Flry = — cos [w?(l + m)?’ —r(l+ z:)j[ dz
27 J_so 3
5 fiee 1 2
= % . COS [T(§$3+m2—§)]da:.

Logo,
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e estamos no caso anterior com:

=gt + 2% — .
$lz) = 32" +2" — 3
Os pontos criticos sdo py = —2-e pp = (. Temos que:

Ho0) = 20 8'0) =2, Blp) = -3, #'lom) =2

Obtemos:
1 i(—37+§> 'i(%‘r—%)
F(T) — %Re (\/ﬂe \/i +\/2_WET)T_%+O(T-I)}
_2

LOgO,
1 1 2 3 (2 1

resultado que melhora o de Olver, pagina 103, mas que resulta também
de Olver, pagina 392.

O mesmo método aplicado a Ai(t) para £ — oo mostra que Ai(t) ~
0 para t — 4oc0.

Prova do Lema 4.2 Vamos denotar por C2°{IR) o espago das fungdes

f: R — C de classe C*™ tais que para todo j =0,1,..., vale
dJ"f
dod

0(J2(*)

para £ — £00.
Por exemplo, se f € C%°(IR) e se existe K > 0 tal que

se |z| > | K|, onde p, g sdo polindmios e (grau( (q) — grau(p))> k, entdo
feCrn).
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Além disso, se f € CP°(IR) e p(z) é um polinémio de grau m < k
entdo p(z)f(z) € CF2, (IR). 0
Afirmacao: Para cada b = 1,2,... existe h € Cf°(IR) tal que

+oo . +oo .
/ g(z)e @) dy — ,u('r)f h(z)e M dg

—00 —00

{7 > 0) onde p(7) = ¢r~", onde ¢ é uma constante, e r > k.

Com efeito,
+o0 ) 1 +oo (m) .
vrqﬁ(z)d _/ g i)l d
rje o — e T &T,ax
[W g( ) T oo d)[(m) ¢( )

(observe que g(z)/¢'(x) € C*°(IR) porque g é nula sobre um aberto
que contém os zeros de ¢’). Logo, por integragio por partes

+OO . ) 4o . +OO .
/ g(m)ew(ﬁ(x)d:c 1 [Mewqb(ﬁ?)] + _%_[ 7 (ﬁ?)e”(ﬁ(z)dz

o Tar [¢(z) o T oo

onde

para |z| suficientemente grande, com p, ¢ polindmios e grau(g)—grau(p)
n, uma vez que g{z) = 1 para |z{ bem grande. Pela mesma razdo ¢ dado
que o grau ¢' > 1,

+o0 . g [t .
f glz)e @) g / g1(z)e" @ gz
—o0 T/

onde g1(z) € C°(IR). Tterando este procedimento, decorre a afirmagcéo.
Da afirmacio com k = 2, ja resulta que

oo .
/ g(z)e' ™= g

—00

é convergente e define G : (0, +00) —+ C.
Seja dado m(=0,1,2,...). Tomamos k > mn + 2. Pela afirmagao:

+o0 ,
G(r) = u('r)f h(z)e ) dg
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onde a integral converge absolutamente, junto com todas as suas deriva-
das respeito de 7 até a ordem m. Como u(7} = er™" com r > k, decorre
dai que G(7) é derivivel até a ordem m e

el
dit

0(r %)

para 0 < 5 < m. Como m é arbitririo, G € C®(0, +o0) e G ~ 0.

5 Fase com pontos de caustica

O item anterior d4 conta do caso em que os pontos criticos sio nao
degenerados.

Supondo, por outro lado, que o ponto critico seja degenerado (cdus-
tica), existe uma mudanca de coordenadas local tal que ¢{z(y}) =
y™,m 2> 3.

Vamos portanto analisar o caso ¢(z) = 2™, m > 3 (o caso ¢(z) =
—z™ ¢ obtido a partir deste por conjugagdo).

Vamos assumir inicialmente, para simplificar, que f possa ser escrito
como f(z) = z*g(z), onde g é constante igual a 1 numa vizinhanca de
0.

Como ¢{z) = 2™, m > 3, temos entdo para cada k fixo que que

o0 : T oo 3 ™

Ey(7) :[ Fg(z)e'™® da:/ f(z)e™ dz
-0 —0o0

satisfaz,

o0

Fi(r) = /00 immf(:}:)eimmd:cl/(m'r)/ (zf(z)) Gz™ L mre™™ Ydz.

—00 —co

Integrando por partes,

Fi(r) = =/(m) | z(xf(w))’emmd:c

o0

_1/(mr) /_ z F@)e™ " dg — 1/(m) / of'(z) 7" da

l® ¢}

~1/(m7)Fx (1) — 1/(m7) /DO zf!(z) ™" dz.
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Ou seja,

mTEFL(7T) + Fy(r) — / T fia) ™" da.

— oG

Ora,
zf'(z) = ka*g(z) + 2**1g(z) = kf(z) + "¢ (z).

Como 0 nio estd no suporte de ¢'(z), a proposi¢ao 2.2 nos diz final-
mente que m7F{7) + (k + 1) Fj,(7) é de decrescimento répido.

Como F), estd implicito na dltima equacio, nfo sabemos ainda deter-
minar o assintético de Fy(r) = [°° zFg(z)e’™*" dz, onde g é constante
igual a 1 numa vizinhanca de 0, mas sabemos que satisfaz m7rF/ (1) +
(k+1)Fy (7} ~ 0. Vamos a seguir determinar o assintético de Fi(7), mas
antes precisamos de uma definicio que vai contemplar a possibilidade de
termos o conceito de uma série ndo convergente como solucdo de uma
equagio diferencial (no sentido assintético).

Definicdo 5.1 Sejam po(7),p1(7), -, pu(7) polinémios. Dizemos que a
funciao C°, y(1), € solucdo da equagdo diferencial assintética linear
d"y(7)

pnM XD 4 @D po(eitr) ~ o

se

- dy{T)
jgopj(T)—jTj

€ de decrescimento rdpido.

A partir da definicio acima, note que as consideracdes feitas ante-
riormente mostram que Fi{7) é solugao de

dy()
dr

mrT + (k+ Dy(r) ~ 0,

ou equivalentemente

m'rd%gq—) + (k + Dy(r) = b{7)

onde b{7) é de decrescimento répido.
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Uma solucio particular da equagio acima é

y(r) = iT—(k+1)/m ]OO gUHL=m) My (Y dg
m T
que é de decrescimento rdpido.
A solugao geral é er—RT0/m ().
Decorre dai que existe constante cg tal que F (7} é assintoticamente
equivalente a

e~ T, (3)

Concluimos portanto a analise do assintético de

o<
y m
Fr{7) / zFg(z)e™ dz
-0
no caso em que g é constante igual a 1 numa vizinhanca de 0. O valor
das contantes c; devem ser determinados em cada caso.
Vamos agora analisar o caso um pouco mais geral de f(z) = zFg(z)
(sem hipéteses sobre g) com g qualquer em C§°, mas para isto precisamos
antes avaliar a proposigio abaixo:

Proposicio 5.2 Dado g € Cf° e N = 0 existe K >0 tal que

di [
N

drd J_oe

Ndj

k im:md — i
z g(x)e z=7" =

/_c: flz)e™ dz

¢ limitada pare T — co e para todo § se k = K.

Prova: Se k > m, integrando por partes temos

/ g(z)e™ dr = 1/(mz'r)/ gl gl DY irma™ e dr =

—co —o0

—1/(miT) ];D:o(mk_m+1g(w))'eiTmm dz

e (zF~m+lg(z)) = z*™h(z) onde h(z) estd em Cg°, o que permite
iterar o cdlculo. O resultado segue de derivar a expressao varias vezes.
H
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O caso em que ¢(z) é analitica {ndo sé da forma z™) é obtido a
partir da proposi¢io 5.2 e através de mudanga de varidvel como em (2)
acima. Isto da conta do caso F(r) = {7 zFg(z)e™ @) dz com g € CL°.

Vamos agora, finalmente, analisar o caso mais geral de um f(z)
qualquer e ¢(z) analitica, isto é, o caso F{r f F () dz com
fecg.

Escreva

Flz) = ap + a1z + apz”® + ... + ap12" ! + 28(z)

onde g € C§°.

Podemos substituir na andlise f(z) por f(z)h(z) onde h(zr) tem
suporte em uma pequena vizinhanca de 0 (usando uma partigdo da
unidade), ou seja, basta analisar o assintético de

F(r) = / h(z)(ap + a1z + apa® + ...+ ag_12 L+ hg(x))e ") dp

—0

Para o assintético dos primeiros termos usamos (3) e para o termo

oo
/ S h()g(2) @ dg
—00
usamos a proposigao 5.2.

Resulta, portanto, que para F(r f flz)et™® (@) dz com f € C§°.
existe desenvolvimento assintdtico da forma

oo
T) = Z P L T
k=0

O primeiro valor e; nio nulo do desenvolvimente acima, caracteri-
za o termo principal de decaimento de F{7) quanto  — 00, ou seja
epr~RT1/M ¢ o termo principal do ponto de vista assintético. O valor
de tal k ¢ denominado de expoente inicial ou invariante de Malgrange.
Referimos o leitor para [8] onde sdo apresentadas consideragdes gerais
sobre tal invariante.

O texto acima ilustra de maneira breve a fundamentacdo matematica
da teoria das séries de poténcias ndo convergentes e sua relacao com as
integrais oscilantes.
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