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Superficies Quadricas
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Resumo

Este artigo tem como objetivo apresentar as superficies qué-
dricas do ponto de vista da Geometria Diferencial. Mais pre-
cisamente, apresentamos a parametrizacfo, as curvaturas gaus-
siana e média e a representagio grafica das principais superficies
quadricas.

1 Superficie parametrizada regular

Iniciamos nosso texto definindo superficie parametrizada regular:
Uma superficie parametrizada regular é uma aplicagao

X:UcCR— R,
onde U é um aberto e X (u,v) = (z(u,v), y(u, v), z(u,v)), tal que:
i) X e C=(U)
i) dX, : R? — R ¢ injetora Vp € U.

Uma curva parametrizada diferenciavel de R? é uma aplicagéo
diferencigvel a(t) = ((2(t), y(£), 2(t)), de classe C°°, de um intervalo
aberto I ¢ R em R3.
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Fixado (us,v,) € U € R?, as curvas
a(t) = X(u(t),vo) e . B{t) = X(us, v(t)),

sao chamadas curvas coordenadas de X em (o, v0) € U.

Os vetores Xy {uo,vs) € Xu(us,vs) sido denominados vetores
tangentes s curvas coordenadas.

Lembramos que o plano tangente a X em (u,,v,) é o conjunto de
todos os vetores tangentes a X em (u,, v,) e é denotado por 7,X, onde

q= (U‘O?'UO}'
2 Primeira forma quadratica

Consideremos a aplicagio X : U ¢ R? — R3 onde U é um conjunto
aberto e X uma superficie parametrizada regular. A aplicacéo

I :'TqX — R

W~ I‘}(w) = (w:w>

com g = (Uo, ¥,) é chanada de primeira forma quadratica.
Observe que

weTl,X = w=aX,+5bX,
Entao

I(w) = {aX, +bX,,aX, +bX,)
= a®(Xu, Xu) + 20(Xo, X,) + b2 (X0, Xu)

Agora denotando
E= (X, X, F=(X,X,) e G={X,,Xy),

temos que I (w) = a®E + 2abF + 2@, onde E, F e & sio denomi-
nados os coeficientes da primeira forma quadratica.
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3 A diferencial da aplicacao normal de Gauss

Seja X : U < R? — R3 uma superficie parametrizada regular.
A aplicacio N :U c R?2 — R? tal que
X, x X,

N(U,U) = ———”Xu < Xvn7

é chamada de Aplicagdo Normal de Gauss.

Proposicao 1 O operador dN, : T, X — T, X ¢é auto-adjunto.

Para demonstragao vide [3].
Como —dN, : T,X — T, X ¢ auto-adjunto e dimT,X é finita, pelo
Teorema Espectral existe uma base ortonormal { v;, v } € T, X tal que

—de(’Ul): klvl,
—de(v2)= kg‘vg.

Assim existe uma representacao matricial de —dN, : T, X — T, X dada

por _aN, = ( kl(()p) kz(ép) ) ‘

Além disso, existe uma forma quadrética I, = T, X — R, denominada
segunda forma fundamental, associada a T,X dada por I, (v) =
{(—dN,(v),v), cuja representagio matricial em relagio & base { Xy, Xy}

deTX{u,v)Xé
a={ " f)
(f g

onde e = (Xyu, N}, f = (X, N) e g ={Xw, N). Sabe-se que k; e ko
sdo os valores méximo e minimo da segunda forma fundamental.

Define-se as curvaturas Gaussiana e Média, respectivamente, como
sendo,

K (p) = det(—dNp) = k1(p) - k2(p) (1)




18

Hp) = gir(-dN) = 5 - (0 (0) + ko). (2)

DI =t

4 Cadlculo das curvaturas gaussiana e média

Apresentaremos agora formulas explicitas para o calculo das curvaturas
gaussiana ¢ média de uma superficie parametrizada regular, em funcao
dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental. A deducio
das mesmas o leitor poders encontrar em [3].

2
K = detfay) = 221 3)
1 v _Ge-Ffj+ Eg
H=5res) = Sme -y (4)

Lembramos aqui que as curvaturas principais k) e kg s80 0s auto-valores
da matriz —de = (aij).

5 As curvaturas gaussiana e média de superfi-
cies quadricas
Neste tépico apresentaremos alguns exemplos de superficies quadricas,
onde suas curvaturas média e gaussiana sio calculadas através das fér-
mulas (3) e (4).
Define-se uma superficie quédrica como sendo um conjunto de
pontos (z1, z3, z3) do R® satisfazendo uma equacio do tipo

Zaij:l’:,; T4 -+ Z biz; +c=0, (5)

onde a;j, b;, ¢ 880 ndmeros reais e 4,7 = 1,2, 3.

Para obtermos as parametrizacdes das superficies quadricas utiliza-
mos a seguinte proposicio:
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Proposigdo 2 Toda equacdo da forma (5) pode ser escrita em uma
forma reduzida, resultando em equagdes do tipo

3 3 '
Doei+S=0 ou Y af-al+bm =0 onde ic{1,23}.

Observacao: A equagdo (5) na sua forma matricial é:

XTAX + BX +C =0, onde

A = {a;5)3x3 é simétrica, B = (bij)ixs ¢ X = (xi;)ax1

Como A é simétrica, existe R inversivel tal que A = RDRT onde D
¢ a matriz diagonal tendo os autovalores de A em sua diagonal principal
e R é tal que suas colunas sdo os autovetores de A. Substituindo-se
A= RDRT ¢ fazendo Y = RTX , ou seja, YT = XTR resulta a nova
equacao

YIDY + BRY +C =0. (6)

A equagio (6) é equivalente 4 equagio

3 3
Z)\jﬁ&‘j -I—ijﬂjj—l-qzo
j=1 =1

onde os \; s8o os autovalores de A. Esta altima equagdo é mais simples
pois ¢ desprovida dos termos z;z; para ¢ # j. Agora, efetuando-se a
translagio Y = Y + K onde K & R®, conseguimos eliminar termos que
contém uma sé varidvel e em alguns casos todos eles. Vejamos que po-
dem ocorrer duas possibilidades:

1) Todos os A; sdo diferentes de zero.
Da equagdo (6), agrupando os termos e completando os quadrados re-

sulta ; .
e i N2 — 4 =0
ou seja, »  T;+5 = 0 que ¢ a equagdo reduzida de uma quédrica central.

2) Existe um A; igual a zero.
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Suponhamos que A; = 0. De maneira similar ao que fizemos em 1)
obtemos a equagio Zj 33? — 3 + b1z1 = 0 que é a equagio reduzida de
uma quadrica sem centro.

A seguir, os exemplos que nos propomos apresentar:
1. Elipsdide
(a) Parametrizacio
XU CR? ——R3 onde
U={(v,v) eR{ueR e 0<v<n}
e X é definida por

X(u,v) = (asenvcosu, bsenvsenu, ccosv).

(b) Curvaturas gaussiana e média

Temos que:
X, = (—asenvsenu, bsen v cosu, 0) (7)
X, = (acosvcosu, beosvcosu, —csenv) (8)
Entéo,
—bcsenvcosu —acsenvsenu —abcosv
N(u,v) = ( )

vA vA T VA

onde A = (acsenvsenu)? + (besen v cosu)? + (abcos v)?
De {7) e (8) facilmente obtemos

Xun = (—asenvcosu, —~bsenvsenu, 0),
Xuy = (—acosvsenwu, bcosvcasu, 0),

Xoo = (—asenvcosu, —bsenvsenu, —ccosv).
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Entio os coeficientes da primeira e segunda forma fundamen-
tal sdo dados, respectivamente, por:

E= (asenwvsenu)® + (bsenv cosu)®

F= (* — a?)[senvsen ucosvcos u)?,

G= (acosvcosu)® + (becosvsenu)” + (csenv)?® e

abesenv

\/E )
f:O:

abe
VB’
2

onde B = (besenwv cosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?.

Com os resultados obtidos acima encontramos:

1 (asenvcosu)2 (bsenvsen u)2 (CCOS’U)Q —2
K{u,v) = (abo)? [ ) ” +— ]
2 2 9 5
Hiu,v) = abe[(acosveosu)® + (beosvsenu)® + (asenu)(bcosu)] _

2[{abcosv)? + (acsenusenv)? + {bccos usen 'L’)Q]%

Fazendo-se a = b = ¢ obtemos as curvaturas da esfera.

(c) Representagao geométrica.

Figura L:

2. Hiperboléide eliptico de uma folha

(a) Parametrizacao

X:UcR?—R%ondelV = {(u,v) eR%,ucR e O<v <}
e X ¢ definida por X{u,v) = {(a vV u? + leosv, b vVu? + lsenv, cu)
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(b) Curvaturas gaussiana e média
Veja que: -

auwcosy busenw
7 JC
Vu +1 V2 +1

Xy= {—avu? +1senv,bv/u2 + 1cosw,0),

donde encontramos

XR: ( ),

@ COS 1Y bsenwv
Koy = ( R 3 :D),
(u? +1)% (u2+1)2
X, = (—ausenv bucosw 0),

VuZ+1  Vu + 1

Xow= (—avu?+ lcosv, —=bv/u? + 1senw,0).

Agora fazendo
C = (be)*(u? + 1)cos®v + (ac)®(u® + 1)senv + (abu)?

encontramos

—bvu? +1cosv —acvul + Isenv abu
e T e

N(u,v) = (

Entéo, s coeficientes da primeira e segunda forma fundamen-
tal sao dados, respectivamente, por

- {aucos (v))2 + (busen (v))?
b= (u? + 1) ?
F= ucos(v)sen (v)(b* — ag),
G= (u® + 1)[(beos (v))? + (asen (v))?]

e por

—abe abe(u? + 1)

6:m, f=0 g= Noi




Agora, utilizando as equagbes anteriores e com as devidas

operagoes obtemos, respectivamente, as curvaturas gaussiana
e média,

_ =1 (avu?+1cosv)? (BvuZ+ Tsenwv)? (cu)? _,
K(U‘:U) - (abc)2[ (.1'.4 ? b4 ) 4 ] ?

H(u,v) = —abe[cos*u(b? + a®u?) + sen?v(a® + bu?) + 2(u® + 1)]
| 2[(abu)? + (ac)*(u? + 1) sen v + (be)2(u2 + 1) cos 202

C

(c) Representagio geométrica.

3. Paraboléide hiperbélico

(a) Parametrizagio

2 2
X : R? — R® ondeXé definida porX (u,v) = (u, v, %’7 _ 2—2)
(b) Curvaturas gaussiana e média,
Segue-se imediatamente:
—2u
2v
-X'U - (0, 1, 5_2) (10)

Agora utilizando-se das equagdes (9) e (10) encontramos:

qu = (0) 01 ?"); X’LL'U p—t (O, 07 O), X’U'U - (O’ O: b_2.) o)
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2 -2 1 2 2
v v onde D=4—u—+ilv—+1.

N(u’v)z(agm’bg\/ﬁi\/ﬁ) e i

Logo os coeficientes da primeira e segunda forma fundamen-
tal sao dados, respectivamente, por

4y —4uv 4y
= - F = -
E=rth (@)?’ T

Donde resulta

-1 u? 9
K(u,'u)— W(?ﬂ+b_‘1+l) y

24 2 b2 (ot 2
H (s, v) = a“(b* + 4v*) + b*(a +4u).

du® 4o

Figura 3:

4. Cone quadréatico

(a) Parametrizacio
X :UcCR? — R3 onde

U={(v,v) eR%ueR e 0 <v<2n}
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Xé definida porX (u,v) = (aucoswv, busen v, u).

(b) Curvaturas gaussiana e média
Temos que:

X.= (acosv,bsenv, 1),

X, = (—au senv, bu cosv,0)

donde encontramos também

—bcosv asenv ab )
v ' VL VL
onde L = (b cosv)? + (a senv)? + (ab)?.

(
(

Xpw= (—au cosv, —~bu senv, 0),
(

Daf, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental
sao dados, respectivamente, por

E= (a cosv)? + (bsenv)® +1,
F= (b — a*)u cosvsenw,
G = u’[(a senv)? + (b cosv)?]

e por
abu

Dos coeficientes E, F, G, e, f e g determinados encontramos:

K(u,v)=0 e H{uv)= ab{(acosv)? + (bsenw)? + 1] |
| ’ 2u({ab)? + (asenv)? + (bcos U)Q]%

(¢) Representagdo geométrica
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5. Paraboléide eliptico
(a) Parametrizacao
X :R? — R? onde

u?  p?

Xé definida porX{u,v) = (u,v, ol + b—2)

(b) Curvaturas gaussiana e média
Obtemos os seguintes resultados:
2u
KXu= (11 0, Eg_) H

v

X'U: (0, ]., b—2)

Daf resulta que
X = (0,0, _ ¥ 2
ut ™ ( 0, EE)’ Xuw = (O: 0?0): vy = (0,0, ﬁ), e

—2u —2v 1 ) de C du? N 4o? 41
—_——, =, ——=), 0l =—+ —+1
a2V C b2/ C' T at " ¥
Entao, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamen-
tal sdo dados, respectivamente, por:

N(u,v) = (

4y 4u? 492
= —_— = —_— Gz.__
E = +1, F ()’ n +1
e por
2
e = 2 fx O’ g=

B2\ C




Utilizando os resultados acima, obtemos:

1 u? w2 1

I T il 12
K, v) = 4(&6)2%4 tatdT
214 2 4 3274 2
S0 S Gl ok 0
b44u 4 1%
(a)(?+b_4+ )

(c) Representacio geométrica

Figura 5:

6. Cilindro hiperbdlico

(a) Parametrizacio

X :R? — R? onde
X¢ definida porX (u,v) = (a coshw, b senh u, v).

A parametrizagio X cobre apenas uma folha do cilindro
hiperbélico. Obtém-se a outra folha através da aplicacio X
onde X(u,v) = (—acoshu, ~bsenhwu,v). Verifica-se que se
utilizarmos a parametrizacio X obteremos as mesmas cur-
vaturas.

(b) Curvaturas gaussiana e média
Veja que:
Xu= (asenhwu,bcoshu,0), (11)
X,= (0,0,1). (12)
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11) e (12) temos

Das equagdes (

(@ coshu, bsenh u, 0),

(0,0,0),
(0,0,0)

qu:

XU'U

v

Xy

e também

).

0

—asenhu

bcoshu
V/(bcoshu)? + (asenhw)?’ \/(beoshu)? + (asenhu)?’

N{u,v) =

Logo, seguem-se os coeficientes da primeira forma fundamen-

tal

e da segunda forma fundamental

Com as operagdes devidas e os resultados anteriores resulta

3
2

ab
2[(asenhu)?) + (bcoshu)?]

Hu,v) =

&

K(u,v) =0,

(¢) Representagio geométrica

P \e-\n...u..a.\."ffffflfffﬂﬂﬂﬂlﬁolfffdf
n...\..mv.m.a.\%ﬂffdﬂ!&pﬂ’fffiﬁdﬂf’#
o7 AT

e TN
7 DN
HRRIIN

Figura 6:
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7. Cilindro parabélico
(a) Parametrizacio

X :R? — R? onde X 6 definida por X{u,v) = (au?,u,v)
(b) Curvaturas gaussiana e média
Temos que:
Xu= (2au,1,0),
i (01 05 1)7

resultando, portanto

XUU = (za? 0:0)7 qu = (0,0,0), va = (0, 0, D)

1 —~2au
V(2w +1 /Cau)2+ 1’

N(u,v) = ( 0).

Entdo os coeficientes da primeira e segunda forma fundamen-
tal sao dados, respectivamente, por

E=2a)?+1, F=0, G=1,

e por )
—-2a
= —eme—— - 0, = 0.
(20u)? +1 / g

Dos coeficientes E, F, G, e, f, e g acima encontrados resulta

a

Ku,v)=0 e H{uv)= m.

(¢) Representagao geométrica
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Figura 7:

8. Hiperboldide eliptico de duas folhas

(a) Parametrizacao

X:UcCR? — R onde U = {(u,v) c REuec RO <v<
7} e X é definida por X (u,v) = (au cosv, bu senv, cv/uZ + 1).
Ressaltamos ao leitor que a parametrizacio dada aqui co-
bre apenas uma folha do hiperboiéide eliptico de duas folhas.
Porém a outra folha pode ser facilmente obtida por simetria,
resultando nas mesmas curvaturas. .

{b) Curvaturas Gaussiana e Média
Resulta imediatamente que:

Cu

Xy= (acosv,bsenv,m)
Xy= (—ausenv,bucoswv, ()
e também
—bcucosv —acsenv abvu?+ 1
N(u,v) = ( )

vD ' VD ' /D
onde D = (beucosv)? + (acusenv)? + (ab)?(u? + 1).

Além disso,
c
KXoy = (070: —")
* (u? + 1)%
Xus= (—asenwv, bcosv,0)

X‘U’U

(—auwcos v, —busenwv,0)
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Entéo, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamen-
tal sdo dados, respectivamente, por:

2
cu
E= (acosv)? + (bsenv)? + #&)_1)’
F= —q?usenvcosv + blusenvcosv,
G= (ausenv)? + (bucos v)?,
e por
abe abcu?

“wizovp Y D

Com os resultados outrora obtidos temos que

[

1 . (aucosv)? + (busen v)? + (ev/u? + 1)?
e}

K(u,v) = (abc)‘z[ at bt

H(u,v) = abel(u? + 1)(a® + %) + (cw)’] .
; 2[(@5)2(1;,2 + 1) + (acusen v)2 - (beucos 0)2]%

(¢) Representagdo geometrica

> il
b2 FEIANS
i R
A NN,
W/ EBRERA
Ve B
B s RN
NS S BT VAR R N
G STy VARSI
Gl R eSS

Figura 8:
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