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Produtos de poténcias racionais
de nimeros primos

MARIO B. MATOS E MARIO C. MATOS

INTRODUCAO

Um dos conceitos mais simples é o de niimero natural e ainda assim
existem diversos resultados belos e interessantes sobre os mesmos. Um
exemplo particularmente bem conhecido é o fato de que é possivel es-
crever qualquer natural diferente de zero como um produto de primos.
Mais precisamente, dado um natural diferente de zero podemos escrevé-
lo, de maneira tnica, como um produto finito de poténcias naturais de
ndmeros primos.

Numeros racionais estritamente positivos podem ser escritos como
razoes entre naturais nao nulos. Usando o resultado anterior fica claro
que dado um racional estritamente positivo podemos escrevé-lo, de ma-
neira unica, como um produto finito de poténcias inteiras de primos.

Infelizmente nao é tao facil estender este procedimento para nimeros
reais. Por exemplo: qual é o conjunto dos nimeros que podem ser
escritos como produtos finitos de poténcias racionais de niimeros primos?
Evidentemente esse conjunto inclui alguns nimeros irracionais como /2
e outras poténcias racionais de racionais. Esse conjunto coincide com os
reais? Essa representacao é unica? Para saber se é possivel obter estas
respostas usaremos outro conceito importante: Espagos Vetoriais.
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Vamos imaginar que é possivel pensar nos niimeros primos como base
de algum espaco vetorial no qual cada vetor seria um ntimero real e os
coeficientes de sua representacao na base seriam os expoentes. Assim
o espago gerado pelos primos, ou seja o conjunto de todos os nimeros
escritos como produtos finitos de poténcias racionais de primos, é um
espaco vetorial. Na préoxima secdo definimos adequadamente o espaco
vetorial, as operacoes e mostramos que este espaco é um subconjunto
préprio dos reais.

O passo seguinte para incluir todos os reais seria introduzir expoentes
reais, mas neste caso a solucao é trivial. Temos um espacgo de dimensao
1 pois para qualquer primo (p) e para cada real x vale x = plogr T Até
este ponto tudo que fizemos foi generalizar um resultado conhecido sem
introduzir novos elementos. Uma outra possibilidade é abrir mao de
certas propriedades e verificar se ganhamos alguma coisa. E claro que
para tanto deveremos tomar certos cuidados e aceitar algumas restrigoes.

Um resultado interessante para o nosso problema é a representagao
de Wallis para o nimero 7 em termos de um produto infinito de naturais:

T N (2n)?
2 }:[1 (2n —1)(2n + 1)

que nao pode ser reescrita diretamente em termos de primos. Entre-
tanto nos sugere uma possibilidade: a inclusao de produtos infinitos de
poténcias racionais de primos no problema. Para verificar essa possi-
bilidade introduzimos os conceitos de produtos infinitos e espacos de
Banach.

Com estes conceitos mostramos na tltima secao que é possivel escre-
ver os reais estritamente positivos como produtos infinitos de poténcias
racionais de nimeros primos. Ou seja, obtivemos o resultado desejado,
mas perdemos a propriedade da representacao ser unica.

Neste artigo procuramos estabelecer claramente os conceitos que
poderiam nao ser conhecidos por parte de alguns leitores desta revista.
Um conhecimento elementar de Algebra Linear, de Andlise Matematica
e de Espagos Métricos ajudam no completo entendimento destes resul-
tados.
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1. O ESPACO VETORIAL (R,,®,®) SOBRE Q

Em primeiro lugar fixemos as notagles que iremos usar neste artigo.
Denotamos por R o subconjunto do conjunto R (de todos os nimeros
reais) que sdo estritamente positivos. Consideremos a seguinte operacao
sobre R :

@:(r,y) ERL xRy — zdy=uxy € R;.

E claro que (R4, ®) é um grupo comutativo e que 1 é o seu elemento
neutro. O elemento oposto a = para esta operacao ¢ denotado por Oz =
! e escrevemos y @ (Or) =y o x = yr L.

Denotamos por Q o corpo dos nimeros racionais com as operacoes
usuais de adi¢ao e multiplicacao.

Agora definimos a seguinte operacao:
O:(a,z) EQXRy — aG®x =1z R,.

E f4cil provar que (Ry, ®,®) é um espago vetorial sobre Q.

Indicamos por P o conjunto de todos os niimeros primos contidos no
conjunto N dos nimeros naturais. Quando escrevemos P = {p1, po, ...}
estamos considerando todos os nimeros primos p; = 2, po = 3, ...,
enumerados em ordem crescente.

1.1. Proposigao - O conjunto P é linearmente independente em R .

Demonstracao - Se p; € P C Ry, oy =1rj/q; € Q, r; € Z, qj € N,
j=1,...,n sa0 tais que oy ©®p1 & --- B ap © py, = 1, podemos escrever

(1 Op1 @ B ay @ py) Tt = pre-i . A
Pelo Teorema da Representacao Unica, que estabelece que os numeros
naturais sao escritos de modo tinico como um produto finito de poténcias
naturais de primos, segue que r; = --- =1, =0. O
Consideramos agora o subespaco vetorial [P] de R, gerado por P.

1.2. Proposicao - [P] é o conjunto de todos os nimeros da forma 37,
comv,5€Qe>0.

Demonstragao - Se x € [P], podemos escrever x na forma
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n n
MOT D DOz =P e;0p =[]
j=1 j=1
para algum n € N, com a; =71j/q; € Q, r; € Z, g € N, j =1,...,n.
Logo

pqlq}-ﬂn . ‘p;]Llu-anl"'n — CLJ]lm‘]n‘

Como o lado esquerdo desta identidade é um ntmero racional 3, segue
que x = (37, com

1
y=—-—€Q.
q1..-4n
Sabemos que cada ntmero racional é um produto finito de poténcias
inteiras de primos. Logo 37, com 7,3 € Q e § > 0, estd em [P]. O

Agora, para facilitar o entendimento deste artigo, vamos recordar
alguns conceitos estudados nas disciplinas iniciais do curso de Graduagao
em Matematica, e adapta-los ao nosso caso.

Assim, uma norma definida no espago vetorial R, sobre Q é uma
aplicacao:

|l e Ry — |l € R
que satisfaz
(1) ||z]| > 0, para cada = € Ry,
(2) ||z]] = 0 se, e s6 se, z =0,
(3) |l ® z|| = |a||z||, para cada a € Q e z € Ry,
(4) lz @yl < l|=]l + Iy, para quaisquer x,y € Ry.

Uma norma || . || define uma métrica d em R, pela férmula
d(x,y) = lly © |-

Se o espago métrico (R4, d) for completo, diz-se que o espa¢o normado
(Ry, || - ||) é um espago de Banach. Observemos que, neste caso, uma
seqiiéncia (x,)52; em Ry é de Cauchy se, para cada e > 0, existe n. € N,
tal que

n,m >n. = ||z, © xpl <e.
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Para (Ry,|| . ||) ser de Banach, devemos ter a convergéncia de cada
seqiiéncia de Cauchy ()72, em R Isto significa que existe z € Ry tal
que lim,, .o x, = x, isto é: para cada ¢ > 0, existe n. € N, satisfazendo

n>n. = |z, ozl <e.
Agora definimos

I+ lhog : @ € Ry — |[z[hog = [log | € R.

1.3. Proposicao - (R, ®,®, || . [liog) ¢ um espago de Banach sobre Q.

Demonstragao - E fécil verificar que || . |llog define uma norma sobre
R;. Consideremos agora a seqiiéncia de Cauchy (z,)72; em R . Isto
implica que (logx,)s%; é uma seqiiéncia de Cauchy de nimeros reais.
Como (R,| . |) é completo, segue que (logz,)>°, converge para algum
y = logx € R. Isto é equivalente a

0= lim |logz, —logz| = lim ||z, © z|/iog-
n—oo n—oo
Logo (z5)52; converge a = in (R, || . [liog)- O

1.4. Proposigao - Cada nimero real x > 0 estd na aderéncia de [P
em (R | - lhog)

logz « .. con .
Togz € © limite de uma seqiiéncia

(rn)22, de nlimeros racionais na norma usual de R. Logo

Demonstracao - Lembremos que

lim ||2 © 2||1og = lim [|2"™ © 2Te2 |4
n—oo n—oo

1
— lim <7~n - ng> logZ‘ —0
n—00 log 2
|
No nosso espaco de Banach (Ry,®,®, || . |log) dizer que uma série

de elementos x,, de Ry converge a x significa que a seqiiéncia de suas
« _ n R n .

somas parciais s, = @’_; z; = [[;_; ; converge a z na norma || . [[iog-

Portanto, isso significa que

n
0= lim @a:j ozl = lim log (... xnx_l) . (1)
j=1

log
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Tal expressao equivale a escrever

lim Zlog(acj) = log x.

n—oo

Jj=1
Por outro lado, usando a continuidade da fun¢ao esponencial, isto também

significa que tal expressao equivale a dizer que

n
7115{)10 rllxj = . (2)
J:

oo

Em vista de (2) dizemos que o produto infinito da seqiiéncia ()52,

converge para x € esCrevemos

0o
H mj =X.
J=1

Para maiores informagoes sobre a teoria de produtos infinitos consulte,
por exemplo, Ahlfors [1].

Tendo em vista a expressao (1), podemos dizer que a série de termos
()22, converge a x em (R4, ®,®, || . [iog) € escrevemos

=1
o
Dz ==
J=1

Pelo que vimos acima, deduzimos que a convergéncia da série de
elementos x,,n € N e do produto infinito desses mesmos elementos
ocorrem, quando, e apenas quando, vale a convergéncia da série numérica

o0
>_j=11og(z;).

Sabemos da teoria de séries numéricas, que, para uma série 3 72, a;,
sao equivalentes as afirmagoes:

(1) A série } .2, o converge incondicionalmente, isto é: para cada

. ~ . 7. o0 7
bijegdo o de N sobre si mesmo, a série ) j—1 Qg(j) € convergente.

a(j)
(2) A série 372, o converge absolutamente, isto é: a série > 22, |ayl
converge.
Veja, por exemplo, Rudin [2].

Se r; € Ry, j €N, a convergéncia de de 22, |log(;)| é equivalente
a dizer que 7 [|7;]1og converge (neste caso dizemos que (P2, x; con-
verge absolutamente em (R4, ®,®, || . |log)). Portanto, motivados pelo
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que se afirmou acima, podemos dizer que, tanto a série € j—1 Zj COMO O

produto [ j—1 j convergem incondicionalmente.

Agora, podemos afirmar que, para aj € Qe j € N,

0 o
Desor =[]r
=1 j=1

converge (incondicionalmente) se, e somente se, a série
o0
> ajlog(p;),
Jj=1

converge (absolutamente) a norma usual de R.
Isto Motiva a seguinte pergunta:

1.5. Problema - Considere o subespaco vetorial de R, formado pelas
somas das séries incondicionalmente convergentes da forma

oo
@ aj ©pj
j=1

onde a; € Q para j € N. Este subespago é fechado em (R4, ®,®, || . |[iog)?
Neste caso, esse subespaco é préprio?

Na préoxima seccao veremos que esse subespaco coincide com o espago
todo Ry.

2. RESPOSTA AO PROBLEMA 1.5

2.2. Teorema - Para cada z > 0, existe uma seqiiéncia (ozj);’il de
numeros racionais tal que

oo
_ o
Tr = pj )
=1
com a convergéncia sendo incondicional.

Demonstracao - Desejamos construir uma seqiiéncia (aj);?’;l tal que
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oo
logz = Z ajlogp;.
j=1

de modo que esta soma seja absolutamente convergente.

Iremos utilizar a seqiiéncia (1/5)32,, juntamente com o Teorema do Con-
fronto para determinar intervalos para os valores de «;.

Se a seqiiéncia das somas parciais

J
S; = Zak log py. (3)
k=1
satisfizer . .
—<S;i—logxr < ——. 4
Z<S; — 0

para todo j maior que algum natural n, entao a série converge a log x.

Definimos ;7 = 1 e escolhemos 9 satisfazendo

% —logp1 +logx <o < 1—logp; +log:v.
log p2 log p2
Por inducao finita verificamos facilmente que podemos escolher todos
os aj, j > 1. Para tanto, assumimos que todos os «;, j < [ foram
escolhidos de tal forma que (4) seja satisfeito. A seguir usando j =[+1
em (4) e isolando o1 obtemos

H%—Sl—i—loga: %—Sl—klogq:
<o < T ————
log pi+1 log pr41

()

E evidente que podemos escolher um a1 que satisfaca a relagdo acima.
Assim fica demonstrado que podemos escolher todos os «;, j > 1 de tal
forma que a série seja convergente.

Notemos que, com nossas escolhas, temos «; < 0 para j > 2. De fato
da condigao (4) sobre as somas parciais obtemos

1
- —S;+logx <0.
J
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e segue de (5) com [ = j que oj < 0 para j > 2. Subtraindo J% em (4),

usando (5) e o resultado anterior obtemos

P21

< ajy1logpji <O.

Dessa forma como a série j; 2

- converge absolutamente o mesmo acon-

tece com a nossa.

Pelos argumentos utilizados (escolha de racionais em um dado intervalo)
segue que a representacao obtida nao é unica (escolhas distintas resultam
em representacoes distintas para o mesmo ).

Apesar de trabalhoso o resultado é bastante interessante: é possivel
escrever qualquer nimero real maior que zero como um produto (pos-
sivelmente infinito e nesse caso nao unico) de poténcias racionais de
primos.
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