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Tomogra¯apor Emiss~ao

Al var o R. De Pierr o¤

1 In tro du»c~ao

A Tomogra¯a Computadorizada por Emiss~ao (ECT), nas suas duas
modalidades,SPECT ePET (por Emiss~aodeF¶otom ¶Unico epor Emiss~ao
de P¶ositrons, respectivamente), ¶e a principal ferramenta (talv ez junto
com Ressonância Magn¶etica Nuclear funcional, fNMR) para a com-
preens~ao dos processos¯siol¶ogicos dentro do corpo humano no n¶³vel
molecular. O modelo matem¶atico `puro' (sem considerar fatores como
atenua»c~ao, espalhamento, baixa estat¶³stica, etc) para ECT ¶e a Transfor-
mada de Radon, o mesmoque para a tomogra¯a computadorizada de
raios X (CT), muito mais conhecidapor ser hoje b¶asicano diagn¶ostico
em medicina. Neste artigo, depois de uma breve descri»c~ao da Tomo-
gra¯a por Emiss~ao, apresentamos os diferentes modelos matem¶aticos
para ECT, tanto no caso cont¶³nuo como discreto, os m¶etodos para
resolv¶e-los, a rela»c~ao com a pr¶atica, os problemas matem¶aticos que
surgem, algumas solu»c~oes recentes e algumas conjecturas. Aproveita-
mos tambem para expor algumas quest~oesmais gerais sobre o signi¯-
cadoda Matem¶atica Aplicada e o nossoponto de vista sobreo papel do
matem¶atico nas aplica»c~oesa partir da nossaexperiência em particular.

¤ Trabalho ¯nanciado pelos aux¶³lios CNPq No. 300969/2003-1 e 476825/2004-0
e FAPESP No 2002/07153-2. Agrade»co especialmente meus alunos de Doutorado
C¶³cero Hildenberg e Elias Helou pela gera»c~ao das ¯guras que ilustram o artigo.
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O que ¶e a Tomogra¯a Computadorizada por Emiss ~ao?

O objetivo de ECT ¶e tentar entender um processō siol¶ogico, como
por exemplo, consumode glicose,°uxo sangu¶³neo, metabolismo oxida-
tiv o, neurotransmiss~ao, e muitos outros (veja [15] para uma longa lista
no casode PET). Como isto ¶e feito? Suponhamosque existe um com-
posto que ¶e metabolizado durante um dado processo¯siol¶ogico, e que
essecomposto pode ser marcado com um is¶otopo radioativo. No caso
de PET, o is¶otopo ¶e arti¯cial e decai emitindo p¶ositrons. Depois de um
curt¶³ssimotra jeto, o p¶ositron colide com um el¶etron gerandodois f¶otons
em dire»c~oes(quase)opostas,ques~ao detectadospor paresde detectores.

Figura 1: A aquisi»c~ao dos dados em PET. No topo µa esquerda,uma
regi~ao de alta emiss~ao (em vermelho) num corte do c¶erebro

Cada par de detectoresdetermina uma reta (Figura 1) e osdadosdo
problema s~ao o n¶umero de coincid̂enciascontadas em cada uma dessas
retas. O objetivo ¶e reconstruir a densidadede emiss~ao, que est¶a correla-
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cionada com o processoestudado. O exemplomais comum de mol¶ecula
emPET ¶ea glicose,quepodesermarcadacom° ¶uor radiativ o , F18, para
formar ° ¶uor-deoxiglicose,mais conhecidocomoFDG. O paciente ¶e inje-
tado com FDG e o problema¶e reconstruir a densidadede emiss~ao dentro
do corpo a partir dasmedi»c~oesexternas. Nestecaso,a reconstru»c~ao est¶a
medindo consumo de glicose, que ¶e uma descri»c~ao indireta, no n¶³vel
molecular, de muitos processoscujo conhecimento ¶e essencialno di-
agn¶ostico cl¶³nico e na pesquisam¶edica (malignidade de tumores, regi~oes
enfartadas, funcionamento do c¶erebro, °uxo sangu¶³neo, etc). Para ser
mais espec¶³¯co, se se trata de detectar um processode met¶astase, as
regi~oescom alto consumode glicosemarcam os altos n¶³veis de divis~ao
celular correspondentes. No casode SPECT [3], o is¶otopo utilizado ¶e
natural e decai gerandoum ¶unico f¶otom, e a reta deve ser determinada
usando um colimador (Figura 2). Muitos f¶otons s~ao absorvidos pelo
colimador antes de seremdetectados,fazendoque os dados de SPECT
sejammuito mais pobresqueosde PET, e asimagensconsequentemente
piores.

Figura 2: O esquemada aquisi»c~ao de dadosem SPECT
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2 Um Mo delo Matem ¶atico Con t¶³nuo Puro

Pensandoem termos cont¶³nuos,separa cadasegmento ±s o n¶ume-
ro de emiss~oesproduzidas¶e f ±s nossoproblema ¶e reconstruir a fun»c~ao
f (x), com suporte compacto,que representa a densidadem¶edia de emis-
s~ao no ponto x, dadasas integrais ao longo de retas L (ou seja, o total
das emiss~oesacontecidas nos pontos de L , que ¶e determinada por um
par de detectores),ou seja,

Z

L
f ds = dL ; (1)

onde dL ¶e a m¶edia do n¶umero de coincid̂enciasdetectadaspelo par de
detectoresque determinam L (ou pelo colimador no casode SPECT).

A express~ao µa esquerdada equa»c~ao (1) de¯ne um operador integral
conhecidocomo a Transformada de Radon [16],

f R¡ !
Z

L

f ds = p(s;µ): (2)

onde s e µ s~ao os par¶ametros que de¯nem a reta L (dist ância µa origem
e ângulo com rela»c~ao a um eixo, ver Figura 3).

Isto signi¯ca que resolver o problema cont¶³nuo `puro' sereduz a cal-
cular a inversa da Transformada aplicada a p [18]. Entendemos por
`puro' o fato de que essencialmente aship¶otesesseguintes s~ao satisfeitas:
H1) O n¶umero f¶otons ¶e su¯cientemente grande, de maneira que a igual-
dade em (1) seja aceit¶avel como tal.
H2) O n¶umero de retas tambem ¶e su¯cientemente grande (passosde
discretiza»c~ao de s e do ângulo µ su¯cientemente pequenos). ¶E o que
chamariamos de dados `completos'. H3) Nenhum f¶otom ¶e absorvido
pelo tecido (atenuado). Isto ¶e claramente falso em ECT, mas ¶e sempre
melhor come»car tentando resolver um problema linear.
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Figura 3: Pµ(s) ¶e uma `vista': a proje»c~ao do objeto na dire»c~ao de¯nida
pelo ângulo ortogonal a µ

A Diferen»ca entre Tomogra¯a por Emiss ~ao e por Transmiss ~ao

Em Tomogra¯a por Transmiss~ao (CT) de raios X o objetivo ¶e deter-
minar diferen»casde densidadeno tecido, o que pode ser feito irradiando
o paciente com raios X com uma fonte externa (Figura 4) e contando
o n¶umero de f¶otons n~ao absorvidoscom um detector. Cada par fonte-
detector determina uma reta L , e usandouma propriedade f¶³sicaconhe-
cida, ¶e poss¶³vel provar que (1) ¶e tamb¶em o modelo b¶asico em CT, mas
com dL igual a log pe

L
pd

L
, sendo neste caso pe

L e pd
L o n¶umero de f¶otons

emitidos pela fonte (agora externa) e detectados,respectivamente.

Em CT, a igualdadeem (1) sup~oetambem que o n¶umero de f¶otons ¶e
alto, o que ¶e verdadeiro, e que todos tem a mesmaenergia,o que n~ao ¶e
verdadeiro, mas pode ser corrigido facilmente na tomogra¯a com baixos
valoresde atenua»c~ao como os do corpo humano [10].

Continuando com a descri»c~ao da matem¶atica do modelo puro, ¶e
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Figura 4: Tomogra¯a de Raios X

muito f¶acil provar (apenasmudan»casde vari¶aveis) [18] o seguinte
Teorema da Pro je»c~ao de Fourier: Se p(s;µ) ¶e a Transformada de
Radon de uma fun»c~ao f dada, ent~ao:

F2 f = F1 p:

ondeF1 denota a Transformadade Fourier de p na vari¶avel axial s e F 2

a Transformada de Fourier bidimensional da fun»c~ao f .
Em outras palavras, R ¡ 1 = F ¡ 1

2 F1, a inversa da Transfor-
mada de Radon ¶e essencialmente a composi»c~ao de uma Tranformada de
Fourier inversa bidimensional com uma Transformada de Fourier uni-
dimensional. Fôrmulas de invers~ao apropriadas podem ser deduzidas
do Teorema, a mais popular dentre elas conhecida como Convolu»c~ao-
Retroproje»c~ao (CBP) [18]. Isto resolveria (e resolve) o problema quando
o n¶³vel de erro ¶e baixo, ou ¶e simplesmente desconsiderado.Mas esten~ao
¶e o caso de ECT, se comparado com CT, o que faz que no primeiro,
m¶etodos que consideremas caracte¶³sticas do erro (ru¶³do), e o uso de
m¶etodos iterativ osprodu»ca im¶agensmuito melhores[21]. De fato, tanto
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CT como ECT s~ao problemasinversos[25], ou seja,mal condicionados,
e portanto, sens¶³veisaosdiferentes n¶³veisde erro. Isto signi¯ca quequal-
quer informa»c~ao adicional no modelo pode contribuir para a melhorar
as solu»c~oesobtidas. O primeiro passopara isto ¶e a discretiza»c~ao, para
desenvolver modelosde m¶axima verossimilhan»ca.

3 Um Mo delo Discreto

Passemosagora do cont¶³nuo para o discreto para intro duzir in-
forma»c~ao adicional sobre o erro via m¶axima verossimilhan»ca. Ou seja,
essencialmente aproximamos f em (1) por uma fun»c~ao constante para
cada elemento (`pixel', derivado de `picture element') da imagem e nula
no resto. No que seguex j denotar¶a o n¶umero esperado de emiss~oespor
unidade de ¶area no pixel j , (j = 1; : : : ; n), ou seja, a aproxima»c~ao de
f no j -¶esimo pixel. Ent~ao, a imagem ser¶a um vetor x, n-dimensional,
cujas componentes s~ao os x j 's. Se contamos bi emiss~oes(coincidências
no casode PET) ao longo de m retas L i (i = 1; : : : ; m), o vetor b com
componentes bi ser¶a o vetor de dados. Sejaaij (aij ¸ 0) a probabilidade
de que uma emiss~ao no pixel j tenha sido detectada na reta i . Usual-
mente aij ¶e determinada pela intersec»c~ao da reta com a malha (Figura
5) normalizada.

A detec»c~ao de f¶otons segueuma distribui»c~ao de probabilidadesPois-
son, portanto, bi ¶e uma amostra Poissoncom valor esperado dado por

hai ; xi =
nX

j =1

aij x j (3)

onde h; i denota o produto interno `standard' e ai a i -¶esima coluna da
transposta AT da matriz de proje»c~oesA = (aij ) de m £ n.

A probabilidade de obter a medi»c~ao b condicionadaa que a imagem
¶e x (ou seja,a verossimilhan»ca), assumindoque osbi s~ao independentes,
¶e dada por

PL (bjx) =
mY

i =1

"
hai ; xi bi

bi !
exp(¡h ai ; xi )

#

: (4)
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Figura 5: A discretiza»c~ao

O problema de reconstru»c~ao consisteem estimar o vetor imagem x com
os dadosmedidosb [20]. Ou seja,maximizar PL (bjx) com a restri»c~ao de
quex deve sern~ao-negativo. Tomandologaritmos, a fun»c~ao a maximizar
¶e

L(x) =
mX

i =1

bi loghai ; xi ¡ hai ; xi : (5)

Em [23] e [14], o algoritmo EM (de Expectation Maximization)
foi proposto para a maximizar (5). Isto de¯ne um itera»c~ao da forma

x(k+1)
j =

x(k)
jP m

i=1 aij

mX

i =1

aij bi

hai ; xi
; j = 1; : : : ; n (6)

partindo de um ponto inicial positivo x (0) .
Lamentavelmente a converĝencia do EM para uma solu»c~ao ¶e muito

lenta para asnecessidadesdasaplica»c~oesm¶edicas(50, 60 itera»c~oes,cada
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uma com um custo computacional equivalente a aplicar um m¶etodo
de transforma»c~ao como CBP) . Isto limitou a aplica»c~ao do EM, nos
primeiros anos,apenasµa atividade depesquisa.O problemafoi resolvido
na d¶ecadado 90, com a id¶eia de decompor a fun»c~ao de verossimilhan»ca
convenientemente, e surgiram os m¶etodos de subconjuntos ordenados
como OSEM [12] e RAMLA [2], hoje incorporados nos `scanners'co-
merciais (GE, SIEMENS e Philips)).

RAMLA (de Row Action Maximum Likelihood), que n~ao ¶e outra
coisa que OS-EM relaxado ¶e de¯nido pela seqûencia seguinte. O con-
junto de todos os raios ¶e decomposto em p subconjuntos disjuntos Si ,
i = 1; : : : ; p. Semprecome»cando por um ponto inicial positivo x (0) , se
k denota o ¶³ndice para um ciclo completo e i o ¶³ndice da sub-itera»c~ao,
de¯nimos primeiro

x(k;0) = xk¡ 1; x(k;p) = xk+1 ; (7)

(ou seja,uma mudan»ca no segundo¶³ndiceindica queestamosescolhendo
o seguinte subconjunto de equa»c~oes e o primeiro ¶³ndice ¶e atualizado
quando o algoitmo j¶a percorreu todos os subconjuntos e um novo ciclo
come»ca)

x(k;i )
j = x(k;i ¡ 1)

j + ¸ kx(k;i ¡ 1)
j

X

l ²S i

al j

µ
bl

hal ; x(k;i ¡ 1) i
¡ 1

¶
;

for j = 1; : : : ; n ; i = 1; : : : ; p;

onde ¸ k ¶e uma seqûencia de par¶ametros positivos tal que

¸ k ¡ !
k!1

0; (8)

e
1X

k=0

¸ k = + 1 : (9)

Quando ¸ k ¶e constante, como no casode OS-EM (=1), o algoritmo
acima oscila seo problema ¶e inconsistente (o sistemalinear Ax = b n~ao
tem soluc»c~ao) o que sempre¶e o casopor causados erros e da sobrede-
termina»c~ao (na pr¶atica o n¶umero de paresde detectores¶e muito maior
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que o de pixels) . Browne e De Pierro intro duziram em [2] o par¶ametro
de relaxa»c~ao vari¶avel que for»ca a converĝencia para uma solu»c~ao. A
primeira demonstra»c~ao de converĝencia do m¶etodo em [2] exigia uma
hip¶otesemuito forte sobreo comportamento da fun»c~ao objetivo L . Isto
foi resolvido em [11] onde apenas foi acrescentada uma condi»c~ao adi-
cional sobrea seqûenciade par¶ametros(

P 1
k=0 ¸ k

2 < + 1 ). De fato, isto
intro duz uma nova classede algoritmos em otimiza»c~ao que chamamos
de gradiente sequencialcom mudan»ca de escala. Quando se trata de
maximizar uma fun»c~ao L decomposta comoa somade N outras fun»c~oes
L i (i = 1; : : : ; N ), de¯nimos

y (k;0) = y (k)

y (k;l ) = y (k;l ¡ 1) + ¸ kl D
¡
y (k;l ¡ 1)¢r L l

¡
y (k;l ¡ 1)¢; l = 1; : : : ; N

y (k+1) = y (k;N ) :

(10)

onde D(y) = diag
n

yj
pj

o
, pj > 0. Na forma acima permitimos uma

maior lib erdade dos par¶ametros de relaxa»c~ao, que podem ent~ao variar
dentro de cadasubitera»c~ao, com um tip o de contr ôle mais °ex¶³vel intro-
duzido em [6]. Este tip o de m¶etodos surgiu em forma natural em tomo-
gra¯a por uma necessidadede obter rapidamente boasaproxima»c~oesda
solu»c~ao; em outras ¶areas,algoritmos de decomposi»c~ao sequencialapare-
cem naturalmente porque a pr¶opria informa»c~ao sobre o gradiente vem
por peda»cos,como¶e o casodas redesneurais.

A Figura 6 mostra o conhecido`Phantom' (imagem gerada para as
simula»c~oes) de Shepp-Logan,com 512x512pixels, que representa uma
simpli¯ca»c~ao de um corte do c¶erebro. A Figura 7 correspondeµa imagem
da Transformada de Radon do Shepp-Logancom 512 vistas (ou seja
ângulos) e cada vista com um espa»camento entre raios de (

p
2) 512. A

Figura 8 ¶e a reconstru»c~ao de 6 com apenasuma itera»c~ao de RAMLA,
usando 32 subconjuntos de vistas, onde os dados (ou seja, a Transfor-
mada de Radon) foram consideradoscom erro aleat¶orio correspondente
a simular aproximadamente um total de tr ês milh~oesde coincid̂encias
detectadas(pares de f¶otons em PET).
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Figura 6: O Phantom de Shepp-Logan

Figura 7: A Transformada de Radon do Shepp-Logan

Alguns Comen t ¶arios sobre Regulariza»c~ao

Como j¶a tinhamos mencionado,a tomogra¯a ¶e um t¶³pico problema
mal condicionado (pequena varia»c~ao nos dados produz uma varia»c~ao
relativamente grande da solu»c~ao), e algum tip o de regulariza»c~ao se faz
necess¶aria. Isto pode ser feito de muitas formas diferentes. Uma forma
¶e simplesmente com um crit ¶erio de parada para os m¶etodos iterativ os
jµa descritos, que escolhauma itera»c~ao antes da apari»c~ao das altas fre-
quênciascaracter¶³sticasdo mal condicionamento (`chuvisco' na imagem)
como em [22]. Outra possibilidade ¶e substituir o modelo de M¶axima
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Figura 8: Reconstru»c~ao do Phantom de Shepp-Logancom apenasuma
itera»c~ao de RAMLA

Verossimilhan»ca (ML) que usa a probabilidade de b condicionado a x
pela maximiza»c~ao da probabilidade de x condicionadoa b, o que, via o
Teoremade Bayesresulta em

max
x¸ 0

P(xjb) =
P(x & b)

P(b)
=

PL (b=x) P(x)
P(b)

; (11)

ondeP(x) eP(b) s~aoasprobabilidadesdex ebrespectivamente. Toman-
do logaritmos e eliminando os termos que n~ao dependemde x, tem-seo
modelo de maximiza»c~ao `posteriori' (MAP)

max
x¸ 0

G(x) = L(x) + ° F (x); (12)

onde agora, a penaliza»c~ao ° F (x) representa a informa»c~ao que temos
sobre a distribui»c~ao de x, ou, em outras palavras, a aproxima»c~ao de
P(x), sendo° um par¶ametro positivo que determina o equil¶³brio entre a
consist̂encia (satisfa»c~ao das equa»c~oes)com informa»c~ao `a priori' contida
em F . Em [8], apresentamos uma extens~ao dos m¶etodos r¶apidos como
RAMLA ao problema regularizado, mas uma justi¯cativ a te¶orica ainda
¶e necess¶aria, j¶a que aparecemproblemasna fronteira e falta uma carac-
teriza»c~ao das fun»c~oesde penaliza»c~ao para as quais seja poss¶³vel provar
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a limita»c~ao da seqûencia. Outro problema em aberto ¶e a generaliza»c~ao
deste tip o de algoritmos de decomposi»c~ao sequenciala problemas com
restri»c~oes.

4 A Realidade ¶e Sempre mais Complicada: A
Necessidade de Corre»c~ao da A ten ua»c~ao

Na pr¶atica, uma parte consider¶avel dosf¶otons emitidos em ECT
s~ao absorvidos pelo tecido, e portanto os dados n~ao representam uma
aproxima»c~ao das emiss~oes e devem ser corrigidos pela atenua»c~ao. No
casocont¶³nuo, o modelo representado pelas fôrmulas em (1), jµa n~ao ¶e
mais v¶alido e, observando quea probabilidade de um f¶otom seratenuado
decresceexponencialmente com a distância entre o ponto e o detector,
o modelo com a Transformada de Radon deve ser substitu¶³do por

e¡
R

L ¹ d´
Z

L
f (x) dx = dL (13)

para PET e
Z

L
f (x) e¡

R+ 1
0 ¹ (x+ tµ? )dt dx = dL (14)

para SPECT, ondeagora¹ ¶e a densidadeda atenua»c~ao e dL comoantes.
Para PET, como s~ao dois f¶otons em dire»c~oesopostas, a probabilidade
de algum delesser atenuado ¶e o produto das probabilidades e a expo-
nencial aparececomo fator externo. O problema portanto, quando a
atenua»c~ao ¶e conhecida,consisteem calcular a TR da atenua»c~ao e mul-
tiplicar os dados pela exponencial negativa do resultado. Entao, ¶e s¶o
inverter a TR com os novos dados. Para SPECT, como somente um
f¶otom ¶e emitido, a probabilidade dele ser atenuado depende do local
da emiss~ao e o operador correspondente em (15), que deve ser inver-
tido, ¯ca muito mais complicado, e ¶e conhecidocomo a Transformada
Atenuada de Radon (TAR). De fato, so recentemente [19] foi encon-
trada uma fôrmula anal¶³tica para a invers~ao da TAR. Uma exposi»c~ao
sobreos aspectosmais relacionadoscom a an¶alise matem¶atica das duas
transforma»c~oesacima pode ser encontrado em [13].
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Dado que estimar ¹ requer uma medida adicional de atenua»c~ao (ou
seja uma tomogra¯a de Raios X), o que signi¯ca tempo, movimento
do paciente, custos,etc, ent~ao, um problema matem¶atico interessante ¶e
considerartanto f como¹ comoincôgnitas em (14) ou (15). Ou seja,um
problema muito mais dif¶³cil, n~ao linear e claramente semunicidade. Dos
resultadosexistentes [4, 5, 17, 7], o caminho para resolver esseproblema
passapor considerar os valores da atenua»c~ao que fazem que os dados
perten»cam µa imagem da TAR. Um problema matem¶atico interessante ¶e
a caracteriza»c~ao dos dados para os quais tem unicidade. Isto tambem
teria aplicac~oes em problemas similares onde aparecemnum operador
n~ao linear dois par¶ametros claramente separados(como ¶e o caso por
exemploda tomogra¯a ¶otica [1])

5 Alguns Comen t ¶arios Finais

Apresentamos nesteartigo uma parte da nossaintera»c~ao com a pr¶atica
de matem¶atico aplicado, ilustrada com o processopara resolver um
problema concreto que ¶e a reconstru»c~ao de imagensem tomogra¯a por
emiss~ao. O essencialde ser matem¶atico aplicado, do nossoponto de
vista, consiste em levar µas aplica»c~oes mais ou menos imediatas, a fer-
ramenta fundamental que ¶e a matem¶atica. Isto n~ao somente implica
em demonstrar teoremas(de converĝencia, de exist̂encia, de unicidade,
de estabilidade, ...), que fundamentam as aplica»c~oes, inventar algorit-
mos, conjecturas,etc, mas tambem tentar entender a linguagem, muito
diferente, das outras ¶areas do conhecimento: a f¶³sica, a engenharia, a
medicina, a estat¶³stica... O que muitas vezesn~ao ¶e f¶acil. Isto tambem
permite relacionar problemase m¶etodos matem¶aticos que aparecemem
¶areas diferentes, em nosso caso os v¶arios tip os de tomogra¯a, outros
problemasinversos,as redesneurais,etc. No m¶³nimo uma tarefa empol-
gante.
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