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1 Intro dusao

A Tomogra a Computadorizada por Emissao (ECT), nas suas duas
modalidades,SPECT e PET (por Emissao de Ffitom Jnico e por Emissao
de Pfsitrons, respectivamerte), & a principal ferramerta (talvez junto

com Ressor@hcia Magn@tica Nuclear funcional, fNMR) para a com-
preenso dos processos siolfgicos dertro do corpo humano no nfvel
molecular. O modelo matemético “puro' (sem considerar fatores como
atenuaeao, espalhamemo, baixa estatfstica, etc) para ECT § a Transfor-
mada de Radon, o0 mesmoque para a tomogra a computadorizada de
raios X (CT), muito mais conhecidapor ser hoje b§sicano diagn§stico
em medicina. Neste artigo, depois de uma breve descricao da Tomo-
gra a por Emissao, apreseriamos os diferentes modelos mateméticos
para ECT, tanto no caso contfnuo como discreto, os m$todos para
resolv-los, a relasao com a prfitica, os problemas matem&ticos que
surgem, algumas solueees recertes e algumas conjecturas. Aproveita-
mos tambem para expor algumas questes mais gerais sobre o signi -

cadoda Matem@tica Aplicada e o nossoponto de vista sobreo papel do
mateméitico nas aplicaseesa partir da nossaexperi€nciaem particular.

 Trabalho "nanciado pelos auxflios CNPgq No. 300969/2003-1 e 476825/2004-0
e FAPESP No 2002/07153-2. Agradeeo especialmente meus alunos de Doutorado
Cecero Hildenberg e Elias Helou pela gerasao das "guras que ilustram o artigo.
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O que § a Tomograa Computadorizada por Emiss ao?

O objetivo de ECT $ tentar entender um processo siolgico, como
por exemplo, consumode glicose, °uxo sangfneo, metabolismo oxida-
tivo, neurotransmissao, e muitos outros (veja [15] para uma longa lista
no casode PET). Como isto 8 feito? Suponhamosque existe um com-
posto que § metabolizado durante um dado processo siolfgico, e que
essecomposto pode ser marcado com um isfitopo radioativo. No caso
de PET, o isfitopo § arti cial e decaiemitindo pfisitrons. Depois de um
curt§ssimotrajeto, o p@isitron colide com um el§tron gerandodois ffitons
em diresees(quase)opostas, que sao detectadospor paresde detectores.

N\'ﬂﬂjns de Pm%'es

v-radiagdo
& Fositron

trago radiativo

Figura 1: A aquisieao dos dados em PET. No topo p esquerda,uma
regiao de alta emisso (em vermelho) num corte do c§rebro

Cada par de detectoresdetermina uma reta (Figura 1) e osdadosdo
problema sao o nfimero de coincidénciascontadas em cada uma dessas
retas. O objetivo § reconstruir a densidadede emisso, que est§ correla-
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cionada com o processoestudado. O exemplo mais comum de mol§cula
emPET §aglicose,que pode sermarcadacom ° fjor radiativo, F1g, para
formar ° flor-deaxiglicose, mais conhecidocomo FDG. O pacierte § inje-

tado com FDG e o problema® reconstruir a densidadede emisszo dentro

do corpo a partir dasmediesesexternas. Nestecaso,a reconstrueao esty
medindo consumo de glicose, que § uma descreao indireta, no nfvel
molecular, de muitos processoscujo conhecimerio § essencialno di-

agndstico cKnico e na pesquisam@dica (malignidade de tumores, regiees
enfartadas, funcionamerto do c§rebro, °uxo sanguineo, etc). Para ser
mais esped co, se setrata de detectar um processode met§stase, as
regieescom alto consumode glicose marcam os altos nfiveis de divisao
celular correspndertes. No casode SPECT [3], o is§itopo utilizado €
natural e decaigerandoum @inico ffitom, e a reta deve ser determinada
usando um colimador (Figura 2). Muitos ffitons sao absorvidos pelo
colimador antes de seremdetectados,fazendoque os dadosde SPECT
sejammuito mais pobresque osde PET, easimagensconsequetemene
piores.

Colimador
&

(R
J

Figura 2: O esquemada aquisieao de dadosem SPECT

(OO
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2 Um Mo delo Matem §tico Contfnuo Puro

Pensandoemtermos cont§nuos, separa cadasegmeito s o nfime-
ro de emissesproduzidas § f +s nossoproblema § reconstruir a funsao
f (x), com suporte compacto, que represerta a densidadem$dia de emis-
sa0 no ponto x, dadasas integrais ao longo de retas L (ou seja, o total
das emises acortecidas nos pontos de L, que § determinada por um
par de detectores), ou seja,

z

f ds = d; (1)
L

onde d. & a m#dia do nfimero de coincidenciasdetectadaspelo par de
detectoresque determinam L (ou pelo colimador no casode SPECT).

A expresso g esquerdada equacao (1) de ne um operador integral
conhecidocomo a Transformada de Radon [16],

Z
fiT  fds= p(s;p): )

onde s e U sao os parfimetros que de nem a reta L (distancia g origem
e &ngulo com relasao a um eixo, ver Figura 3).

Isto signi ca que resolver o problema cont$nuo “puro' sereduz a cal-

cular a inversa da Transformada aplicada a p [18]. Entendemos por
“puro’ o fato de que essencialmete as hipfitesesseguirtes sao satisfeitas:
H1) O n@imero ffitons § su cientemente grande, de maneira que a igual-
dadeem (1) sejaaceit§ivel comotal.
H2) O nfimero de retas tambem § su cientemente grande (passosde
discretizasao de s e do angulo p sucientemente pequenos). & o que
chamariamos de dados ‘completos'. H3) Nenhum ffitom § absorvido
pelo tecido (atenuado). Isto § claramerte falsoem ECT, mas § sempre
melhor comepar tentando resolver um problema linear.
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Figura 3: Py(s) § uma “vista': a projeeao do objeto na diresao de nida
pelo angulo ortogonal a

A Diferen»ca entre Tomograa por Emissao e por Transmiss ao

Em Tomogra a por Transmisseo (CT) de raios X o objetivo § deter-
minar diferensasde densidadeno tecido, o que pode serfeito irradiando
0 pacierte com raios X com uma fonte externa (Figura 4) e contando
o nfimero de ffitons nao absorvidos com um detector. Cada par fonte-
detector determina uma reta L, e usandouma propriedade ffsicaconhe-
cida, § pos$§vel provar gue (1) & tamb®m o modelo b§sicoem CT, mas
com d_ igual a Iog , sendoneste casop; e pL o0 nfimero de fftons
emitidos pela fonte (agora externa) e detectados,respectivamerte.

Em CT, aigualdadeem (1) supeetambem que o nfimero de ffitons §
alto, o que & verdadeiro, e que todostem a mesmaenergia, o que nao §
verdadeiro, mas pode ser corrigido facilmente na tomogra a com baixos
valores de atenuaeao como 0s do corpo humano [10].

Continuando com a descroao da matemégtica do modelo puro, §
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Figura 4: Tomogra a de Raios X

muito ffcil provar (apenasmudaneasde varifiveis) [18] o seguirte
Teorema da Pro jesao de Fourier: Sep(s;M) ® a Transformada de
Radon de uma funsao f dada, entao:

sz = Flp:

onde F; denota a Transformadade Fourier de p na varifvel axial se F;
a Transformada de Fourier bidimensional da funsao f .

Em outras palavras, Ri 1 = FJ 1 F,, a inversa da Transfor-
mada de Radon § essencialmete a composieao de uma Tranformada de
Fourier inversa bidimensional com uma Transformada de Fourier uni-
dimensional. Formulas de inversao apropriadas podem ser deduzidas
do Teorema, a mais popular dentre elas conhecidacomo Convolusao-
Retroprojeeao (CBP) [18]. Isto resolweria (e resolwe) o problema quando
o nfivel de erro § baixo, ou § simplesmerte desconsideradoMas estenao
® 0 casode ECT, se comparadocom CT, o que faz que no primeiro,
m@todos que consideremas caractefsticas do erro (ruf§do), e o uso de
m@todositerativ os produsa imfigensmuito melhores[21]. De fato, tanto
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CT como ECT sao problemasinversos[25], ou seja, mal condicionados,
e portanto, sen§veisaosdiferentes nfiveisde erro. Isto signi ca que qual-
quer informasao adicional no modelo pode cortribuir para a melhorar
as soluseesobtidas. O primeiro passopara isto § a discretizacao, para
desewolver modelos de m§xima verossimilharca.

3 Um Mo delo Discreto

Passemosagora do corntfinuo para o discreto para introduzir in-
formaeao adicional sobre 0 erro via m§ixima verossimilharca. Ou seja,
essencialmete aproximamos f em (1) por uma funsao constarte para
cadaelemero (‘pixel', derivado de “picture element’) daimageme nula
no resto. No que seguex; denotar§ o nfimero esperado de emisoespor
unidade de §rea no pixel j, (j = 1;:::;n), ou seja, a aproximasao de
f no j-§simopixel. Entao, a imagem serd um vetor X, n-dimensional,
cujas componertes sao 0s X 's. Secorntamos by emiswes(coincidéncias

componertes by serfo vetor de dados. Sejaa; (a; , 0) a probabilidade
de que uma emisso no pixel j tenha sido detectada na reta i. Usual-
mente a; % determinada pela interseao da reta com a malha (Figura
5) normalizada.

A detewmao de ffitons segueuma distribui>eao de probabilidades Pois-
son, portanto, by % uma amostra Poissoncom valor esperado dado por

ha':xi = X ajj Xi (3)
] 1) ]
j=1

onde hii denota o produto interno “standard' e a a i-@simacoluna da
transposta AT da matriz de projeesesA = (aj) dem£ n.
A probabilidade de obter a medieao b condicionadaa que a imagem
% x (ou seja,a verossimilharca), assumindoque os by sao independentes,
% dada por " \ "
yn iy
PO = o

i=1

exp(jh a';xi) : (4)
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Figura 5: A discretizagao

O problema de reconstrueao consisteem estimar o vetor imagemx com
osdadosmedidosb [20]. Ou seja, maximizar P (bjx) com a restrisao de
quex deve sernao-negativo. Tomandologaritmos, a funsao a maximizar

8

xXn . :
L(x) = b logha';xi j ha';xi: (5)
i=1
Em [23] e [14], o algoritmo EM (de Expectation Maximization)
foi proposto para a maximizar (5). Isto de ne um iterasao da forma

(k)
x-(k“Ll):PXj X ai.jh'jzl"::'n (6)

partindo de um ponto inicial positivo x(©@.
Lamentavelmerte a corvergénciado EM para uma solueao § muito
lenta para asnecessidadeslas aplicassesm@dicas(50, 60 iterasees,cada
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uma com um custo computacional equivalente a aplicar um m@todo
de transformasao como CBP) . Isto limitou a aplicaceo do EM, nos
primeiros anos,apenasp atividade de pesquisa.O problemafoi resolvido
na d§cadado 90, com a id§ia de decompor a funsao de verossimilharca
corveniertemerte, e surgiram os m$§todos de subconjuntos ordenados
como OSEM [12] e RAMLA [2], hoje incorporados nos “scanners'co-
merciais (GE, SIEMENS e Philips)).

RAMLA (de Row Action Maximum Likelihood), que nao & outra
coisaque OS-EM relaxado § de nido pela sequncia seguirte. O con-
junto de todos os raios § decomposto em p subconjuntos disjuntos S;,

k denota o findice para um ciclo completo e i o findice da sub-iterasao,
de nimos primeiro

X(k;o) = in 1; X(k,p) = Xk+1; (7)

(ou seja,uma mudanea no segunddfindiceindica que estamosescolhendo
0 seguirte subconjunto de equasees e o primeiro fndice § atualizado
quando o algoitmo j& percorreu todos os subconjuntos e um novo ciclo
comepa)

H h 111 ;

) ) ) X
(ki) — (ki 1) (k;ii 1) .
X = X; + kXJ —I"a|1x(k,|| 1)| |

j j : aj

12S;

kil 0 (8)

Lk=+1: 9)

k=0
Quando , x & constarte, como no casode OS-EM (=1), o algoritmo
acima oscilase o problema § inconsisterte (o sistemalinear Ax = b nao
tem solucsao) 0 que sempre® o casopor causados erros e da sobrede-
terminasao (na pritica o nfimero de pares de detectores® muito maior
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que o de pixels) . Browne e De Pierro introduziram em [2] o parfimetro
de relaxaeao varifivel que forsa a corvergéncia para uma solueao. A
primeira demonstracao de corvergéncia do m§todo em [2] exigia uma
hipitesemuito forte sobreo comportamento da funsao objetivo L. Isto
foi resolvido em [11] onde apenas foi aﬁrescemda uma condieao adi-
cional sobrea seqnciade parimetros ( &:0 _k’>< +1). Defato, isto
introduz uma nova classede algoritmos em otimizasao que chamamos
de gradiente sequencialcom mudanea de escala. Quando se trata de
maximizar uma funsao L decompostacomoa somade N outras funsees

y(k+l) = y(k;N ):

n o

onde D(y) = diag :;—; , B > 0. Na forma acima permitimos uma
maior lib erdade dos par§metros de relaxasao, que podem entao variar
dentro de cadasubiterasao, com um tip o de contrdle mais °exfvel intro-
duzido em [6]. Este tip 0 de m&todos surgiu em forma natural em tomo-
gra a por uma necessidadele obter rapidamente boasaproximaseesda
solueao; em outras §reas,algoritmos de decomposieao sequencialapare-
cem naturalmente porque a prfpria informasao sobre o gradiente vem
por pedasos,como § o casodas redesneurais.

A Figura 6 mostra o conhecido Phantom' (imagem geradapara as
simulasees) de Shepp-Logan,com 512x512 pixels, que represetta uma
simpli caxsao de um corte do c@rebro. A Figura 7 corresponde g imagem
da Transformada de Radon do Shepp-Logancom 512 vistss (ou seja
angulos) e cadavista com um espavamerto entre raios de ( 2) 512. A
Figura 8 § a reconstrueao de 6 com apenasuma iterasao de RAMLA,
usando 32 subconjuntos de vistas, onde os dados (ou seja, a Transfor-
mada de Radon) foram consideradoscom erro aleat§rio corresponderte
a simular aproximadamerte um total de tr&s milheesde coincidéncias
detectadas(pares de fitons em PET).
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Figura 6: O Phantom de Shepp-Logan

Figura 7: A Transformadade Radon do Shepp-Logan

Alguns Comen t§rios sobre Regulariza»cao

Como j& tinhamos mencionado,a tomogra a & um tfpico problema
mal condicionado (pequenavariasao nos dados produz uma variasao
relativamerte grande da solueao), e algum tip o de regularizasao se faz
necesafia. Isto pode serfeito de muitas formas diferentes. Uma forma
% simplesmene com um crit§rio de parada para os m§todos iterativ os
ja descritos, que escolhauma iterasao antes da aparieao das altas fre-
guénciascaractefisticasdo mal condicionamerio ("chuvisco' naimagem)
como em [22]. Outra possibilidade & substituir o modelo de M&xima
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Figura 8: Reconstrusao do Phantom de Shepp-Logancom apenasuma
iterasao de RAMLA

Verossimilharca (ML) que usa a probabilidade de b condicionado a x
pela maximizaeao da probabilidade de x condicionadoa b, o que, via o
Teoremade Bayesresulta em

P(x&b) _ PL(b=x P(x),
P(H P(

max P (xjb) = (11)
x, 0

ondeP (x) e P (b) saoasprobabilidadesde x e brespectivamerte. Toman-
do logaritmos e eliminando ostermos que nao dependemde X, tem-seo
modelo de maximizaeao “posteriori' (MAP)

r)1(1a8(G(x) = LX)+ °F(X); (12)

onde agora, a penalizacao °F (x) represena a informasao que temos
sobre a distribuia0 de x, ou, em outras palavras, a aproximasao de
P (x), sendo® um parfimetro positivo que determina o equilfbrio entre a
consisencia (satisfacao das equacees) com informasao "a priori' cortida
em F. Em [8], apresetamos uma extenszo dos m§todos répidos como
RAMLA ao problema regularizado, mas uma justi cativ a tefirica ainda
® necesafia, j& que aparecemproblemasna fronteira e falta uma carac-
terizasao das funseesde penalizesao para as quais seja pos$vel provar



ProblemasMatem@iticos em Tomogra a por Emis&o 45

a limitaxeao da sequncia. Outro problema em aberto § a generalizaao
destetip o de algoritmos de decomposieao sequenciala problemas com
restrisees.

4 A Realidade € Sempre mais Complicada: A
Necessidade de Correxcao da Atenuasao

Na prética, uma parte considedlel dosffitons emitidos em ECT
sa0 absorvidos pelo tecido, e portanto os dados nao represettam uma
aproximasao das emis®es e devem ser corrigidos pela atenuaeeo. No
caso contfnuo, o modelo represenado pelas formulas em (1), ja nao §
mais v@lido e, obsenando que a probabilidade de um f§itom seratenuado
decresceexponencialmene com a distancia entre o ponto e o detector,
o0 modelo com a Transformada%e Radon dewe ser substitufido por

e s f(x) dx = d_ (13)
L

para PET e
VA R
A Y ?
f(x)el o "OFWIA gy = g (14)
L

para SPECT, ondeagora! §adensidadeda atenuacao ed,. comoantes.
Para PET, como sao dois f§itons em diresees opostas, a probabilidade
de algum delesser atenuado § o produto das probabilidades e a expo-
nencial aparececomo fator externo. O problema portanto, quando a
atenuacao & conhecida, consisteem calcular a TR da atenuaeao e mul-
tiplicar os dados pela exponencial negativa do resultado. Entao, § s§
inverter a TR com os novos dados. Para SPECT, como somerie um
fitom & emitido, a probabilidade dele ser atenuado depende do local
da emisso e 0 operador corresponderte em (15), que deve ser inver-
tido, ca muito mais complicado, e § conhecidocomo a Transformada
Atenuada de Radon (TAR). De fato, so recertemernte [19] foi encon-
trada uma fdrmula anafftica para a inversao da TAR. Uma exposieao
sobre o0s aspectos mais relacionadoscom a angllise matem§tica das duas
transformaeeesacima pode ser encortrado em [13].
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Dado que estimar * requer uma medida adicional de atenuaceo (ou
seja uma tomogra a de Raios X), 0 que signi ca tempo, movimento
do pacierte, custos, etc, entao, um problema matemético interessarte §
considerartanto f como!* comoincognitasem (14) ou (15). Ou seja,um
problemamuito mais difficil, nao linear e claramerte semunicidade. Dos
resultadosexistentes [4, 5, 17, 7], o caminho para resolver esseproblema
passapor considerar os valores da atenuaeao que fazem que os dados
pertensam g imagemda TAR. Um problema matem&tico interessarte §
a caracterizesao dos dados para 0s quais tem unicidade. Isto tambem
teria aplicacees em problemas similares onde aparecemnum operador
nao linear dois par§metros claramerte separados(como § o caso por
exemploda tomogra a tica [1])

5 Alguns Coment@rios Finais

Apresertamos neste artigo uma parte da nossainterasao com a prética
de matemé§tico aplicado, ilustrada com o processopara resolver um
problema concreto que § a reconstrueao de imagensem tomogra a por
emisso. O essencialde ser matem§tico aplicado, do nossoponto de
vista, consisteem levar ps aplicasees mais ou menosimediatas, a fer-
ramenta fundamenal que § a matemftica. Isto nao somenre implica
em demonstrar teoremas(de cornvergéncia, de existéncia, de unicidade,
de estabilidade, ...), que fundamertam as aplicaeees, inventar algorit-
mos, conjecturas, etc, mas tambem tentar entender a linguagem, muito
diferente, das outras §reasdo conhecimeno: a ffsica, a engenharia, a
medicina, a estaffstica... O que muitas vezesnao § ffcil. Isto tambem
permite relacionar problemase m§todos matem&ticos que aparecemem
Sreas diferentes, em nosso caso os v@rios tip os de tomogra a, outros
problemasinversos,asredesneurais, etc. No mfinimo uma tarefa empol-
gante.
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