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ERRATA RELATIVA AO ARTIGO “O LEMA DE SELECAO DA CURvVA

E O TEOREMA DE MORSE-SARD” PUBLICADO NA MU 36

Carlos Gustavo Moreira (IMPA)
Maria Aparecida Soares Ruas (ICMC/USP)

Na prova do Teorema de Morse-Sard a partir do Teo-
rema de Morse, reduzimos a demonstracgdo a provar
o seguinte fato:

(*)SeOSpgn—l,mZnef: V — R" P éuma
funcgdo de classe C™ "1 | definida em um aberto
V C R™ P, entdo f(N) tem medida nula em R" 7,
onde N = {v € V | Df(v) = 0}.

Nosso argumento para mostrar esta afirmacado sé6
estava correto, no entanto, no caso em que p = n —
1. Diziamos que, se 7 é uma projegdo qualquer de
R" P em R, 7 o f(N) teria medida nula em R. De
fato, IV esta contido no conjunto dos pontos criticos
de 7o f : V. C R™P — R, mas, para poder usar o
Teorema de Morse, precisariamos que 7 o f fosse de
classe C"?, e s6 estamos supondo que f é de classe
C'm_"+1;n0tequem—p§ m—-n+lesp>n—1,
0 que no nosso caso implicap =n — 1.

Para concluir corretamente a prova do Teorema
de Morse-Sard, faremos uso da seguinte extensao do
Teorema de Morse:

Teorema. Seja f: U C R" — R" uma fungdo de classe
CP, onde p > n/r. Entdo f(C(f)) tem medida nula em

R", onde C(f) :={x € U | Df(z) = 0}.
De fato, para provar (*), observamos que, no
nosso caso, temos m —n + 1 > ZL;’ = %—FL

pois p < n — 1, e logo, pelo Teorema acima, f (N)
tem medida nula em R"™"P,

Para provar o Teorema acima, observamos que,
durante a prova do Teorema de Morse, mostramos
os seguintes fatos:

(i) Se g: U € R™ — R é uma fungao de classe C?,
entdo, para todo y € crit(g),

lim M —0.
y— ly — z|P
yEcrit(g)

(No artigo formalmente estdvamos supondo
p = n, mas a mesma prova funciona para p
qualquer).

(ii) (Lema 1). Seja U C R"™ um aberto de vo-
lume V' < +o00, e seja X C U um subcon-
junto de modo que, a todo x € X, é associada
uma bola B(x,d0,;) C U. Entdo existe um con-
junto (finito ou) enumeravel (z;) C X tal que
X C Uz B(I‘Z,(SIZ) e

Z vol B(x;, 6,

) <3V

Para concluir a prova do teorema, podemos supor
sem perda de generalidade, como antes, que U é
limitado. Notamos agora que, por (i), para todo
x € C(f)ee >0, existe o, € (0,1) tal que

ye C(f)NB(x,0,) =

1/r
= 1fW) ~ F@) < (g ) Iy —alP

onde, para cada k, C}, é o volume da bola unitaria

B(0,1) emR*. Assim, f(C(f)NB(z,d,)) C D,, onde
.C, 1/r
D=5 (f(x)’ (C, - 3i - VOl(U)) '55)

é uma bola em R" de volume

e-Cy "
Cr '(C’T-S”- VOI(U))‘ P =
B e-Cp oo e-Cp Con
3n-vol(U) * — 37-vol(U) *
= 3”%01([]) -vol B(z, dy).
Por (ii), existe um conjunto enumerdvel
(i) < C(f) com C(f) < U,;B(xi,dz,) e

> VOI(B(inﬁx-)) <3". vo
C(f)) Uf )0 B(i,62,) CUD%

1(U). Temos entdo

com
;VOI D, < 3 Vol Z vol B(x;, 6,)
L 3"-vol(U) =¢

3" -vol(U) -

Isso prova que f(C(f)) tem medidanulaem R". O
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