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UMA INTRODUCAO A SOMATORIOS FRACIONARIOS:
APRENDENDO A SOMAR UMA QUANTIDADE NAO INTEIRA DE
PARCELAS

AGDA TALITA GALVAO E JOCEMAR DE QUADROS CHAGAS

RESUMO. Neste artigo apresentamos uma introducdo a teoria de somatorios fraciond-
rios, que permite considerar somas finitas com quantidades ndo inteiras de parcelas. Este
tipo de somatério tem seu primeiro registro em um exemplo devido a Euler, em uma pu-
blicagdo de 1755 [7], mas s6 voltou a ter vez na literatura em 2005 [18]. Expomos os
axiomas, a defini¢do de funcdes fraciondrio-somdveis e a férmula fundamental para so-
matdrios fraciondrios propostos por M. Miiller e D. Schleicher, além de alguns exemplos,
incluindo o exemplo de Euler. Como este artigo €, possivelmente, o primeiro registro em
lingua portuguesa sobre somatorios fraciondrios, excluida a dissertagéo [11], para facili-
tar a leitura do texto e a ambientac@o do leitor com os detalhes introduzidos nesta teoria,
mostramos o passo-a-passo de muitos dos procedimentos realizados.

1. INTRODUCAO

Ao longo da histdria o conceito de niimero foi desenvolvido gradualmente. Inicial-
mente eram conhecidos apenas nimeros naturais, depois nimeros racionais, negativos,
reais e complexos, introduzidos em alguma ordem conforme o decorrer da evolucdo da
humanidade, quando surgiam necessidades, por exemplo, de contar animais, particionar
objetos, registrar dividas, etc.

E provével que a primeira operacio matematica a surgir tenha sido a adicdo, surgida a
partir da sistematizacdo do processo natural de contagem. O modo como a contagem foi
abstraida, junto com alguns dos sistemas usados para representar quantidades por meio
de simbolos, os nimeros, permitiram que algumas propriedades das quantidades fossem
observadas, como por exemplo a possibilidade de efetuar de uma vez s6 a adi¢ao de dois
ou mais objetos a um grupo, em vez de somar um objeto de cada vez. O entendimento
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da operacao aditiva foi sendo constantemente aprimorado, por exemplo, com o estabele-
cimento das propriedades comutativa e associativa:

i) A adi¢do é comutativa: a +b=b+a ;
ii) A adigdo € associativa: a + (b+c¢) = (a+0b) + ¢,

entre outras. A notagdo que usamos para escrever sinteticamente uma soma longa (com
uma quantidade finita ou infinita de parcelas) utiliza o simbolo ) . Nos referimos a esta
forma de denotar um somatorio como notacdo sigma, pois “Euler estabeleceu a notacdo
de somatdrio que usamos hoje, usando sigma, uma letra grega maidscula, para o simbo-
lizar a soma.” (ROSA, [22]). A origem e difusdo desta notacdo s@o melhores pontuadas
por Cajori ([3]):

O sinal de somatdrio € devido a Euler (1755), que diz: “summam in-

dicabimus signo 3", ou seja, X indica o sinal de soma. Este simbolo

foi utilizado por Lagrange, mas, de resto, recebeu pouca atencao du-

rante o Séc. XVIIL - - - O simbolo X para expressar “soma” aparece

novamente em La Théorie Analytique de la chaleur de Fourier, pu-

blicada em 1822, e nas funcdes elipticas de Jacobi em 1829. Cauchy
n

utilizou tré€s indices m, n, r, como em E rfr.

m

Segundo Graham ([12]), a expressao ZZ:1 f(k), onde n € um nimero inteiro positivo,
nos diz para incluir na soma precisamente aqueles termos f(k) cujo indice k£ é um inteiro
que se encontra entre 0 menor € o maior limites 1 e n, inclusive. Por ser uma notacdo
compacta, elegante, e por ter propriedades que facilitam operacgdes algébricas, a notacdo
sigma para somatorios € muito importante em varios campos da matemdtica, bem como
em outras dreas como estatistica, fisica, quimica, etc.

Quando sao considerados somatérios com um ndmero infinito de parcelas, conhecidos
por séries numéricas (cuja notacdo traz o simbolo oo no limite superior do somatorio),
inicialmente deve-se decidir se a série é convergente, e se for, € interessante tentar cal-
cular seu valor numérico, sendo importante conhecer o comportamento das sequéncias
envolvidas (ver, e.g., [17]).

Estes conceitos (somatdrio cldssico e séries numéricas) estdo bem claros para os ma-
tematicos da atualidade, e encontram-se inseridos em livros didaticos dos mais variados
niveis de estudo, na maioria das vezes usando a notacdo sigma para somatorios dire-
tamente (ou seja, sem uma secdo prévia introduzindo a notacdo), indicando que ela é
considerada pelos autores de tais livros como sendo de conhecimento pleno por todos (e

€ muito provdavel que seja).
x

Mas que significado podemos atribuir a um somatoério do tipo Z f(v),quando x € R

v=1

ouC?

Passamos agora a olhar para somatdrios onde os indices sdo de ordens ndo-inteiras,
chamados indices de ordens arbitrarias, que abrangem indices racionais, reais e até mesmo
complexos, aos quais convencionou-se chamar indices fraciondrios (da mesma forma que
na nomenclatura do cdlculo fraciondrio - ver, e.g., [4], [14], [21]). Por exemplo, quais
seriam as somas dos primeiros —7 nimeros de uma sequéncia, ou dos 7 primeiros termos
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17 A. T. Galvao & J. Q. Chagas

da série harmonica? Este tipo de somatério vem sendo tratado, recentemente, com 0 nome
de somatorio de indices fraciondrios, ou apenas somatorio fraciondrio ([1], [18]).

Miiller e Schleicher ([20]) comentam que poderiamos pensar que um método para cal-
cular este tipo de somas deveria ter sido descoberto hd pelo menos duzentos anos, mas
para surpresa desses autores (e nossa) uma tal teoria ndo parece ter sido investigada na
literatura ou ser conhecida pelos especialistas antes de 2005 ([18]), além de breves ob-
servagoes esporadicas, nem mesmo no trabalho de Euler ([6], [7]), que nos brinda com
um belo exemplo de uma soma com um nimero racional de termos, ao utilizar uma soma
com um nimero nao inteiro de termos como um dos métodos para introduzir funcdes. De
fato, Euler apresentou o primeiro exemplo de somatdrio fraciondrio:

—-1/2

1
(1) > ~=-2In(2).
v=1

No entanto, uma formulagao adequada do problema e sua solu¢do foram apresentadas
apenas a partir de 2005 por Miiller e Schleicher ([18], [19], [20]), que entre varios exem-
plos encontraram o interessante caso onde somatdrios fraciondrios podem ser utilizados
para obter a fung¢do gama, denotada por I'(x), e que em certo sentido estende a nogdo de
fatorial de um nimero para os nimeros reais (e complexos).

Como afirmam Tenreiro Machado et al. ([16]) os conceitos de “fracionario” embutidos
nos conceitos de diferencial e de integral de funcdes permitem uma notdvel e frutifera
generalizacdo do sistema de operadores do cédlculo classico, e acreditamos que 0 mesmo
ocorrerd com o conceito de somatério. A extensdo do significado da inser¢do adequada
de ordens fraciondrias nos operadores cldssicos da matematica pode ser comparada ao
avango que ocorreu na antiguidade quando surgiu a necessidade do conceito de nimeros
racionais, € na sequéncia € em momentos posteriores, dos irracionais € dos reais. O
sucesso destas “novas” ferramentas em aplicacOes as ci€ncias de alguma forma podem
superar outras possiveis generalizagdes matematicas e ajustar-se melhor a modelagem de
fendmenos fisicos, contribuindo assim para o desenvolvimento da fronteira da ciéncia,
mas ainda € cedo para fazer a mensuracdo desta contribuicdo no caso dos somatorios
fraciondrios.

Pretendemos, com base nos trabalhos de Miiller e Schleicher ([18], [19], [20]) e de
Euler ([6], [7]), apresentar em lingua portuguesa os conceitos basicos da teoria para so-
matorios fraciondrios. Partiremos de um pequeno nimero de axiomas bem motivados,
e apresentaremos uma defini¢do Unica para somatdrios com um nimero nao inteiro de
termos. Utilizando a defini¢do, mostraremos exemplos de identidades dos somatdrios
classicos que permanecem validas no contexto dos somatorios fraciondrios, e além disso,
apresentaremos dois exemplos de somas fraciondrias que ndo encontram expressao equi-
valente para somatdrios classicos.

2. SOMATORIOS FRACIONARIOS - OS AXIOMAS

Consideraremos o contexto de fun¢des complexas definidas em C, isto é,

f:C — C
z = f(2),
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onde se deseja somar quantidades ndo inteiras de termos deste tipo. Neste texto, x,y, z €
s s@o0 usados para representar nimeros complexos, enquanto f e g representam funcdes
complexas definidas em C ou seus subconjuntos, sujeitos a condi¢des que serdo especifi-

cadas na proxima secao.

A primeira necessidade € apresentar condi¢Oes naturais para somas com um numero

complexo arbitrario de termos: os axiomas, que listamos a seguir.
Axioma (S1) - Continuidade da soma:

S tw) + > f) =D f).

v=y+1

Axioma (S2) - Invariancia por translacio:

S ) =3 fw+s).
v=x+s v=zx

Axioma (S3) - Linearidade para constantes arbitrarias \, ; € R:
Yy

V=

Axioma (S4) - Consisténcia com a definicio classica:

Axioma (S5) - Somas de monémios:
Para cada d € N, a aplicagao
2 Z vl
v=1

DM@ +ugw) =2 FW)+n) g).

¢ holomoérfica em C (fungdes holomorfas sdo funcdes definidas sobre um subconjunto
aberto do plano complexo C com valores em C e que sdo diferencidveis em cada ponto;

ver e.g. [9]).

Axioma (S6) - Continuidade no deslocamento a direita:
Se lim f(z + n) = 0 para cada ponto z € C, entdo
n—oo

Y
2) lim Y f(v+n) = 0.

n—oo

Mais geralmente, se existe uma sequéncia de polindmios (p,), . de grau fixo, tal que

|f(z4+n) — pu(2z 4+ n)| = 0 quando n — oo para todo z € C, entdo vale

3) Zf(l/+n)—2pn(l/+n) — 0.

V=

Os primeiros quatro axiomas (S1) - (S4) sdo tdo 6bvios e necessarios, que € dificil
imaginar construir uma teoria para somatérios que os violem. Com esses quatro axiomas,

2y
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19 A. T. Galvao & J. Q. Chagas

facilmente pode ser verificado que vale

D W) =)+ @)+ + fn)

para cada n € IN, de forma que, ao considerar esses quatro axiomas, fica estabelecida a
consisténcia com a definicao clédssica de soma.
O axioma (S5) € motivado pelas conhecidas férmulas
n

n—l—l & 2 _ +1)2n+1) K s n(n+1) 2_
>ov= T S ey (M)

v=1 v=1

e férmulas similares para poténcias superiores. Se respeitamos os axiomas (S1) - (S5),
todas essas formulas permanecem validas ao considerarmos valores n € C arbitrarios.
Finalmente, o axioma (S6) também pode ser apresentado como uma condi¢@o natural.
No caso mais simples (2) estd expresso o fato que, se f tende a zero quando seu argumento
tende ao infinito, entdo a soma sobre "o dominio limitado" [z, y| deve fazer o mesmo. Em
(3) o mesmo se aplica, apenas € acrescentada uma aproximacao polinomial para a funcdo

Para uma grande classe de funcdes f, hd uma maneira tnica de definir um somatério
z

Z f(v) com z € C que respeita a todos os axiomas (S1) - (S6). Na proxima se¢io

iremos apresentar tal definicdo, e denotaremos tais somas, 0s somatdrios fraciondrios,
4

com o simbolo Z f(v)

v=1
3. SOMATORIOS FRACIONARIOS - UMA DEFINICAO UNICA

Para ganhar experi€ncia no uso dos axiomas (S1) - (S6) para o manejo de somas e come-
car a compreender como tais axiomas podem ser usados para determinar de forma tnica
um método para somar uma quantidade nao inteira de termos, comecaremos somando

x

polindmios. O caso mais simples é uma soma do tipo E ¢, onde ¢ € C € constante e
v=1

x € R.
1/2
Como um primeiro exemplo, vamos somar 5 c. Se consideramos o axioma (S1)
. v=1
valido, podemos escrever
1/2
2 > o= Zc

v=3/2
Ao aplicarmos o axioma (S2) na segunda parcela do lado esquerdo desta equacdo, e o
axioma (S4) no lado direito, obtemos

1/2 1/2
Zc +ZCZC’
v=1 v=1

4.
% rmu " sem
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Uma introdugdo a somatérios fraciondrios 20

€ assim
1/2
C
E C= —.
2
v=1

Por linearidade, este procedimento simples pode ser estendido para definir qualquer soma,
com um numero racional de termos, de polindmios.

O lema 3.1, a seguir, serd necessario na proposi¢ao 3.2 para a definicdo de soma fra-
ciondria de uma funcao polinomial (soma com quantidade de parcelas racional, real, ou
mesmo complexa).

Lema 3.1: Para qualquer polinémio p : C — C, de grau m, existe um tinico polindomio
P:C — Ctal que P(0) =0e P(z) — P(z — 1) = p(2) para todo z € C.
Demonstracao: Fixado qualquer polindmio p : C — Cde graum, paran =1,2,--- ,m+

1 definimos «,, = Z p(7) e consideramos os m + 2 pontos (0, 0) e (n, v,). Pelo teorema
de interpolagdo delLlagrange (ver, e.g., [5], [13]), existe um tnico polindmio P de grau
maximo m + 1 que passa por esses m + 2 pontos, isto é, com P(0) = 0e P(n) = o, para
1 <n<m-+1,talque P(n) — P(n— 1) = p(n).

Tomamos agora ¢ : C — C definido por ¢(z) = P(z) — P(z — 1); o grau de ¢ é no
maximo m, e vale g(n) = P(n) — P(n—1) = p(n) paral < n < m+ 1. Segue portanto
que ¢ = p, ou seja, P(z) — P(z — 1) = p(z), para todo z € C (em particular, o grau do
polindmio P é m + 1). 0

Apresentamos, a seguir, a defini¢do para a soma fraciondria de uma funcao polinomial.

Proposicao 3.2: Para qualquer polinomio p : C — C, seja P : C — C o iinico
polinémio tal que P(0) = 0e P(z) — P(z — 1) = p(2) para todo =z € C. Entdo:

(D) A definicdo de soma fraciondria de polinomios dada por

@) > p(v):=P(y) = P(x—1)

satisfaz os axiomas (S1) a (S6).

(IT) Inversamente, toda teoria de soma que satisfaca aos axiomas (S1), (S2), (S3), e
(S4) também deve satisfazer a defini¢cdo (4) para todo polinomio p e para todo
x,y € C com diferenga racional, i.e., comy — x € Q.

(IIl) Toda teoria de soma que satisfaca aos axiomas (S1), (S2), (S3), (S4) e (S5) tam-
bém deve satisfazer a defini¢do (4) para todo polinémio p e para todo x,y € C.

Demonstracao: Dado um polindémio p : C — C, para provar a afirmacdo (I), tomamos o
unico polindmio P como no lema 3.1.

A rmu &= sem
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21 A. T. Galvao & J. Q. Chagas

Para verificar que o axioma (S1) € satisfeito pela eq. (4), calculamos:

Sp) + 3 pw) = P(e)— Ple—1)+ P(y) - P((z + 1)~ 1)
- P(y) - Pl 1)

= > pv)

Para verificar que o axioma (S4) € satisfeito pela eq. (4), calculamos:
> p(v) = P(1) = P(1—1) = P(1) = P(0) = p(1).

Para verificar que o axioma (S5) ¢ satisfeito pela eq. (4), basta notar que para cada
d € N, existe um tnico polinémio P : C — Ctalque P(0) =0e P(z) — P(z—1) =
de forma que podemos escrever

ZV = P(1—1) = P(z) — P(0) = P(z)

para qualquer z € Z, e polindmios sdo holomorfos em C (ver, e.g., [9]).

Para verificar que o axioma (S2) ¢ satisfeito pela eq. (4), consideramos o polindbmio
p, e para cada s € C, definimos os polinémios p, P : C — C respectivamente por
p(z) == p(z+5s)e P( ) := P(z + s) — P(s), de forma que o polindmio P satisfaz
P(0)=0e P(z) — P(z — 1) = p(z). De fato:

P0)=P0+s)—P(s)=0; e
P(z) = P(z—1) = P(z+s)—P(s) — (P(> — 1 +5) — P(s))
P(z+s)—P(z+s—1)
p(z +s)
= p(2).

Segue portanto

Y opv+s) = Zp

= P(y) P(x—l)
= (P(y+s)—P(s)) = (P(x—1+5) — P(s))

= Ply+s)—Plx+s—1)
y+s

= ) ).
v=x+s
Para verificar que o axioma (S3) ¢é satisfeito pela eq. (4), consideramos A\, iz € R, o
polindmio p, um outro polindmio q : C — C e o tnico polindomio ) : C — C que satisfaz
aQ0)=0eQ(z) —Q(z— 1) = q(z) paratodo z € C, conforme o lema 3.1.
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Uma introdugdo a somatérios fraciondrios 22

Definindo o polinémio r : € — C por r(z) := Ap(z) + uq(z) para todo z € C, o
polindmio R : C — C definido por R(z) := AP(z) + pQ(z) para todo z € C satisfard
R(z) — R(z — 1) =r(z) e R(0) = 0. De fato:

R(0) = AP(0) = AQ(0) = A0 — p.0=0-0=0: ¢

R(z)—R(z—1) = E)\P(z) +pQ(2)) = (AP(z — 1) + pQ(z — 1)
= (AP(2) = AP(: — 1) + (4Q(2) — QU= — 1)
= AMP(2) = P(z = 1)) + u(Q(2) — Q(z — 1))

(P(z
p(2) +pq(z) = r(z2).
Entdo, calculamos:

Y

> () +paw) = D r)

vV=x

AP(y) + pQ(y)) — (AP(z — 1) + pQ(z — 1)
= (AP(y) = AP(z — 1)) + qu(y) — Rz —1)
= AMP() - Ple = 1) +4(Q) - Q= — 1))

Para verificar que o axioma (S6) € satisfeito pela eq. (4), consideramos o espago linear
V,n de polindmios complexos de grau menor ou igual am € IN, e ao definirmos ||p|| :=

m
Z Ip(i)| para p € V,,, introduzimos uma norma em V,,,. Definimos entdo o operador
1=0

y

linear Y Y : V,, — C através de Y 7 p := E p(v). Como dim(V,,) = m+1 < 00,0
v=x
operador ) _” ¢ limitado (e, portanto, continuo).

Assim, se (g,)nenw C Vi € uma sequéncia de polindmios que converge para zero na
norma || - || a0 n — oo, isto é, se lim ||g,|| = 0, vale a convergéncia lim > Y ¢, =0

n—oo n—oo
em C.

Nesse contexto, a convergéncia constante na afirmacao (3) do axioma (S6) € obtida ao
considerarmos a sequéncia de polindbmios (¢, ),en dada por ¢, (2) := p(z+n) —p,(z+n)
e observarmos que a convergéncia pontual de |¢,(z)| para zero, dada como hipétese no
axioma (S6), implica na convergéncia para zero da sequéncia ¢, na norma || - || e, por
seguinte, na convergéncia para zero de y . g, em C, isto &,

nhjg() (Zp(z +n) — an(z + n)) = 0.

Obs.: Para a verificagdo do axioma (S6) foram necessarios conceitos de andlise funcional,
que podem ser consultados em [2].

%% rRmu @~ sBm
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23 A. T. Galvao & J. Q. Chagas

Para provarmos a afirmacgdo (II), supomos que existe alguma definicdo que permite
Yy

obter a soma fracionaria Z p(v) e que respeite os axiomas (S1) - (S4), e estendemos a

vV=x
1/2

cq - c -,
ideia que usamos para mostrar que E c= 3 Tomamos inteiros r,s > 1 e, usando o

v=1
axioma (S1), podemos escrever

(s=D)r 1)7

ZV ZV+ZV++ZVd+ZVd,
v=1

V= (s=2)r 2)7 +1 v— (s— 1)7"_1_1

onde o lado esquerdo € um somatdrio cldssico, que sabemos determinar o valor. Usando
os axiomas (S2) e (S3), podemos rearranjar o lado direito como segue:

st T §+ s
Z ZHZHZH >,
v= 2T+1 V:ﬂ+1
=> w+0)"+> (u+—>d+i (u+—) RS (u+ <S_1)T>
v=1 v=1 v=1 v= o
s—1 3
. kr .,
- e+ 5]
k=1 v=1
s—1 5
- kr
= Z [(1/ A yd}
k=1 v=1 §
s—1 % s—1
. . kr
-3 S i (v + )t = o]
k=1 v=1 k=1 v=1 s
B s—1 5
= sy v+ qa-1k(V)
v=1 k=1 v=1
onde os polindmios gg_14(v) = (v + )% — ¥ tem grau d — 1 (e observamos que
C]—l,k = O)
Agora argumentamos por indugdo. Se d = 0, a equagdo anterior determina claramente
r/s

o valor de Z 1. Por linearidade, fica também determinada a soma de constantes arbi-
v=1

trarias ¢ € C de 1 até r/s. Ao supormos que o valor da soma de qualquer polinémio de

grau d — 1 é bem determinado, a igualdade anterior também permite encontrar o valor de

r/s

Z v? e, por linearidade, concluimos ser possivel determinar a soma de cada polindmio

v=1

de grau d.
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Entdo, usamos o axioma (S2) para escrever

y y—(z—1)+(z—1) y—z+1+(z—1) (y—z+1)
PR PR S s B R Sy TR
V= v=zr—(zx—1)+(z—1) v=1+(z—1) v=1

e conclul’mos que os axiomas (S1) - (S4) nos permitem determinar o valor da soma

Zp ) paratodo z,y € Ctaisquey — = € Q.

Como visto na demonstrag@o da afirmacao (I), a equagdo (4) € uma possivel defini¢do
que satisfaz os axiomas (S1) - (S4); entdo, usamos (5) e (4) para escrever

y a:+1

Z plv+z—1) =Y pr) = Ply) — P(x—1),

e concluir que (4) é a tnica defini¢do possivel paray — x € Q.
Finalmente, para concluir a demonstra¢do da afirmacao (III), basta notar que a restri¢ao
y — x € Q pode ser retirada ao supormos que a defini¢do para obter a soma fraciondria
y

Z p(v) respeite os axiomas (S1) - (S4) e também o axioma (S5). A holomorfia é ne-

cessdria apenas paray — x € C, pois para y — z € R a equacdo (4) ja serd satisfeita ao
exigirmos apenas continuidade no axioma (S5). 0

Para estabelecer uma definicio de soma fraciondria para uma classe mais ampla de
funcdes f : C — C, tudo o que necessitamos exigir sobre a funcdo f € que os valores
de f(n + z) possam ser aproximados por alguma sequéncia de polindémios p,,(n + z), de
grau fixo, quando n — +o00, além de um pequeno cuidado com os dominios de defini¢ao
U para o somatdrio fraciondrio: é necessdria a propriedade

zeU = z4+1eU.

Convencionando que o polindmio nulo € o Unico polindmio de grau —oo, apresentamos a
seguinte defini¢ao:

Definicio 3.3: Dados U C Cem € WU {—o0}, uma funcdo f : U — C serd chamada
fracionario-somavel de grau m se forem satisfeitas as seguintes condicoes:
(1) + 1 € U para todo x € U;
(ii) Existe uma sequéncia de polinémios (py,)
x € U, ocorre

nen de grau m fixo tal que, para todo

|f(n+2z) —pa(n+z)| =0 quando n — +o0;
(ii1) Para todo x,y € U, existe o limite

nh_)rglo<z +Z fv+x—1) f(V+y))>,

v=n-+x

onde a soma Y, p, é definida como em (4).

P
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Se uma fungdo f for fraciondrio-somadvel, usaremos a notagao

Yy Yy
Z f(v)  ou, brevemente, Z f,

e vale a formula fundamental do somatorio fracionario:

6) P W)= (fv+z—1)—fv+y)).

Além disso, podemos definir produtério fracionario por

(7 ﬁf(u) = exp(é ln(f(y))),

sempre que In( f) for fraciondrio-somével.

A defini¢do 3.3 ndo depende da escolha dos polindmios (p;, ), que aproximam f. De
fato, se (P, )nen € outra escolha de polindmios que aproximam f, entdo vale

lim (p,(n+2) —pa(n+2)) =0, VazeU
n—o0

(e portanto para todo = € C), pois o conjunto de polindmios de grau maximo m € um
espaco linear de dimensao finita. Como visto na proposi¢do 2.2, somas de polindmios
satisfazem o axioma (S6), entdo, substituindo f por 0 e p,, por (p,, — p,) na expressao (3),
conclui-se facilmente que

n+y n+y
Tim (3 pav) = X () =0,
v=n-+zx v=n-+x

A soma fraciondria apresentada na defini¢do 3.3 € a Unica que satisfaz os axiomas
(S1) - (S6), como mostra o teorema a seguir:

Teorema 3.4: A definicdo 3.3, de fungoes fraciondrio-somdveis, atende todos os axiomas
(S1) - (S6) para dominios de definicdo adequados, e a formula fundamental do somatorio
fraciondrio (6) é a uinica que satisfaz aos axiomas (S1) - (S6) para a classe de funcoes
considerada.

Demonstracio: Para mostrar que a férmula fundamental do somatério fraciondrio (6)

¢ a Unica possivel para somas fraciondrias satisfazendo a todos os axiomas (S1) - (S6),
)

consideramos uma soma do tipo Z f(v) com z,y € C, e, com o uso do axioma (S1),

escrevemos e
Y y+n y+n z+n—1 y+n
DI+ Y F) =) f) = Y f@)+ Y fW),
v=x v=y+1 v=x v=x v=x+n
onde n € IN € arbitrario, e reorganizamos os termos como segue:
Y z+n—1 y+n y+n
DW= > fw) = Y fw) + Y fWw)
v=c v=c v=y+1 v=z+n

4.
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n+t(z—1) n+(y) y+n
= > W= ) fw+ Y W)
v=1+(z—1) v=1+(y) v=x+n
) :Z(f(u—f—m—l)—f(u—l—y)) +Zf(v+n).
v=1 v=x

Na tltima linha da eq. (8) o primeiro somatoério envolve um niimero inteiro de termos e
pode ser avaliado classicamente. O problema a resolver fica entdo restrito a ultima soma
do lado direito, onde o dominio da soma aparece deslocado n unidades para a direita.
Como a eq. (8) vale para cada inteiro n, podemos passar a eq. (8) ao limite com n — oo,
e entdo usar o axioma (S6): se f(n+ z) — 0 quando n — oo para todo z, entdo o axioma
(S6) implica que o limite quando n — oo na ultima soma da eq. (8) desaparece, e ficamos

apenas com
00

Zf = (e =) = J )

que apresentamos em (6) como a férmula fundamental do somatdrio fraciondrio.

Resta provar que a férmula fundamental do somatoério fracionério (6) realmente satisfaz
todos os axiomas (S1) - (S6).

Claramente, os axiomas (S3) e (S5) sdo automaticamente satisfeitos.

Para provar que os axiomas (S1), (S2) e (S4) sdo satisfeitos, basta substituir a soma

Z f(v) pela férmula fundamental do somatério fraciondrio (6) no respectivo axioma, e

x
fazer alguns poucos cdlculos diretos. Por exemplo, substituindo a férmula fundamental
do somatério fraciondrio no lado esquerdo do axioma (S1), obtemos o lado direito:

S H) + S fv) =

v=x zx—y+1

—Z flv+zx—1)— V—i-y))—i—Z(f(u—i—y—i—l—l)—f(u—l—z))

[
NER

(Fote-1)=F0+9) + (Fry) - fr+2))

v=1

[
WE

(f(zH—x—l)—f(l/—l—z))

v=1

= Zf(l/)

Para provar que o axioma (S6) € satisfeito, utilizamos a férmula fundamental do soma-
tério fraciondrio (6) junto com os outros axiomas, € buscamos avaliar

i (004 ) = Yl +)

P
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da seguinte forma:

JL%O(VZy; Flw+m) - yzy;pn@ ) =
= JEEO(VEyif (v+n) —Xy: pa(v+n)

_Z (v+a—1) f(V—i-y))—i-i(f(l/—i-m—l)—f(y+y))>
- JH&(VZ f <v+n>—Zf<y+n)

—Z Flrta—1)=f4) + 32 (Fta—1)= f(r+9)

v=1

:ggo(gyg F(rn) g (v z fwa=1) - fr+y)))
:g&(é F(r+n) g f(v>+;f(v+x—1> —gf(vﬂ/))
- (303 50+ 3w —:;lf@))
i (Zf zf éf(v)—jélf@))

y+n y+n

= Jim (3701 -3 1)) =

Isso completa a demonstracdo de que a férmula fundamental do somatério fracionério
(6), para uma funcdo f : C — C atendendo as condicdes dadas na defini¢do 3.3, satisfaz
a todos os axiomas (S1) - (S6). 0

Na préxima se¢do apresentamos alguns exemplos de somas fraciondrias obtidas com a
aplicacdo da defini¢do 3.3 e da férmula fundamental do somatério fraciondrio (6).

4. ALGUNS EXEMPLOS DE SOMAS FRACIONARIAS

Agora que conhecemos uma defini¢do adequada para funcdes fraciondrio-somaveis e
uma férmula que permite obter o valor da soma de uma quantidade nao inteira de termos
(deﬁnigéo 3.3 e féormula (6)), € natural a curiosidade por conhecer algumas das propri-
edades satisfeitas pelos somatorios classicos (finitos) que permanecem validas com essa
abordagem mais geral, e também por conhecer algumas outras identidades que ndo en-
contram equivaléncia no caso cldssico.
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Uma das mais bdsicas propriedades para somas finitas € a soma da série geométrica,
que permanece vélida para somatorios fraciondrios. De fato, considerando 0 < ¢ < 1 por

simplicidade, como a fun¢do f(z) = ¢* é “aproximadamente zero” para valores grandes

de z, e vale lim ¢*™" = 0 para todo z € C, concluimos que ¢ é fraciondrio-somavel, e,

n—oo
usando a férmula fundamental do somatoério fracionario (6), obtemos:

z [e%s) o0 w2 |
Z qu — Z(qu—l o qu+z) — (1 o qz+1> Z qy_l _ 1 : _qq :
v=0 v=1 v=1

ou seja, a conhecida férmula para a soma da série geométrica permanece vdlida para todo
z € C.

No préximo exemplo, consideramos uma fun¢do cujo comportamento assintotico nao
se aproxima de zero, e usamos somatorios e produtorios fraciondrios para extrapolar a
funcdo fatorial cldssica para todo z € C, exceto z € {0,—1,—2,—3,--- }. Inicialmente,
reescrevemos a eq. (8) para a fungdo f(z) = In(z):

n

) Z In(v) = Z(ln(y +x—1)—In(r+y))+ Z In(v +n)

v=1 V=x

onde, para o dltimo termo da eq.(9), notamos que para z € [x,y] C R™, os valores
In(z + n) sdo relativamente bem aproximados pela fun¢éo constante In(n), com um erro
que tende a zero quando n — oo (dizemos que f = In é “aproximadamente constante”
quando seu argumento tende ao infinito). Entdo, usando o axioma (S3), podemos escrever

(10) Z In(v +n) = Z Inn + Z(ln(u + ) — In(n))

para cada n € IN. Na eq. (10), a primeira soma do lado direito tem somando constante e
pode ser avaliada através da eq. (4), e, pelo axioma (S6), a dltima soma se anula quando
n — oo. Assim, considerando In(n) constante antes de passar a eq. (10) ao limite, pode-
mos concluir que

Y

v
nll_>Holo > In(v+n) = ln(n)Zl =(y—x+1)In(n).

Portanto, ao passar a eq. (9) ao limite com n — 0o, obtemos
Y n
Zln(y) = lim (Z(ln(u +z—1)—In(v+y) +y—z+1) lnn> :

n—00
v=1

de onde segue que

exp (i In V) = nh_)rglo <exp <i (In(v) = In(v +2)) + zIn n)) :

v=1
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Entdo, tomando a liberdade de escrever z! para z € R ou z € C, e usando a defini¢cdo
de produtério fraciondrio dada na eq. (7), com v no lugar de f(v), calculamos

2l = f[ vV = exp (i ln(u))
v=1 v=1
i (e 3o, 2) )
v=1
- (o T1G2)

(11) = T(z+1);

obtendo assim a fun¢do gama, que, para z € C\{0, —1,—2,—3, - - }, é definida por

[(z) = / e 't
0

e tem a seguinte representacdo na forma de limite (ver, e.g., [14] ou [21]):

n!ln?
r = 1i
()=t ey

utilizada na ultima passagem para obter a eq. (11), junto com a propriedade 2 I'(z) =
I'(z+1).

Outra propriedade que permanece vélida para somas fraciondrias € a expansao da série
binomial. Para recuperé-la, inicialmente lembramos que se « € j sdo naturais, vale

a\) a!
(j) G
mas se a e j € C, entdo vale (ver [14] ou [21]):
a ['a+1)
(j> IR CEE RS
Consideramos entdo z € C, com |z| < 1,e a € C\{-1,-2,-3,...} e, usando a
férmula fundamental do somatoério fraciondrio (6) para a fungao

obtemos

o EOSE() ()

v=0 v=1

Entdo fazemos x = a na eq. (12). Em seu dltimo termo ficamos com

(y i a) T T+ aFialJ)rrl()_y +1)’
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e como para todo v € IN* vale I'(1 — v) = 400 e isso ocorre no dltimo termo do soma-

r 1
toério no lado direito da eq. (12), sempre teremos “algo” do tipo %, que deve ser
00

considerado nulo. Assim, a eq. (12) pode ser reescrita como
= Oé) v = a v—1
>0 =2 (,)):
v=0 (V v=1 V= 1
= (1+2)“,
onde aparece a expressdo expandida da série binomial (ver [8], [15]).

Apresentamos a seguir duas novas identidades obtidas com o uso de somatdrios e pro-
dutdrios fraciondrios, e que ndo encontram alguma expressao equivalente com somatorios
classicos.

Com auxilio das seguintes identidades da fun¢do gama

P —z) = sen7(r7rz) - sinhi(irz'z)

(ver [21]) e da expressdo da fun¢gdo gama em termos de um produtério fraciondrio obtida
na eq. (11), podemos obter a primeira nova identidade:

~1/2
(13) tanh(m) = F[ 2 +1).

v=1
A prova de (13), por ser um pouco mais trabalhosa, ndo serd apresentada neste artigo, mas
o leitor interessado pode acompanhar o desenvolvimento passo-a-passo em [11].

Para a segunda nova identidade, que apresentamos como exemplo final neste artigo, co-
megamos por considerar a série harmonica. A fungdo f(z) = 271, que pode ser conside-
rada “aproximadamente zero” para z grande, € fraciondria-somével e podemos, portanto,
aplicar a formula fundamental do somatério fracionério (6), obtendo:

DRI SRERE R (R
‘~ v N — v+1-—1 v+x N ‘= \v v+x
e, em particular:
PORTS D RS D D R
Vzly—yzlu l/—% _Vzly 2v—1
_(1 2)+<1 2>+<1 2>+<1 2>+
N 2 3 3 5 4 7
—(2+1)+( 2+1>+< 2+1>+<2 1)+
N 32 5 3 74
—(2—|—1)+< 2—|—2)+< 2+2)—|—( 2+2)—|—
N 3 4 5 6 78
B 2<1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+ )
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= —2In(2)
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Recuperamos, assim, o resultado (1), isto &,

—1/2

~

= —-2In2,

R =

v=1

o primeiro exemplo de um somatdrio fraciondrio, obtido e anunciado por Euler em 1755
[7]. Como uma curiosidade final, destacamos que a soma

11 1 1 1 1 1 1 1

1—— - — — - — — - - — -

53 175 677 sTg w0

¢ a expansdo em série de MacLaurin da funcéo In(x), avaliada em = = 2.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos, neste texto, uma introdu¢do em lingua portuguesa a expansao da teoria
concernente a mais bdsica das operacOes matemadticas: a adi¢do. Somatorios cldssicos,
usados para somar uma quantidade finita de termos, cuja notacdo sigma foi introduzida
por Euler (e.g., [6]) e difundida a partir de seu uso por Fourier [10], sdo considerados
conhecidos por todos, em maior ou menor profundidade. Somatérios infinitos de termos
reais, conhecidos por séries numéricas, s@o ensinados em nossos cursos de graduacgdo e
alguns casos até no ensino médio. A grande “novidade” introduzida por M. Miiller e D.
Schleicher ([18], [19], [20]) mas ja apresentada, de alguma forma, por Euler [7] € a pos-
sibilidade de efetuar somas finitas contendo uma quantidade nao inteira de parcelas. Com
o advento da teoria para somatdrios fraciondrios (consistente com a teoria para somato-
rios cldssicos) passa a ser permitido somar sobre uma quantidade racional, real e mesmo
complexa de termos.

Em um primeiro contato com esta teoria, ¢ comum pensar que se trata de uma espécie
de “soma continua”, talvez um pouco semelhante com o somatério infinitesimal costu-
meiramente apresentado como definicdo da integral definida; alertamos que isso € uma
faldcia, como o axioma (S1) induz a compreender. Quando consideramos um somatorio
do tipo

> fw)

onde f é uma funcdo fraciondrio-somével e x,y € U C R sdo dois nimeros bem deter-
minados, tal soma tem uma quantidade finita de parcelas, onde (possivelmente) apenas
uma parcela € fraciondria, sendo as demais parcelas inteiras. Por exemplo, com o uso do
axioma (S1) a expressao

S fv)

pode ser reescrita em uma das seguintes formas:

S )+ Y fw) on S )+ Y Fw);

4.
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ou seja,
FO)+F@+ S F0) ou F()+ @)+ FB)+ Y F(0),

em ambas temos uma soma de uma quantidade inteira de parcelas do tipo f(v) com
uma parcela fraciondria, ou seja, de “comprimento” menor que uma unidade. Quando
x,y € U C C, ainda ndo estd totalmente claro para os autores qual seria a natureza da
soma » 7 f(v); adnica certeza é que ndo se trata de uma soma de infinitas parcelas. Além
dessa certeza, por enquanto apenas conseguimos conjecturar que existe algum tipo de “in-
dependéncia do caminho” da soma, pois a formula fundamental do somatério fraciondrio
(6) considera explicitamente valores de f com argumentos dependendo dos limites infe-
rior e superior x € y do somatdrio fraciondrio (fato também percebido em outros cdlculos
rabiscados e ainda ndo publicados).

Acreditamos que esta teoria para somatorios fraciondrios, desenvolvida recentemente,
guarda ainda belas propriedades e identidades surpreendentes a serem descobertas e talvez
até encontre utilidade na modelagem de situagdes reais, talvez com um belo futuro no
desenvolvimento tecnoldgico. Esperamos que este artigo desperte o interesse no leitor em
buscar aprender mais sobre o tema, e fazer suas proprias especulacdes. Recomendamos
aos interessados a leitura da dissertagdo [11], escrita em portugués, dos artigos [18], [19],
e [20], escritos pelos autores que deram o passo inicial desta teoria, e do livro [1].
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